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5. Vektorov�e prostory a line�arn�� nez�avislost

5.1. Rozhodn�ete, zda je mno�zina U podprostorem aritmetick�eho vektorov�eho pro-
storu Z3

5 nad t�elesem Z5, jestli�ze
(a) U = f(0; 0; 0)T g, (b) U = f(0; 0; 0)T ; (1; 2; 3)T g, (c) jU j = 4,
(d) U = f(0; 0; 0)T ; (1; 2; 3)T ; (2; 4; 1)T ; (3; 1; 4)T ; (4; 3; 2)T g,
(e) jU j = 6, (f) jU j = 125, (g) jU j = ;,
(a) Proto�ze (0; 0; 0)T + (0; 0; 0)T = (0; 0; 0)T a t(0; 0; 0)T = (0; 0; 0)T pro ka�zd�e

t 2 T , je podle Tvrzen�� 5.6 z p�redn�a�sky mno�zina f(0; 0; 0)T g podprostorem Z3
5.

(b) Vid��me, �ze (1; 2; 3)T + (1; 2; 3)T = 2(1; 2; 3)T = (2; 4; 1)T =2 U , proto podle
Tvrzen�� 5.6 U nen�� podprostorem.

(c) Je-li u = (u1; u2; u3) nenulov�y vektor, potom mno�zina hui = fau j a 2
Z5g obsahuje pr�av�e tolik r�uzn�ych vektor�u,kolik prvk�u obsahuje t�eleso Z5. Proto
�cty�rprvkov�y podprostor (kter�y by nutn�e obsahoval nenulov�y vektor) nad t�elesem
Z5 nem�u�ze existovat.

(d) Snadno pomoc�� Tvrzen�� 5.14 z p�redn�a�sky nahl�edneme, �ze U = h(1; 2; 3)T i,
tedy se jedn�a o podprostor.

(e) Kdyby existoval �sestiprvkov�y podprostor nad t�elesem Z5, pak obsahoval
n�ejak�y nenulov�y vektor u a pak je�st�e jeden vektor v 2 U n hui. Podle Tvrzen�� 5.26
by mno�zin fu;vg byla line�arn�e nez�avisl�a, a proto by vektor 2u =2 hui [ fvg, co�z
je spor s p�redpokladem jU j = 6. Tud���z �z�adn�y �sestiprvkov�y podprostor nad t�elesem
Z5 neexistuje.

(f) V�simneme-li si, �ze 125 prvk�u m�a cel�y aritmetick�y prostor Z3
5, vid��me, �ze

U = Z3
5 je podprostorem Z3

5.
(g) Pr�azdn�a mno�zina sice trivi�aln�e spl�nuje podm��nku uzav�renosti na operace, ale

za podprostor ji nepova�zujeme. �

5.2. Rozhodn�ete, zda je posloupnost vektor�u (1; 0; 2; 1)T , (2; 0; 1; 1)T , (1; 0; 1;�1)T
v aritmetick�em vektorov�em prostoruQ4 nad t�elesemQ line�arn�e z�avisl�a �ci nez�avisl�a.

Vyu�zijeme Tvrzen�� 5.26, podle n�ej�z se sta�c�� zeptat, zda existuje, a v takov�em
p�r��pad�e p�ujde o line�arn�e z�avisl�e vektory, �ci neexistuje, co�z by znamenalo, �ze dan�e
vektory by byly line�arn�e nez�avisl�e, netrivi�aln�� �re�sen�� vektorov�e rovnice

x1 � (1; 0; 2; 1)T + x2 � (2; 0; 1; 1)T + x3 � (1; 0; 1;�1)T = (0; 0; 0; 0)

�Ulohu p�revedeme na ot�azku, zda existuje jednozna�cn�e (tedy pouze trivi�aln��) �re�sen��
homogenn�� soustavy rovnic s matic�� A:

A =

0
BB@
1 2 1
0 0 0
2 1 1
1 1 �1

1
CCA �

0
BB@
1 2 1
0 �3 �1
0 �1 �2
0 0 0

1
CCA �

0
BB@
1 2 1
0 1 2
0 0 5
0 0 0

1
CCA

Z upraven�e soustavy dost�av�ame jednozna�cn�e �re�sen�� x1 = x2 = x3 = 0, tedy
vektory (1; 0; 2; 1)T , (2; 0; 1; 1)T , (1; 0; 1;�1)T jsou line�arn�e nez�avisl�e. �

5.3. Najd�ete n�ejakou b�azi podprostoru U aritmetick�eho vektorov�eho prostoru T 4

nad nad t�elesem T , jestli�ze
27



28

(a) U = f(0; 0; 0; 0)T g pro libovoln�e t�eleso T ,
(b) U = h(1; 0; 1; 1)T i pro libovoln�e t�eleso T ,
(c) U = h(1; 0; 2; 1)T ; (2; 0; 1; 1)T ; (1; 0; 1;�1)T i pro T = Q,
(d) U = h(2; 1; 1; 1)T ; (4; 2; 1; 3)T ; (3; 4; 3; 0)T ; (1; 3; 4; 2)T i pro T = Z5,
(e) U = h(2; 0; 3; 4)T ; (3; 3; 1; 2)T ; (3; 1; 1; 2)T i pro T = Z5,
(f) U = h(1; 1; 3; 6)T ; (5; 5; 1; 0)T ; (3; 3; 2; 6)T i pro T = Z7.

(a) Proto�ze podprostor f(0; 0; 0; 0)T g generuje dokonce pr�azdn�a mno�zina, je
pr�av�e pr�azdn�a posloupnost ; b�aze U .

(b) Snadno nahl�edneme, �ze kter�ykoli vektor t � (1; 0; 1; 1)T = (t; 0; t; t)T pro ne-
nulov�e t 2 T tvo�r�� b�azi U .

(c) Proto�ze mno�zina f(1; 0; 2; 1)T ; (2; 0; 1; 1)T ; (1; 0; 1;�1)T g podle de�nice gene-
ruje U a v p�redchoz��m p�r��kladu jsme dok�azali, �ze jde o line�arn�e nez�avislou mno�zinu
aritmetick�ych vektor�u, tvo�r�� b�azi U mno�zina f(1; 0; 2; 1)T ; (2; 0; 1; 1)T ; (1; 0; 1;�1)T g.

(d) Se�rad��me si vektory generuj��c�� podprostor U do �r�adk�u matice, ji�z uprav��me
na odstup�novanou, a vyu�zijeme Tvrzen�� 5.22 a 5.33, kter�a n�am �r��kaj��, �ze nenulov�e
�r�adky matice tvo�r�� line�arn�e nez�avislou generuj��c�� mno�zinu vektor�u:

A =

0
BB@
2 1 1 1
4 2 1 3
3 4 3 0
1 3 4 2

1
CCA �

0
BB@
1 3 4 2
2 1 1 1
4 2 1 3
3 4 3 0

1
CCA �

0
BB@
1 3 4 2
0 0 3 2
0 0 0 0
0 0 1 4

1
CCA �

0
BB@
1 3 4 2
0 0 3 2
0 0 0 0
0 0 0 0

1
CCA :

Zjistili jsme, �ze posloupnost ((1; 3; 4; 2)T ; (0; 0; 3; 2)T ) je b�aze podprostoru U . Z�av�erem
poznamenejme, �ze U = ImA.

(e) Stejn�e jako v (d) si podprostor U vyj�ad�r��me jako �r�adkov�y vektorov�y prostor
jist�e matice B, kterou uprav��me na odstup�novan�y tvar:

B =

0
@2 0 3 4
3 3 1 2
3 1 1 2

1
A �

0
@2 0 3 4
0 3 4 1
0 1 4 1

1
A �

0
@2 0 3 4
0 3 4 1
0 0 1 4

1
A :

Tedy b�azi U = ImB tvo�r�� nap�r��klad posloupnost ((2; 0; 3; 4)T ; (0; 3; 4; 1)T ; (0; 0; 1; 4)T ).
(f) Op�et upravujme matici do jej���z �r�adku jsme sepsali generuj��c�� vektory pod-

prostoru U : 0
@1 1 3 6
5 5 1 0
3 3 2 6

1
A �

0
@1 1 3 6
0 0 0 5
0 0 0 2

1
A �

0
@1 1 3 6
0 0 0 5
0 0 0 0

1
A

Vid��me, �ze b�azi U tvo�r�� nap�r��klad posloupnost ((1; 1; 3; 6)T ; (0; 0; 0; 5)T ). �

27.11.

5.4. Spo�c��tejte dimenzi podprostor�u z p�redchoz�� �ulohy.

Podle de�nice sta�c�� spo�c��tat po�cty vektor�u b�aze, kterou jsme na�sli v p�redchoz��m
p�r��kladu:

(a) dimU = 0,
(b) dimU = 1,
(c) dimU = 3,
(d) dimU = 2,
(e) dimU = 3,
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(f) dimU = 2.

�

5.5. Rozhodn�ete, zda vektor a) (1; 1; 4)T a b) (4; 1; 1)T le�z�� v podprostoru U =
h(1; 4; 3)T , (3; 1; 1)T i vektorov�eho prostoru Z3

5 nad t�elesem Z5.

Pt�ame se, zda existuj�� hodnoty x; y 2 Z5, kter�e �re�s�� vektorovou rovnici x �
(1; 4; 3)T + y � (3; 1; 1)T = v, tedy chceme zjistit, zda existuje �re�sen�� soustavy 3
rovnic o 2 nezn�am�ych (pro ka�zdou sou�radnici dost�av�ame jednu rovnici) s maticemi,
kter�e snadno uprav��me na odstup�novan�y tvar.

a) 0
@1 3

??1
4 1

??1
3 1

??4
1
A �

0
@1 3

??1
0 4

??2
0 2

??1
1
A �

0
@1 3

??1
0 1

??3
0 0

??0
1
A

Vid��me, �ze hodnost matice homogenn�� soustavy i matice roz�s���ren�e se shoduj��, tedy
podle Frobeniovy v�ety (5.80) �re�sen�� existuje a vektor (1; 1; 4)T je line�arn�� kombinac��
vektor�u (1; 4; 3)T , (3; 1; 1)T , proto (1; 1; 4)T 2 U .

b) 0
@1 3

??4
4 1

??1
3 1

??1
1
A �

0
@1 3

??1
0 4

??0
0 2

??4
1
A �

0
@1 3

??1
0 1

??0
0 0

??4
1
A

Tentokr�at soustava zjevn�e �re�sen�� nem�a, tedy (4; 1; 1)T =2 U . �

5.6. Ov�e�rte, �ze B = ((1; 4; 3)T , (3; 1; 1)T ) je b�aze podprostoru U = h(1; 4; 3)T ,
(3; 1; 1)T i vektorov�eho prostoru Z3

5 nad t�elesem Z5 a najd�ete sou�radnice vektoru
(1; 1; 4)T vzhledem k b�azi B. (1; 4; 3)T , (3; 1; 1)T

Okam�zit�e z de�nice vid��me, �ze posloupnost B je line�arn�e nez�avisl�a, tedy jde o
b�azi U . Nyn�� hled�ame hodnoty x; y 2 Z5, kter�e �re�s�� vektorovou rovnici x�(1; 4; 3)T+
y � (3; 1; 1)T = (1; 1; 4)T , kterou jsme �re�sili u�z v minul�e �uloze. Zb�yv�a tedy zp�etnou
substituc�� dopo�c��tat (jednozna�cn�e) �re�sen��:0

@1 3
??1

4 1
??1

3 1
??4
1
A �

0
@1 3

??1
0 1

??3
0 0

??0
1
A

Spo�c��tali jsme, �ze sou�radnice (1; 1; 4)T vzhledem k b�azi B jsou

�
x
y

�
=

�
2
3

�
. �

5.7. Vyberte z mno�ziny X = f(2; 1; 1; 1)T ; (4; 2; 1; 3)T ; (3; 4; 3; 0)T ; (1; 3; 4; 2)T g,
resp. Y = f(2; 0; 3; 4)T ; (1; 3; 1; 2)T ; (1; 0; 1; 2)T g b�aze podprostor�u U = hXi, resp.
V = hY i aritmetick�eho vektorov�eho prostoru Z4

5.

Nejprve si v�simn�eme, �ze u�z jsme v P�r��kladu 5.3(d),(e) b�aze U i V hledali. Ne�slo
ov�sem o b�aze vybran�e. Vyu�zijme tedy spo�c��tan�ych dimenzi a hled�ame dvouprv-
kovou line�arn�e nez�avislou mno�zinu v U, tedy dvojici vektor�u, kter�e nejsou sv�ymi
n�asobky, co�z z�rejm�e spl�nuje nap�r��klad dvojice vektor�u (2; 1; 1; 1)T ; (3; 4; 3; 0)T nebo
(3; 4; 3; 0)T , (1; 3; 4; 2)T a t�r��prvkovou generuj��c�� mno�zinuU, j���z je z�rejm�e cel�e Y . �
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5.8. Dopl�nte line�arn�e nez�avislou mno�zinu B = f(2; 4; 0; 1; 4)T ; (1; 2; 1; 0; 3)T g na
b�azi aritmetick�eho vektorov�eho prostoru Z5

5.

P�ripome�nme, �ze podle D�usledku 5.23 se �r�adkov�y vektorov�y prostor matice nezm�en��,
uprav��me-li ji posloupnost�� element�arn��ch �r�adkov�ych �uprav. Se�rad��me-li vektory
mno�ziny B do �r�adk�u matice, kterou uprav��me na odstup�novanou matici, vid��me, �ze

hBi = Im(

�
2 4 0 1 4
1 2 1 0 3

�
)T = Im(

�
2 4 0 1 4
0 0 1 2 1

�
)T

Nyn�� snadno dopln��me matici na odstup�novanou �ctvercovou matici, jej���z v�sechny
�r�adky jsou nenulov�e, nap�r��klad vektory standardn�� b�aze (i-t�y p�rid�ame, pr�av�e kdy�z
i-t�y sloupec matice nen�� b�azov�y) a p�ritom si v�simneme, �ze:0

BBBB@
2 4 0 1 4
0 1 0 0 0
0 0 1 2 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

1
CCCCA �

0
BBBB@
2 4 0 1 4
0 0 1 2 1
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

1
CCCCA �

0
BBBB@
2 4 0 1 4
1 2 1 0 3
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

1
CCCCA = A:

Z�rejm�e m�a �r�adkov�y prostor matice A dimenzi 5, proto je roven Z5
5. Tedy mno�zina

f(0; 1; 0; 0; 0)T ; (0; 0; 0; 1; 0)T ; (0; 0; 0; 0; 1)T g dopl�nuje mno�zinu B na b�azi Z5
5. �

5.9. Najd�ete n�ejakou b�azi podprostoru U = h(3; 1; 4; 2)T ; (2; 3; 5; 1)T ; (1; 5; 6; 1)T i
aritmetick�eho vektorov�eho prostoru Z4

7 a dopl�nte ji b�azi cel�eho prostoru Z4
7.

I tentokr�at m�u�zeme vyu�z��t D�usledku 5.23 o �r�adkov�em vektorov�em prostoru ma-

tice M =

0
@3 1 4 2
2 3 5 1
1 5 6 1

1
A, pro n���z plat��, �ze U = ImMT . Nejprve standardn�� cestou

uprav��me matici M na matici odstup�novanou:0
@3 1 4 2
2 3 5 1
1 5 6 1

1
A �

0
@3 1 4 2
0 0 0 2
0 0 0 3

1
A �

0
@3 1 4 2
0 0 0 1
0 0 0 0

1
A = N:

Vid��me, �ze b�aze ImMT = ImNT = U je tvo�rena nap�r��klad nenulov�ymi �r�adkov�ymi
vektory odstup�novan�e matice N. Tedy f(3; 1; 4; 2)T ; (0; 0; 0; 1)T g je b�aze U. Nyn��
u�z postupujeme stejn�e jako v p�redchoz�� �uloze, dopln��me nenulov�e �r�adky matice N
pomoc�� vektor�u standardn�� b�aze, abychom dostali odstup�novanou regul�arn�� matici0
BB@
3 1 4 2
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1
CCA. Tud���z posloupnost

0
BB@
0
1
0
0

1
CCA,

0
BB@
0
0
1
0

1
CCA dopl�nuje posloupnost

0
BB@
3
1
4
2

1
CCA,

0
BB@
0
0
0
1

1
CCA

na b�azi cel�eho Z4
7. �

5.10. Ur�cete nad t�elesy R a Z5 hodnost matice A =

0
@1 2 3
2 1 1
1 4 3

1
A a matice AT a

dimenze prostor�u ImA, ImAT , KerA, KerAT .

Podle V�et 5.73, 5.82 a de�nice hodnosti sta�c�� spo�c��tat hodnost matice:
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Upravujme matici posloupnost�� element�arn��ch �uprav nejprve nad t�elesem re�aln�ych
�c��sel: 0

@1 2 3
2 1 1
1 4 3

1
A �

0
@1 2 3
0 �3 �5
0 2 0

1
A �

0
@1 2 3
0 1 0
0 0 �5

1
A :

Zjistili jsme, �ze nad t�elesemR hodnost rank(A) = 3. Tedy �ze rank(A) = rank(AT ) =
dim ImA = dim ImAT = 3. a D��ky 5.82 potom KerA = 3� rank(A) = 3� 3 = 0 a
podobn�e KerAT = 3� rank(AT ) = 3� 3 = 0.

Podobn�e ur�c��me hodnost A nad t�elesem Z5:0
@1 2 3
2 1 1
1 4 3

1
A �

0
@1 2 3
0 1 0
0 0 0

1
A :

Tedy nad t�elesem Z5 je rank(A) = rank(AT ) = dim ImA = dim ImAT = 2 a
KerA = KerAT = 3� rank(A) = 3� 2 = 1. �

5.11. Najd�ete nad t�elesem Z5 b�aze prostor�u ImA, ImAT , KerA, KerAT pro matici
A z p�redchoz�� �ulohy.

Z odstup�novan�eho tvaru matice0
@1 2 3
2 1 1
1 4 3

1
A �

0
@1 2 3
0 1 0
0 0 0

1
A :

Okam�zit�e vid��me, �ze

0
@1
2
3

1
A ;

0
@0
1
0

1
A je b�aze ImAT a snadno spo�c��t�ame b�azick�e �re�sen��

0
@2
0
1

1
A homogenn�� soustavy s matic�� A, tj. b�azi KerA. Pro nalezen�� b�aze KerAT

�r�adkov�e uprav��me AT : 0
@1 2 1
2 1 4
3 1 3

1
A �

0
@1 2 1
0 2 2
0 0 0

1
A :

Zp�etnou substituc�� najdeme b�azi

0
@1
4
1

1
A prostoru KerAT . Z�arove�n vid��me, �ze b�aze

ImA je nap�r��klad

0
@1
2
1

1
A ;

0
@0
2
2

1
A (nebo kter�akoli jin�a dvojice line�arn�e nez�avisl�ych vek-

tor�u tohoto prostoru). �

4.12.

5.12. Rozhodn�ete, zda je posloupnost vektor�u M = (1; 0; 2)T , (2; 1; 1)T , (1; 1; 1)T

b�aze vektorov�eho prostoru Q3 nad t�elesem Q.
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Podle pozorov�an�� 5.57 z p�redn�a�sky sta�c�� ov�e�rit, zda je posloupnost line�arn�e
nez�avisl�a �ci zda generuje cel�y prostor Q3 a to nast�av�a pr�av�e tehdy, kdy�z je matice

A =

0
@1 0 2
2 1 1
1 1 1

1
A regul�arn��. Budeme tedy matici A upravovat:

0
@1 0 2
2 1 1
1 1 1

1
A �

0
@1 0 2
0 1 �3
0 1 �1

1
A �

0
@1 0 2
0 1 �3
0 0 2

1
A :

Zjistili jsme, �ze M je b�az�� Q3. �

5.13. Najd�ete sou�radnice vektoru v vzhledem k b�azi M = (1; 0; 2)T , (2; 1; 1)T ,
(1; 1; 1)T , jestli�ze

(a) v =

0
@0
0
0

1
A (b) v =

0
@2
1
1

1
A (c) v =

0
@4
1
3

1
A :

Hled�ame aritmetick�y vektor [v]M =

0
@ab
c

1
A, aby v = a

0
@1
0
2

1
A + b

0
@2
1
1

1
A + c

0
@1
1
1

1
A,

tedy budeme po�c��tat �re�sen�� nehomogenn�� soustavy rovnic:

(a) Pro v =

0
@0
0
0

1
A z�rejm�e [v]M =

0
@0
0
0

1
A.

(b) Tentor�at je vektor v jedn��m z b�azov�ych vektor�u b�aze M , proto bez po�c��t�an��

vid��me, �ze [v]M =

0
@0
1
0

1
A.

(c) Nyn�� obvykl�ym zp�usobem spo�c��t�ame jedozna�cn�e �re�sen�� nehomogenn�� soustavy

s matic��

0
@1 2 1

??4
0 1 1

??1
2 1 1

??3
1
A. Zjistili jsme, �ze [v]M =

0
@ 1

2
�1

1
A. �

5.14. Vyberte z posloupnosti

X = ((2; 4; 0; 1; 4)T ; (4; 3; 0; 2; 3)T ; (1; 2; 3; 4; 0)T ; (3; 1; 1; 1; 2)T ; (4; 3; 4; 0; 2)T )

b�azi podprostoru U = hXi vektorov�eho prostoru Z5
5 nad t�elesem Z5.

Pot�rebujeme si uv�edomit, kter�e vektory z dan�eho seznamu jsou line�arn�� kom-
binac�� p�redchoz��ch. Se�rad��me si tedy vektory do posloupnosti a budeme zji�st'ovat,
kter�e vektory jsou line�arn�� kombinac�� p�redchoz��ch �clen�u posloupnosti. Nejprve si
tedy se�rad��me vektory do �r�adk�u matice, �c��m�z m�ame d�anu posloupnost vektor�u, a
tu budeme upravovat Gaussovou eliminac�� dokud nez��sk�ame odstup�novanou ma-
tici. Jedn�a se tedy o posloupnost element�arn��ch �uprav, kdy k n���ze polo�zen�ym
�r�adk�um p�ri�c��t�ame v�y�se polo�zen�e �r�adky, p�r��padn�e nelze-li n�ejak�ym �r�adkem upra-
vit n���ze polo�zen�e �r�adky, pak takov�y vektor) vym�en��me z n���ze polo�zen�ym vekto-
rem p�rehazujeme n�asob tvar. P�ritom si �r�adky p�uvodn�� matice ozna�c��me �r��msk�ymi
�c��slicemi a budeme zaznamen�avat v�sechna p�rehazov�an�� �r�adk�u a sta�c�� zjistit, kter�ym
�r�adk�um p�uvodn�� matice odpov��daj�� nenulov�e �r�adky Gaussovy matice.
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Poznamenejme, �ze je podstatn�e, abychom nem�enili po�rad�� t�ech vektor�u, pomoc��
nich�z jsme upravovali v�sechny n�asleduj��c��, tj. t�ech �r�adk�u matice, kter�e u�z jsme
pou�zili k eliminaci n�asleduj��c��ch. Takov�y �r�adek u�z toti�z odpov��d�a vektoru, kter�y je
line�arn�e nez�avisl�y na p�redchoz��ch a jeho p�r��padn�a z�am�ena za n�ekter�y z n�asleduj��c��ch
vektor�u pro n�ej samoz�rejm�e podm��nku lin�e�arn�� nez�avislosti na p�redchoz��ch �r�adc��ch
nemus�� zachovat. V dan�em p�r��pad�e nejprve p�ri�cteme vhodn�e n�asobky prvn��ho �r�adku
k ostatn��m a pot�e p�rehod��me druh�y a t�ret�� �r�adek, j��m�z stejn�ym zp�usobem vynulu-
jeme p�at�y a �sest�y �r�adek:0
BBBB@
2 4 0 1 4

?? i
4 3 0 2 3

?? ii
1 2 3 4 0

?? iii
3 1 1 1 2

?? iv
4 3 4 0 2

?? v

1
CCCCA �

0
BBBB@
2 4 0 1 4

?? i
0 0 0 0 0

?? ii
0 0 3 1 3

?? iii
0 0 1 2 1

?? iv
0 0 4 3 4

?? v

1
CCCCA �

0
BBBB@
2 4 0 1 4

?? i
0 0 3 1 3

?? iii
0 0 0 0 0

?? ii
0 0 0 0 0

?? iv
0 0 0 0 0

?? v

1
CCCCA :

Uk�azalo se, �ze �r�adek ii je n�asobkem �r�adku i a �r�adky iv a v jsou line�arn�� kombinac��
�r�adk�u i a iii. Naopak �r�adek iii nen�� line�arn�� kombinac�� �r�adku i. Hledanou b�azi tvo�r��
nap�r��klad prvn�� a t�ret�� vektor mno�zinyX, tedy mno�zina f(2; 4; 0; 1; 4)T ; (1; 2; 3; 4; 0)T g.

�

5.15. Uva�zujme podprostory U = h(2; 1; 1; 1)T ; (4; 2; 1; 3)T ; (3; 4; 3; 0)T ; (1; 3; 4; 2)T i
a V = h(2; 0; 3; 4)T ; (3; 3; 1; 2)T ; (3; 1; 1; 2)T i pro T = Z5 vektorov�eho prostoru Z4

5,
Spo�c��tejte dimenze sou�ctu U+V a pr�uniku U \V.

P�ripome�nme, �ze U + V = fu+v j u 2 U;v 2 Vg je podprostor generovan�y
v�semi vektory U i V, ov�sem sta�c�� n�am uva�zovat jen b�aze U i V, kter�e u�z jsme

nalezli, tedy plat��, �ze U +V = h

0
BB@
2
1
1
1

1
CCA ;

0
BB@
4
2
1
3

1
CCA ;

0
BB@
2
0
3
4

1
CCA ;

0
BB@
1
3
1
2

1
CCA ;

0
BB@
1
0
1
2

1
CCAi. Dimenzi sou�ctu

U+V nyn�� najdeme stejn�e jako v 5.3, tedy se�rad��me generuj��c�� vektory do sloupc�u
matice a upravujeme

C =

0
BB@
2 4 2 1 1
1 2 0 3 0
1 1 3 1 1
1 3 4 2 2

1
CCA �

0
BB@
2 4 2 1 1
0 0 4 0 2
0 4 2 3 3
0 1 3 4 4

1
CCA �

0
BB@
2 4 2 1 1
0 4 2 3 3
0 0 4 0 2
0 0 0 2 2

1
CCA :

Vid��me, �ze dim(U+V) = dim(ImC) = rank(C) = 4.
Kone�cn�e si zb�yv�a uv�edomit, �ze jsme dimnezeU aV spo�c��tali v �uloh�ach 5.3(d),(e)

a podle V�ety o dimenzi sou�ctu a pr�uniku podprostor�u je tedy dim(U \ V) =
dim(U) + dim(V)� dim(U+V) = 2 + 3� 4 = 1. �

5.16. Ur�cete dimenzi pr�uniku podprostor�u U a V racion�aln��ho vektorov�eho pro-
storu Q3, je-li U = h(1; 2; 1)T ; (1; 0; 2)T i a V = h(1; 1; 0)T ; (1;�1; 1)T i.

Snadno zjist��me, �ze dimU = rank(

0
@1 1
2 0
1 2

1
A) = 2, dimV = rank(

0
@1 1
1 �1
0 1

1
A) = 2

a dim(U+V) = rank(

0
@1 1 1 1
2 0 1 �1
1 2 0 1

1
A) = 3, proto je d��ky V�et�e o dimenzi sou�ctu
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a pr�uniku podprostor�u

dim(U \V) = dimU+ dimV � dim(U+V) = 1:

�

5.17. Najd�ete n�ejakou b�azi podprostor�u U+V a U\V vektorov�eho prostoru Z4
5

z �ulohy 5.15.

V �uloze 5.15 jsme zjistili, �ze dimenze podprostoru U +V je 4, co�z podle V�ety
4.11 z p�redn�a�sky znamen�a, �ze U+V = Z4

5, proto�ze dimZ4
5 = 4. Tedy b�azi U+V

tvo�r�� nap�r��klad standardn�� b�aze (1; 0; 0; 0)T ; (0; 1; 0; 0)T ; (0; 0; 1; 0)T ; (0; 0; 0; 1)T .
Nyn�� pot�rebujeme naj��t v�sechny vektory, kter�e le�z�� z�arove�n v U i ve V, tedy

kter�e jsou z�arove�n line�arn��mi kombinacemi gener�ator�u U i V. P�ripomeneme-li, �ze
jsme v 5.7 na�sli b�azi f(2; 1; 1; 1)T ; (4; 2; 1; 3)T g podprostoru U a b�azi f(2; 0; 3; 4)T ;
(1; 3; 1; 2)T ; (1; 0; 1; 2)T g podprostoru V a �ze mno�zina f�(2; 0; 3; 4)T ;�(1; 3; 1; 2)T ;
�(1; 0; 1; 2)T g = f(3; 0; 2; 1)T ; (4; 2; 4; 3)T ; (4; 0; 4; 3)T g je rovn�e�z b�azeV, pak hled�ame
line�arn�� kombinace spl�nuj��c��

x1

0
BB@
2
1
1
1

1
CCA+ x2

0
BB@
4
2
1
3

1
CCA = �y1

0
BB@
2
0
3
4

1
CCA� y2

0
BB@
1
3
1
2

1
CCA� y3

0
BB@
1
0
1
2

1
CCA ;

kterou uprav��me do standardn��ho tvaru

x1

0
BB@
2
1
1
1

1
CCA+ x2

0
BB@
4
2
1
3

1
CCA+ y1

0
BB@
2
0
3
4

1
CCA+ y2

0
BB@
1
3
1
2

1
CCA+ y3

0
BB@
1
0
1
2

1
CCA =

0
BB@
0
0
0
0

1
CCA :

Hled�ame tedy j�adro KerC matice C =

0
BB@
2 4 2 1 1
1 2 0 3 0
1 1 3 1 1
1 3 4 2 2

1
CCA �

0
BB@
2 4 2 1 1
0 4 2 3 3
0 0 4 0 2
0 0 0 2 2

1
CCA.

Nyn�� snadno najdeme jedno netrivi�aln�� �re�sen�� (0; 4; 2; 4; 1)T soustavy s matic�� C,
tedy hledan�ym b�azov�ym vektorem podprostoru U \V je

0
BB@
1
3
4
2

1
CCA = 0 �

0
BB@
2
1
1
1

1
CCA+ 4 �

0
BB@
4
2
1
3

1
CCA = 3 �

0
BB@
2
0
3
4

1
CCA+ 1 �

0
BB@
1
3
1
2

1
CCA+ 4 �

0
BB@
1
0
1
2

1
CCA :

�

5.18. Najd�ete n�ejakou b�azi pr�uniku podprostor�u U \V vektorov�eho prostoru Z4
3

nad t�elesem Z3, jestli�zeU = h(1; 1; 1; 1)T ; (0; 2; 1; 1)T ; (0; 0; 1; 2)T i aV = h(1; 2; 2; 1)T ;
(0; 1; 2; 1)T ; (0; 0; 2; 2)T i.
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Postupujeme stejn�e jako v p�redchoz�� �uloze, tedy hled�ame v�sechny vektory, kter�e
le�z�� z�arove�n v U i ve V, co�z si op�et vyj�ad�r��me rovnic��:

x1

0
BB@
1
1
1
1

1
CCA+ x2

0
BB@
0
2
1
1

1
CCA+ x3

0
BB@
0
0
1
2

1
CCA = y1

0
BB@
1
2
2
1

1
CCA+ y2

0
BB@
0
1
2
1

1
CCA+ y3

0
BB@
0
0
2
2

1
CCA ;

kterou op�et uprav��me na

x1

0
BB@
1
1
1
1

1
CCA+ x2

0
BB@
0
2
1
1

1
CCA+ x3

0
BB@
0
0
1
2

1
CCA+ y1

0
BB@
2
1
1
2

1
CCA+ y2

0
BB@
0
2
1
2

1
CCA+ y3

0
BB@
0
0
1
1

1
CCA =

0
BB@
0
0
0
0

1
CCA :

Znovu po�c��t�ame v�sechna �re�sen�� homogenn�� soustavy s matic��:

D =

0
BB@
1 0 0 2 0 0
1 2 0 1 2 0
1 1 1 1 1 1
1 1 2 2 2 1

1
CCA �

0
BB@
1 0 0 2 0 0
0 2 0 2 2 0
0 1 1 2 1 1
0 1 2 0 2 1

1
CCA �

�

0
BB@
1 0 0 2 0 0
0 2 0 2 2 0
0 0 1 1 0 1
0 0 2 2 1 1

1
CCA �

0
BB@
1 0 0 2 0 0
0 2 0 2 2 0
0 0 1 1 0 1
0 0 0 0 1 2

1
CCA :

Nyn�� pot�rebujeme naj��t b�azi (1; 2; 2; 1; 0; 0)T ; (0; 2; 2; 0; 1; 1)T podprostoru KerD.
Zjistili jsme, �ze:0

BB@
1
2
2
1

1
CCA = 1 �

0
BB@
1
1
1
1

1
CCA+ 2 �

0
BB@
0
2
1
1

1
CCA+ 2 �

0
BB@
0
0
1
2

1
CCA = 1 �

0
BB@
1
2
2
1

1
CCA+ 0 �

0
BB@
0
1
2
1

1
CCA+ 0 �

0
BB@
0
0
2
2

1
CCA ;

a0
BB@
0
1
1
0

1
CCA =

0
BB@
1
2
2
1

1
CCA = 0 �

0
BB@
1
1
1
1

1
CCA+ 2 �

0
BB@
0
2
1
1

1
CCA+ 2 �

0
BB@
0
0
1
2

1
CCA = 0 �

0
BB@
1
2
2
1

1
CCA+ 1 �

0
BB@
0
1
2
1

1
CCA+ 1 �

0
BB@
0
0
2
2

1
CCA ;

0 � (1; 1; 1; 1) + 2 � (0; 2; 1; 1) + 2 � (0; 0; 1; 2) =
= 0 � (1; 2; 2; 1) + 1 � (0; 1; 2; 1) + 1 � (0; 0; 2; 2) = (0; 1; 1; 0):

Tud���z vektory (1; 2; 2; 1)T a (0; 1; 1; 0)T le�z�� v podprostoru U \ V. Kone�cn�e si
uv�edom��me, �ze libovoln�e �re�sen�� soustavy lze napsat ve tvaru

a1 � (1; 2; 2; 1; 0; 0)T + a2 � (0; 2; 2; 0; 1; 1)T = (a1; 2a1 + 2a2; 2a1 + 2a2; a1; a2; a2)
T ;

kde a1; a2 2 Z3, proto lze ka�zd�y vektor z pr�uniku vyj�ad�rit:

a1 � (1; 1; 1; 1)T + (2a1 + 2a2) � (0; 2; 1; 1)T + (2a1 + 2a2) � (0; 0; 1; 2)T =

= a1 � (1; 2; 2; 1)T + a2 � (0; 1; 1; 0)T :
T��m jsme zjistili, �ze ka�zd�y vektor z podprostoru U \V lze napsat ve tvaru

a1 � (1; 2; 2; 1)T + a2 � (0; 1; 1; 0)T
, tedy mno�zina f(1; 2; 2; 1)T ; (0; 1; 1; 0)T g podprostor U \ V generuje. Zjevn�e se
jedn�a o mno�zinu line�arn�e nez�avislou, tedy jde o b�azi pr�uniku. Nen�� p�ritom t�e�zk�e si
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uv�edomit, �ze v�ysledn�e vektory budou jist�e line�arn�e nez�avisl�e, jestli�ze jsme hledali
jejich sou�radnice vzhledem k b�az��m prostor�u U a V.

Z�av�erem si je�st�e v�simn�eme, �ze jsme soustavu nemuseli dopo�c��t�avat, nebot' n�am
sta�cilo naj��t sou�radnice b�aze �re�sen�� odpov��daj��c�� prom�enn�ym yi (tj. posledn�� 3
sou�radnice) nebo xi (tj. prvn�� 3 sou�radnice). �

11.12.

5.19. Doka�zte, �ze mno�zina komplexn��ch �c��selC tvo�r�� s obvykl�ym s�c��t�an��m a n�asobe-
n��m vektorov�y prostor nad t�elesem re�aln�ych �c��sel R.

Je t�reba zcela p�r��mo�ca�re ov�e�rit platnost axiomatiky vektorov�eho prostoru. P�ritom
v��me, �ze C je se s�c��t�an��m a n�asoben��m t�eleso, odkud okam�zit�e dost�av�ame asocia-
tivitu a komutativitu s�c��t�an��, stejn�e jako existenci nulov�eho vektoru (0). Proto�ze
r(c + d) = rc + rd pro v�sechna komplexn�� r; c; d plat�� tato rovnost i v p�r��pad�e, �ze
zvol��me r 2 R. Stejn�y argument ukazuje, �ze pro ka�zd�e r; s 2 R a c 2 C m�ame
(r + s)c = rc+ sc a (rs)c = r(sc). Kone�cn�e z�rejm�e 1c = c. �

5.20. Najd�ete n�ejakou b�azi a ur�cete dimenzi C jako vektorov�eho prostoru nad
t�elesem R.

Proto�ze C = fa+ bij a; b 2 Rg, okam�zit�e vid��me, �ze posloupnost 1; i generuje C
nad R. P�redpokl�ad�ame-li, �ze a � 1 + b � i = 0 pro n�ejak�a re�aln�a a; b 2 R, pak nutn�e
a = b = 0, �c��m�z jsme ov�e�rili, �ze 1; i je b�aze C nad R, tedy dimR(C) = 2. �

5.21. Rozhodn�ete, zda dvojice komplexn��ch �c��sel 3�i, 2+3i tvo�r�� b�azi vektorov�eho
prostoru C nad t�elesem R.

D��ky tomu, �ze jsme v p�redchoz��m p�r��kladu spo�c��tali, �ze dimR(C) = 2, sta�c�� zjistit,
zda je dvojice 3� i, 2 + 3i line�arn�e nez�avisl�a nebo generuj��c��, zb�yvaj��c�� vlastnost je
toti�z podle V�ety 2.19 d�usledkem ka�zd�e z nich. Uk�a�zeme nap�r��klad, �ze jde o line�arn�e
nez�avislou mno�zinu. Jestli�ze 0 = a(3� i) + b(2 + 3i) = (3a+2b) + (�a+3b)i, tedy
z re�aln�e i imagin�arn�� �c�asti dost�av�ame jednu rovnici:

3a + 2b = 0
�a + 3b = 0

a �re�s��me homogenn�� soustavu s matic��

�
3 2
�1 3

�
, kter�a m�a

zjevn�e hodnost 2, tedy pouze trivi�aln�� �re�sen��.
T��m jsme dok�azali, �ze je dvojice 3� i, 2 + 3i line�arn�e nez�avisl�a, tedy jde o b�azi

C nad R. �

5.22. Najd�ete nenulov�y re�aln�y polynom stupn�e (nejv�y�se) 2, jeho�z ko�renem je kom-
plexn�� �c��slo 3� i.

Sta�c�� kdy�z uv�a�z��me, �ze jsou vektory (3 � i)0 = 1, (3 � i)1 = 3 � i a (3 � i)2 =
8 � 6i nad t�elesem R nutn�e line�arn�e z�avisl�e, tedy existuje trojice (a0; a1; a2) 2
R3 n f(0; 0; 0)g, pro n���z a0 + a1(3 � i) + a2(8 � 6i) = 0. Obdobnou �uvahou jako
v p�redchoz��m p�r��kladu zjist��me, �ze pot�rebujeme vy�re�sit homogenn�� soustavu s ma-

tic��

�
1 3 8
0 �1 �6

�
. Snadno zjist��me, �ze �re�sen��m je nap�r��klad trojice (a0; a1; a2) =

(10;�6; 1), proto je komplexn�� �c��slo 3� i ko�renem polynomu x2 � 6x+ 10. �
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5.23. Najd�ete v�sechny re�aln�e polynom stupn�e nejv�y�se 2, jejich�z ko�renem je kom-
plexn�� �c��slo 3� i.

V p�redchoz�� �uloze jsme si uv�edomili, �ze ka�zd�y takov�y polynom odpov��d�a �re�sen��
homogen�� soustavy line�arn��ch rovnic s matic�� typu (2,3) hodnosti 2. Proto�ze je
mno�zina v�sech �re�sen�� podprostor dimenze 1, jsou hledan�e re�aln�e polynomy tvaru
rx2 � 6rx+ 10r pro libovoln�e re�aln�e r 2 R. �

5.24. Doka�zte, �ze je mno�zina Q[ 3
p
2] = fa + b 3

p
2 + c 3

p
4j a; b; c 2 Qg podprostor

racion�aln��ho vektorov�eho prostoru R a nav��c, �ze � � � 2 Q[ 3
p
2] pro ka�zd�e �; � 2

Q[ 3
p
2].

Sta�c�� pro libovoln�e d; a1; a2; b1; b2; c1; c3 2 Q nahl�ednout, �ze

(a1+b1
3
p
2+c1

3
p
4)+(a2+b2

3
p
2+c2

3
p
4) = (a1+a2)+(b1+b2)

3
p
2+(c1+c2)

3
p
4 2 Q[

3
p
2]

a d�ale, �ze

d(a1 + b1
3
p
2 + c1

3
p
4) = da1 + db1

3
p
2 + dc1

3
p
4 2 Q[

3
p
2]

a kone�cn�e, �ze (a1 + b1
3
p
2 + c1

3
p
4) � (a2 + b2

3
p
2 + c2

3
p
4) =

= (a1a2+2b1c2+2c1b2)+(a1b2+b1a2+2c1c2)
3
p
2+(a1c2+c1a2+b1b2)

3
p
4 2 Q[

3
p
2]:

�

5.25. Najd�ete nenulov�y racion�aln�� polynom stupn�e (nejv�y�se) 3, jeho�z ko�renem je

re�aln�e �c��slo 1� 3
p
2.

Uva�zujeme stejn�e jako v �uloze 5.22. Op�et si v�simneme, �ze dimQ(Q[ 3
p
2]) � 3,

proto jsou vektory (1� 3
p
2)0 = 1, (1� 3

p
2)1 = 1� 3

p
2, (1� 3

p
2)2 = 1� 2 3

p
2+ 3

p
4

a (1� 3
p
2)3 = �1� 3 3

p
2+3 3

p
4 nad t�elesem Q line�arn�e z�avisl�e. Najdeme tedy op�et

netrivi�aln�� �re�sen�� vektorov�e rovnice

a0 + a1(1� 3
p
2) + a2(1� 2

3
p
2 +

3
p
4) + a3(�1� 3

3
p
2 + 3

3
p
4) = 0;

kter�a vede na homogenn�� soustavy line�arn��ch rovnic s matic��0
@1 1 1 �1
0 �1 �2 �3
0 0 1 3

1
A :

Vid��me, �ze �re�sen��m je �ctve�rice (a0; a1; a2; a3) = (1; 3;�3; 1), tud���z je �c��slo 1 � 3
p
2

ko�renem polynomu x3 � 3x2 + 3x+ 1. �

6. Permutace a determinanty

6.1. Zapi�ste v cyklick�em z�apisu a redukovan�em cyklick�eho z�apisu permutace p =�
1 2 3 4 5 6
3 4 1 6 5 2

�
, q =

�
1 2 3 4 5 6
1 3 6 4 2 5

�
2 S6. Kolika r�uzn�ymi zp�usoby lze

v redukovan�em a neredukovan�em tvaru permutaci p a q zapsat?
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Postupn�e vy�cerp�ame v�sechny prvky z mno�ziny f1; 2; 3; 4; 5; 6g, abychom zapsali
cykly permutac�� p = (13)(246)(5) a q = (1)(2365)(4). V redukovan�em cyklick�em
z�apisu vynech�ame v�sechny jednocykly, tedy pevn�e body dan�eho zobrazen��, a proto
p = (13)(246) a q = (2365).

Z�apis ka�zd�eho cyklu konkr�etn�� permutace je ur�cen svou prvn�� hodnotou, tedy
n-cyklus lze zapsat n zp�usoby. Proto�ze m�u�zeme cykly v cyklick�em z�apisu je�st�e
vz�ajemn�e libovoln�e permutovat, vid��me, �ze permutaci p lze v redukovan�em cyk-
lick�em z�apisu zapsat pr�av�e 2 � 3 � 2! = 12 zp�usoby a v neredukovan�em cyklick�em
z�apisu ji lze zapsat pr�av�e 2 � 3 � 1 � 3! = 36 zp�usoby. Stejnou �uvahou dostaneme, �ze
permutaci q m�u�zeme v redukovan�em cyklick�em z�apisu zapsat pr�av�e 4 zp�usoby a v
neredukovan�em cyklick�em z�apisu pr�av�e 4 � 3! = 24 zp�usoby. �

6.2. M�ejme permutace p = (1298)(36)(574) a q = (34875) z mno�ziny S9 v reduko-
van�em cyklick�em z�apisu. Ur�cete jejich maticov�y z�apis.

Z cyklick�eho z�apisu permutace p vid��me, �ze p(1) = 2, p(2) = 9, p(9) = 8,
p(8) = 1, p(3) = 6, p(6) = 3, p(5) = 7, p(7) = 4 a p(4) = 5. Nyn�� snadno tyto �udaje
zaznamen�ame do matice

p =

�
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 9 6 5 7 3 4 1 8

�
:

Snadno roz�s���r��me redukovan�y cyklick�y z�apis permutace q na neredukovan�y z�apis
q = (34875)(1)(2)(6)(9) a obdobn�ym zp�usobem jako u permutace p najdeme matici

q =

�
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 2 4 8 3 6 5 7 9

�
:

�

6.3. Necht' p = (135)(4798)(26) a q = (18)(247693) jsou dv�e permutace z S9.
Spo�c��tejte permutace p � q, q � p, p�1 a q�1.

Nejprve p�r��mo pou�zit��m de�nice snadno zjist��me hodnoty (skl�ad�ame zprava do-
leva):

p � q = (1495)(27)(368); q � p = (129)(3587)(46):

D�ale snadno nahl�edneme, �ze inverzn�� permutac�� je pr�av�e ,,zrcadlov�y obraz"permutace,
tedy

p�1 = (62)(8974)(531); q�1 = (18)(239674):

�

6.4. Ur�cete znam�enka permutac�� p a q z p�redchoz�� �ulohy.

Sta�c��, abychom spo�c��tali po�cet cykl�u sud�e d�elky v cyklick�em z�apisu ka�zd�e z
permutac��, je-li jich sud�y po�cet, je znam�enko 1, v opa�cn�em p�r��pad�e je znam�enko
�1. V obou p�r��padech vid��me, �ze p = (135)(4798)(26) i q = (18)(247693)(5) obsahuj��
2 cykly sud�y d�elky, proto sgn p = sgn q = 1. �

6.5. Ur�cete znam�enka permutac�� p = (17)(36)(2458), p�1, q = (245)(3687), r =
(13)(2675); p � q � r; q�1 � r � p�1 � q 2 S8.
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Nejprve op�et �spo�c��t�ame cykly sud�e d�elky, abychom zjistili, �ze

sgn p = sgn ((17)(36)(2458)) = (�1)8�3 = �1;
sgn q = sgn ((1)(245)(3687)) = (�1)8�3 = �1;
sgn r = sgn ((13)(2675)(4)(8)) = (�1)8�4 = 1:

V p�redchoz�� �uloze jsme si mohli v�simnout, �ze inverzn�� permutace m�a stejn�e cykl�u
jako permutace p�uvodn��, proto sgn p�1 = sgn p = �1. Kone�cn�e Tvrzen�� 6.11 n�am
�r��k�a, �ze znam�enko slo�zen�� permutac�� se rovn�a sou�cinu znam�enek, proto

sgn (p � q � r) = sgn p � sgn q � sgn r = (�1) � (�1) � 1 = 1

Spojen��m posledn��ch dvou pozorov�an�� dost�av�ame:

sgn (q�1 � r � p�1 � q) = sgn q � sgn r � sgn p � sgn q = sgn r � sgn p = �1:
�

6.6. Napi�ste permutace p = (13475) a q = (19)(267)(3548) z S9 jako sou�cin trans-
pozic.

P�ripome�nme, �ze transpozice je permutace, kter�a vym�e�nuje pr�av�e dva prvky, tj.
m�u�zeme ji v redukovan�em cyklick�em z�apisu zapsat ve tvaru (ab). Snadno spo�c��t�ame,
�ze

(13475) = (15) � (17) � (14) � (13) = (13) � (34) � (47) � (75):
P�r��mo z de�nice cyklick�eho z�apisu vid��me, �ze (19)(267)(3548) = (19)�(267)�(3548),
tedy nejprve �ulohu vy�re�s��me pro ka�zd�y z cykl�u (19), (267) a (3548) a pot�e nalezen�e
transpozice slo�z��me, tedy

(19)(267)(3548) = (19) � (267) � (3548) =
= (19) � (27) � (26) � (38) � (34) � (35) = (19) � (26) � (67) � (35) � (54) � (48):

�

6.7. Necht' p a s jsou permutace z grupy Sn a necht' p(a) = b, kde a; b 2 f1; : : : ; ng.
Doka�zte, �ze [sps�1](s(a)) = s(b).

D�ukaz tvrzen�� je zcela p�r��mo�car�y. D�ule�zit�ym d�usledkem je ov�sem pozorov�an��, �ze
permutace p a sps�1 maj�� stejn�y po�cet stejn�ych cykl�u, nebot' jsme pr�av�e dok�azali,
�ze

s � [: : : (: : : ab : : : ) : : : ] � s�1 = : : : (: : : s(a)s(b) : : : ) : : : :

�

6.8. M�ejme p = (1346)(27)(589) a q = (16)(29)(345) dv�e permutace z grupy S9.
Spo�c��tejte hodnoty pqp�1 a qpq�1.

Postupujeme podle p�redchoz��ho pozorov�an��:

[(1346)(27)(589)] � [(16)(29)(345)] � [(1346)(27)(589)]�1 = (31)(75)(468)

a

[(16)(29)(345)] � [(1346)(27)(589)] � [(16)(29)(345)]�1 = (6451)(97)(382):

�
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6.9. M�ejme permutace p1 = (126)(37)(458) a p2 = (12)(345)(678) z grupy S8.
Rozhodn�ete, zda jsou permutace p1 a p2 konjugovan�e, tj. zda existuje permutace
q 2 S8 s vlastnost�� qp1q

�1 = p2 a p�r��padn�e takovou permutaci q najd�ete.

Vyu�zijeme opa�cn�y postup k postupu v p�redchoz��m p�r��kladu. Ob�e permutace
jsou stejn�eho typu (co�z je z�rejm�e nutn�a podm��nka, aby permutace q existovala).
Se�rad'me stejn�ymi n-cykly pod sebe, nap�r��klad:

(126)(37)(458)
(345)(12)(678)

Z�rejm�e potom permutace q = (13)(24657)(8) spl�nuje podm��nku qp1q
�1 = p2. �

18.12.

6.10. Spo�c��tejte nad t�elesy Q, R, Z5 a Z7 determinant matice A =

�
3 1
1 2

�
.

Postupujeme p�r��mo podle de�nice. Rozmysl��me si, �ze S2 = fId; (12)g. a proto
det(A) = 3 � 2� 1 � 1 = 5 nad t�elesy Q, R. Obvykl�a �uvaha o po�c��t�an�� v t�elesech Zp
n�am umo�zn�� vyu�z��t v�ysledku spo�c��tan�eho v t�elese re�aln�ych (�ci racion�aln��ch) �c��sel,
kter�y nakonec sta�c�� upravit modulo p. To znamen�a, �ze det(A) = (5)mod 5 = 0 nad
t�elesem Z5 a det(A) = (5)mod 7 = 5 nad t�elesem Z7. �

6.11. Spo�c��tejte nad t�elesy Q, R, Z5 a Z7 determinant matice B =

0
@1 2 1
4 0 3
2 3 1

1
A.

I tentokr�at budeme fakticky postupovat podle de�nice. Sud�ym permutac��m Id,
(123) a (132) z S3 odpov��daj�� po �rad�e sou�ciny 1 � 0 � 1, 2 � 3 � 2 a 1 � 4 � 3 (v�zdy bereme
nejprve hodnotu z prvn��ho �r�adku, pot�e z druh�eho a nakonec z t�ret��ho) a lich�ym
permutac��m (12), (13) a (23) odpov��daj�� sou�ciny 2 � 4 � 1, 1 � 0 � 2 a 1 � 3 � 3, proto

det(B) = det(

0
@1 2 1
4 0 3
2 3 1

1
A) = 1 � 0 � 1+2 � 3 � 2+1 � 4 � 3� (2 � 4 � 1+1 � 0 � 2+1 � 3 � 3):

Tedy det(B) = 7 nad t�elesy Q, R, det(B) = 2 nad t�elesem Z5 a det(B) = 0 nad
t�elesem Z7. �

6.12. Rozhodn�ete, zda je nad t�elesy Q, Z5 a Z7 regul�arn�� matice:

A =

0
@1 2 1
2 1 0
1 4 4

1
A, B =

0
@2 2 3
1 3 2
1 1 3

1
A, A �B a A555.

D��ky Tvrzen�� 6.22 sta�c�� zjistit, zda jsou determinanty jednotliv�ych matic nenu-
lov�e. Spo�c��tejme nejprve determinanty matic A a B:

detA = det

0
@1 2 1
2 1 0
1 4 4

1
A = det

0
@ 1 2 1

2 1 0
�3 �4 0

1
A = det

�
2 1
�3 �4

�
= �5
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nad Q, detA = 0 nad Z5 a detA = 2 nad Z7, co�z znamen�a, �ze je A regul�arn�� nad
Q a Z7 a A je singul�arn�� nad Z5. Podobn�e

detB = det

0
@2 2 3
1 3 2
1 1 3

1
A = det

0
@2 0 3
1 2 2
1 0 3

1
A = 2 � det

�
2 3
1 3

�
= 6

nad Q, detB = 1 nad Z5 a detB = 6 nad Z7, tedy B jr regul�arn�� nad v�semi t�elesy
Q, Z5 a Z7. Pou�zijeme-li V�etu 6.26, kter�a �r��k�a, �ze det(A �B) = det(A) �det(B), pak
vid��me, �ze det(A �B) 6= 0 pr�av�e kdy�z detA 6= 0 a detB 6= 0. Tud���z matice A �B je
regul�arn�� nad Q a Z7 a nen�� regul�arn�� nad Z5. Kone�cn�e induk�cn��m roz�s���ren��m V�ety
6.26 dostaneme, �ze det(A555) = det(A)555, a proto je matice A555 regul�arn�� pr�av�e
nad t�elesy Q a Z7. �

6.13. Ur�cete nad t�elesy Q, R, Z5 a Z7 determinanty matic

C1 =

0
BBBB@
3 4 4 2 1
0 2 4 0 3
0 0 4 3 2
0 0 0 1 1
0 0 0 0 2

1
CCCCA a C2 =

0
BBBB@
0 0 0 1 1
0 2 4 0 3
0 0 4 3 2
3 4 4 2 1
0 0 0 0 2

1
CCCCA :

Determinant maticeC1 = (cij) m�u�zeme op�et spo�c��tat podle de�nice, uv�edom��me-
li si, �ze pro ka�zdou neidentickou permutaci � 2 S5 bude existovat aspo�n jedno j,
pro n�e�z j > �(j), a proto cj�(j) = 0 a c1�(1) � � � � � c5�(5) = 0. Tedy determi-
nant Gaussovy �ctvercov�e matice C1 je pr�av�e sou�cin hodnot na hlavn�� diagon�ale, tj.
det(C1) = 3 � 2 � 4 � 1 � 2 = 48 nad t�elesy Q a R, det(C1) = (48)mod 5 = 3 nad
t�elesem Z5 a det(C1) = (48)mod 7 = 6 nad t�elesem Z7.

Nyn�� si v�simn�eme, �ze matici C2 dostaneme z matice C1 v�ym�enou 1. a 4. �r�adku.
Proto podle Tvrzen�� 6.18 a 6.19 je det(C2) = �det(C1), tud���z det(C2) = �48 nad
t�elesyQ,R, det(C2) = (�48)mod 5 = 2 nad t�elesem Z5 a det(C2) = (�48)mod 7 =
1 nad t�elesem Z7. �

6.14. Spo�c��tejte nad t�elesyQ,R, Z5 a Z7 determinant maticeD =

0
BB@
1 0 2 1
1 1 0 3
0 2 1 2
1 2 3 4

1
CCA.

P�ripome�nme, �ze Tvrzen�� 6.18 a 6.19 n�am �r��kaj��, jak se zm�en�� determinant ma-
tice, provedeme-li n�ekterou z �r�adkov�ych �uprav. V p�redchoz�� �uloze jsme si nav��c
uv�edomili, �ze je velmi snadn�e ur�cit determinant Gaussovy matice jako sou�cin hodnot
na hlavn�� diagon�ale. Budeme-li tedy standardn��mi prost�redky pomoc�� element�arn��ch
�uprav �r�adk�u p�rev�ad�et matici D na jej�� Gaussovu matici, budeme v ka�zd�em kroku
zn�at, jak jsme p�uvodn�� determinant zm�enili. Tedy upravujme a po�c��tejme:

det(D) = det(

0
BB@
1 0 2 1
1 1 0 3
0 2 1 2
1 2 3 4

1
CCA) = det(

0
BB@
1 0 2 1
0 1 �2 2
0 2 1 2
0 2 1 3

1
CCA) =
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= det(

0
BB@
1 0 2 1
0 1 �2 2
0 0 5 �2
0 0 5 �1

1
CCA) = det(

0
BB@
1 0 2 1
0 1 �2 2
0 0 5 �2
0 0 0 1

1
CCA) = 1 � 1 � 5 � 1 = 5:

Tedy zjistili jsme, �ze det(D) = 5 nad t�elesy Q, R, det(D) = 0 nad t�elesem Z5 a
det(D) = 5 nad t�elesem Z7. �

6.15. Spo�c��tejte nad t�elesyQ,R, Z5 a Z7 determinant maticeG =

0
BB@
1 0 2 1
0 0 3 0
1 4 1 2
2 2 4 0

1
CCA.

Tentokr�at k v�ypo�ctu pou�zijeme Tvrzen�� 6.18 V�etu 6.32 a budeme determinant
rozv��jet podle 2. �r�adku:

det(G) = (�1)2+1 � 0 � det(
0
@0 2 1
4 1 2
2 4 0

1
A) + (�1)2+2 � 0 � det(

0
@1 2 1
1 1 2
2 4 0

1
A)+

+(�1)2+3 � 3 � det(
0
@1 0 1
1 4 2
2 2 0

1
A) + (�1)2+4 � 0 � det(

0
@1 0 2
1 4 1
2 2 4

1
A) =

= �3 � det(
0
@1 0 1
1 4 2
2 2 0

1
A) = �3 � (1 � 1 � 2� 1 � 4 � 2� 1 � 2 � 2) = 30:

Tedy jako obvykle det(G) = 18 nad Q a R, det(G) = 3 nad Z5 a det(G) = 4 nad
Z7. �

Poznamenejme, �ze jsme determinanty ani dal�s�� �cleny rozvoje, kter�e p�r��slu�s�� nu-
lov�emu prvku z �r�adku, podle n�ej�z determinant rozv��j��me, v�ubec nemuseli ps�at. Nav��c
si uv�edomme, �ze tato metoda je vhodn�a pr�av�e v p�r��pad�e, kdy n�ekter�y z �r�adk�u nebo
sloupc�u, vyu�zijeme-li pozorov�an�� obsahuje ,,hodn�e"nul.

6.16. Spo�c��tejte determinant matice H =

0
BBBB@
1 3 �3 1 1
3 2 7 5 �9
2 1 �1 2 0
1 2 2 1 �1
2 �1 3 2 7

1
CCCCA nad t�elesem

racion�aln��ch �c��sel.

V matici H sice �z�adn�y �r�adek ani sloupec neobsahuje v�et�s�� po�cet nul, ov�sem
prvn�� a �ctvrt�y sloupec se li�s�� jen na jedn�e pozici. V��me, �ze ode�cteme-li od jednoho
z t�echto sloupc�u druh�y, nezm�en�� se podle Tvrzen�� 6.19 hodnota determinantu. Po
t�eto �uprav�e u�z ov�sem m�u�zeme pou�z��t metodu rozvoje podle sloupce (tedy V�etu
6.32):

det(H) = det(

0
BBBB@
1 3 �3 1 1
3 2 7 5 �9
2 1 �1 2 0
1 2 2 1 �1
2 �1 3 2 7

1
CCCCA) = det(

0
BBBB@

0 3 �3 1 1
�2 2 7 5 �9
0 1 �1 2 0
0 2 2 1 �1
0 �1 3 2 7

1
CCCCA) =
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= (�1) � (�2) � det(

0
BB@

3 �3 1 1
1 �1 2 0
2 2 1 �1
�1 3 2 7

1
CCA):

Nyn�� ode�cteme od prvn��ho �r�adku upraven�e matice trojn�asobek druh�eho �r�adku. Na
prvn��m �r�adku z�ustanou dva nenulov�e prvky, podle nich�z determinant rozvedeme a
snadno dopo�c��t�ame:

det(H) = 2 � det(

0
BB@

3 �3 1 1
1 �1 2 0
2 2 1 �1
�1 3 2 7

1
CCA) = 2 � det(

0
BB@

0 0 �5 1
1 �1 2 0
2 2 1 �1
�1 3 2 7

1
CCA) =

= 2 � (�5) � det(
0
@ 1 �1 0

2 2 �1
�1 3 7

1
A)� 2 � 1 � det(

0
@ 1 �1 2

2 2 1
�1 3 2

1
A) =

= �10 � (14� 1 + 3 + 14)� 2 � (4 + 1 + 12 + 4 + 4� 3) = �344:
�

6.17. Rozhodn�ete pro kter�a re�aln�a a jsou re�aln�e matice P(a) =

0
@1 1 0
a 1 a
1 a 0

1
A,

Q(a) =

0
@ a �1 �1
a� 1 1 1
a+ 1 1 0

1
A, P(a) �Q(a) a P(a)257 �Q(a)374 regul�arn��.

Nejprve spo�c��t�ame determinanty det(P(a)) = det

0
@1 1 0
a 1 a
1 a 0

1
A = a� a2; a

det(Q(a)) = det

0
@ a �1 �1
a� 1 1 1
a+ 1 1 0

1
A = det

0
@2a� 1 0 0
a� 1 1 1
a+ 1 1 0

1
A = 1� 2a:

V�eta 6.22 z p�redn�a�sky �r��k�a, �ze je matice regul�arn��, pr�av�e kdy�z je jej�� determinant
nenulov�y. Determinanty matic P(a) aQ(a) u�z jsme spo�c��tali, zb�yv�a n�am s vyu�zit��m
V�ety 6.26 spo�c��tat det(P(a) � Q(a)) = det(P(a)) � det(Q(a)) = a(1 � a)(1 � 2a).
Vid��me, �ze je matice P(a) regul�arn��, pr�av�e kdy�z a 2 R n f0; 1g, matice Q(a) je
regul�arn��, pr�av�e kdy�z a 2 R n f 12g a sou�cin P(a) � Q(a) je regul�arn��, pr�av�e kdy�z

a 2 R n f0; 12 ; 1g.
Kone�cn�e induk�cn�� aplikac�� V�ety 6.26 dost�av�ame, �ze

det(P(a)257 �Q(a)374) = det(P(a))257 � det(Q(a))374 = a257(1� a)257(1� 2a)374:

Proto�ze polynom a257(1 � a)257(1 � 2a)374 v prom�enn�e a nem�a jin�e ko�reny ne�z
0, 1

2 , 1, vid��me, �ze je matice P(a)257 � Q(a)374 regul�arn�� op�et pr�av�e tehdy, kdy�z

a 2 R n f0; 12 ; 1g. �
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6.18. Rozhodn�ete pro kter�a x 2 Z5 je matice

0
@ 2x x+ 3 2x+ 1
x+ 4 3x+ 2 3
x+ 1 x 4x

1
A nad

t�elesem Z5 singul�arn��.

Op�et spo�c��t�ame determinant matice A(x) =

0
@ 2x x+ 3 2x+ 1
x+ 4 3x+ 2 3
x+ 1 x 4x

1
A, nejprve

p�ri�cteme t�ret�� sloupec k druh�emu a pak rozvedeme podle t�ret��ho �r�adku:

det

0
@ 2x x+ 3 2x+ 1
x+ 4 3x+ 2 3
x+ 1 x 4x

1
A = det

0
@ 2x 3x+ 4 2x+ 1
x+ 4 3x 3
x+ 1 0 4x

1
A =

= (x+ 1) � (4x2 + x+ 2) + 4x � (3x2 + 4x+ 4) = x3 + x2 + 4x+ 2:

Stejn�e jako v p�redchoz�� �uloze pot�rebujeme naj��t x 2 Z5, pro n�e�z je hodnota
det(A(x)) = x3 + x2 + 4x + 2 = 0, co�z snadno zjist��me dosazov�an��m jednotliv�ych
prvk�u t�elesa Z5:

det(A(0)) = 2; det(A(1)) = 13+12+4�1+2 = 3; det(A(2)) = 23+22+4�2+2 = 2;

det(A(3)) = 33 + 32 + 4 � 3 + 2 = 0; det(A(4)) = 43 + 42 + 4 � 4 + 2 = 3:

Zjistili jsme, �ze je matice A(x) singul�arn��, pr�av�e kdy�z je x = 3. �

6.19. Vy�re�ste nad re�aln�ymi �c��sly soustavu rovnic AxT = (1; 0; 0)T s re�aln�ym pa-

rametrem a, kde A =

0
@2a+ 1 a 2a

a 1 a+ 1
2a 0 2a

1
A.

Pro po�c��t�an�� pou�zijeme Cramerovo pravidlo, tedy V�ety 6.28 z p�redn�a�sky. Nejd�r��ve
ur�c��me detA = 2a � (a + 1). To znamen�a, �ze Cramerovo pravidlo m�u�zeme vyu�z��t
pro parametr a 2 Rnf0;�1g, t.j. je-li matice A regul�arn��. D�ale ur�c��me determinant
matic Ai, kter�e vzniknou z matice A nahrazen��m i-t�eho sloupce sloupcem prav�ych
stran vektorem, tedy (1; 0; 0)T :

detA1 = det

0
@1 a 2a
0 1 a+ 1
0 0 2a

1
A = 2a, detA2 = det

0
@2a+ 1 1 2a

a 0 a+ 1
2a 0 2a

1
A = 2a a

detA3 = det

0
@2a+ 1 a 1

a 1 0
2a 0 0

1
A = �2a.

Nyn�� pomoc�� V�ety 6.28 spo�c��t�ame hodnotu i-t�e nezn�am�e jako xi = (detA)�1 �
detAi. Tedy x1 = x2 = 2a

2a(a+1) = 1
a+1 a x3 = �2a

2a(a+1) = � 1
a+1 . Kone�cn�e stan-

dardn��m postupem zjist��me, �ze soustava pro a = �1 nem�a �re�sen�� a pro a = 0 le�z��
v�sechna �re�sen�� v mno�zin�e (1; 0; 0)T+i((0; 1;�1)h. �

8.1.
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6.20. Najd�ete nad t�elesem Z7 adjungovanou matici k matic��m A =

�
1 2
3 6

�
, B =

�
1 1
1 2

�
, C =

0
BB@
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

1
CCA a D =

0
@1 2 4
3 2 6
1 0 5

1
A.

Postupujme nejprve podle de�nice, na i-t�em �r�adku a v j-t�em sloupci adjungovan�e
matice se nach�az�� subdeterminant p�uvodn�� matice, v n���z vy�skrtneme j-t�y �r�adek a
i-t�y sloupec, vyn�asoben�y hodnotou (�1)i+j :

adj(A) =

�
6 5
4 1

�
; adj(B) =

�
2 6
6 1

�
; adj(C) =

0
BB@
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1
CCA :

U posledn�� matice, pro ni�z u�z jsme (v �uloze 1.13.) zjistili, �ze je regul�arn��, a zn�ame jej��

inverz B�1 =

0
@2 5 5
1 3 4
1 6 2

1
A. Nyn�� sta�c�� abychom spo�c��tali determinant det(D) = 5

a vyu�zili V�ety 6.38, kter�e �r��k�a, �ze adj(D) = det(D) � D�1, tedy adj(D) = 5 �0
@2 5 5
1 3 4
1 6 2

1
A =

0
@3 4 4
5 1 6
5 2 3

1
A. �

6.21. Spo�c��tejte adjungovanou matici ke �ctvercov�e matici stupn�e 100, kter�a m�a
hodnost 98.

Uv�a�z��me-li, �ze matice, kterou dostaneme z p�uvodn�� vy�skrtnut��m i-t�eho �r�adku
a j-t�eho sloupce m�a hodnost nejv�y�se 98, je takov�a matice singul�arn�� a m�a tedy
determinant rovn�y nule. To znamen�a, �ze hledan�a adjungovan�a matice je nulov�a. �

7. Line�arn�� zobrazen��

7.1. Necht' f : Z3
5 ! Z2

5 je zobrazen�� dan�e p�redpisem f(v) =

�
4 1 2
1 2 3

�
� v.

Rozhodn�ete, zda jde o line�arn�� zobrazen��.

Podle Tvrzen�� 4.20 z p�redn�a�sky zobrazen�� dan�e n�asoben��m sloupcov�eho vektoru
(tedy matice typu (n; 1)) matic�� spl�nuje axiomy line�arn��ho zobrazen��, tedy

A(u+ v) = Au+Av a A(r � u) = r �A(u)

pro ka�zd�e u;v 2 Z3
5 a r 2 Z5. �

7.2. Pro line�arn�� zobrazen�� f z p�redchoz��ho p�r��kladu popi�ste podprostory Kerf a
Imf .

P�ripome�nme, �ze Kerf = fvj f(v) = 0g = fvj Av = 0g. Tedy Kerf je pr�av�e
mno�zina v�sech �re�sen�� homogenn�� soustavy s matic��A. Snadno spo�c��t�ame, �ze Kerf =
h(2; 0; 1)T i.
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Vezmeme-li libovolnou generuj��c�� mno�zinu G vektorov�eho prostoru Z3
5 (nap�r��klad

kanonickou b�azi), potom f(G) tvo�r�� generuj��c�� mno�zinu podprostoru Imf = f(Z3
5).

Vid��me, �ze f((1; 0; 0)T ) = (4; 1)T , f((0; 1; 0)T ) = (1; 2)T a f((0; 0; 1)T ) = (2; 3)T (tj.
obrazy vektor�u kanonick�e b�aze tvo�r�� pr�av�e sloupce matice A). Zb�yv�a si v�simnout,
�ze h(4; 1)T ; (1; 2)T ; (2; 3)T i = Z2

5. �

Ozna�cujme Kn kanonickou b�azi libovoln�eho aritmetick�eho vektorov�eho prostoru
Tn nad t�elesem T a jej�� i-t�y vektor ei.

7.3. Najd�ete matici line�arn��ho zobrazen�� f z p�redchoz�� �ulohy vzhledem ke kano-
nick�ym b�az��m.

Podle de�nice nejprve pot�rebujeme zjistit sou�radnice vektor�u f(ei) vzhledem ke
kanonick�e b�azi prostoru Z2

5:

[f(e1)]K2
= [

�
4
1

�
]K2

=

�
4
1

�
;

[f(e2)]K2
= [

�
1
2

�
]K2

=

�
1
2

�
;

[f(e3)]K2
= [

�
2
3

�
]K2

=

�
2
3

�
:

Nyn�� zb�yv�a sou�radnicov�e vektory uspo�r�adat do sloupc�u matice line�arn��ho zob-

razen�� vzhledem ke kanonick�ym b�az��m [f ]K3

K2
=

�
4 1 2
1 2 3

�
. �

7.4. Necht' g : R2 ! R3 je zobrazen�� ur�cen�e p�redpisem

g((x1; x2)) = (x1 + 2x2; 4x1 � x2; 2x2):

Doka�zte, �ze se jedn�a o line�arn�� zobrazen��.

Snadno zjist��me, �ze lze p�redpis de�nuj��c�� zobrazen�� g vyj�ad�rit jako sou�cin matice

a aritmetick�eho vektoru: g(

�
x1
x2

�
) =

0
@1 2
4 �1
0 2

1
A�x1

x2

�
. Proto jde podle Tvrzen�� 4.20

o line�arn�� zobrazen��. �

7.5. Najd�ete matici vzhledem ke kanonick�ym b�az��m line�arn��ho zobrazen�� g z p�redchoz��ho
p�r��kladu.

Postupujeme stejn�e jako v P�r��kladu 7.3. Sta�c�� tedy dosadit vektory kanonick�e

b�aze do g a se�rad��me je do sloupc�u matice [g]K2

K3
=

0
@1 2
4 �1
0 2

1
A. �

7.6. M�ejmeA = ((1; 4)T ; (3; 1)T ) b�azi prostoru Z2
7 aB = ((1; 1; 2)T ; (1; 0; 3)T ; (6; 0; 5)T )

b�azi prostoru Z3
7. Najd�ete matici line�arn��ho zobrazen�� h : Z2

7 ! Z3
7 vzhledem k

b�az��m A a B, zn�ame-li matici h vzhledem ke kanonick�ym b�az��m [h]K2

K3
=

0
@1 3
4 0
2 6

1
A.
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Dvoj�� aplikac�� Tvrzen�� 7.15(3) m�u�zeme vyj�ad�rit hledanou matici [h]AB jakou
sou�cin matic:

[h]AB = [Id]K3

B � [h]AK3
= [Id]K3

B � [h]K2

K3
� [Id]AK2

:

Snadno ur�c��me p�r��mo podle de�nice matice p�rechodu od kanonick�e b�aze k b�azi A
resp. B, tj. do sloupe�ck�u sep���seme b�azi A resp. B:

[Id]AK2
=

�
1 3
4 1

�
; [Id]BK3

=

0
@1 1 6
1 0 0
2 3 5

1
A :

Kone�cn�e zb�yv�a uv�a�zit, �ze [Id]BK3
� [Id]K3

B = [Id]K3K3
= I3, tedy [Id]K3

B = ([Id]BK3
)�1.

Dokon�cen�� �ulohy je u�z jen rutinn��m po�c��t�an��m s maticemi:

[h]AB =

0
@1 1 6
1 0 0
2 3 5

1
A
�1

�
0
@1 3
4 0
2 6

1
A �

�
1 3
4 1

�
=

0
@1 1 6
1 0 0
2 3 5

1
A
�1

�
0
@6 6
4 5
5 5

1
A �

Hledan�y sou�cin matic dopo�c��t�ame obvykl�ym zp�usobem:0
@1 1 6

??6 6
1 0 0

??4 5
2 3 5

??5 5

1
A �

0
@1 0 0

??4 5
0 1 6

??2 1
0 3 5

??4 2

1
A �

�
0
@1 0 0

??4 5
0 1 6

??2 1
0 0 1

??5 6

1
A �

0
@1 0 0

??4 5
0 1 0

??0 0
0 0 1

??5 6

1
A :

Zjistili jsme, �ze [h]AB =

0
@4 5
0 0
5 6

1
A. �

7.7. Bud' A = ((1; 1; 1)T ; (1; 0; 1)T (1; 1; 0)T ) b�aze vektorov�eho prostoru Z3
3 a B =

((1; 2)T ; (1; 1T )) b�aze vektorov�eho prostoru Z2
3. Najd�ete matic�� line�arn��ho zobrazen��

 : Z3
3 ! Z2

3 vzhledem ke kanonick�ym b�az��m, m�a-li matici [ ]AB =

�
1 1 0
2 1 1

�
vzhledem k baz��m A a B.

Postupujeme standardn�� cestou s vyu�zit��m Tvrzen�� 7.15(3):

[ ]K3

K2
= [Id]BK2

� [ ]AB � [Id]K3

A =

�
1 1
2 1

�
�
�
1 1 0
2 1 1

�
�
0
@1 1 1
1 0 1
1 1 0

1
A
�1

:

a n�ekter�ym ze zn�am�ych zp�usob�u dopo�c��t�ame [ ]K3

K2
=

�
0 1 2
0 1 0

�
. �

7.8. Najd�ete matici line�arn��ho zobrazen�� ' vektorov�eho prostoru R2 vzhledem ke
kanonick�ym b�az��m, v��te-li, �ze '((1; 2)T ) = (3; 0)T a '((2; 1)T ) = (3; 3)T .

Proto�ze B = ((1; 2)T ; (2; 1)T ) tvo�r�� b�azi R2, zaru�cuje n�am Tvrzen�� 7.4, �ze dan�a
podm��nka ur�cuje line�arn�� zobrazen�� f jednozna�cn�e, a bezprost�redn�e z de�nice do-

staneme matici [']BK2
=

�
3 3
0 3

�
. D�ale postupujeme obvykl�ym zp�usobem:

[']K2

K2
= [']BK2

� [Id]K2

B = [']BK2
� ([Id]BK2

)�1 =
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=

�
3 3
0 3

�
�
�
1 2
2 1

��1
=

�
3 3
0 3

�
�
�� 1

3
2
3

2
3 � 1

3

�
=

�
1 1
2 �1

�
:

�

7.9. Najd�ete ve vektorov�em prostoru Z2
3 nad t�elesem Z3 matici p�rechodu od b�aze

N = ((1; 1)T ; (0; 1)T ) k b�azi M = ((2; 1)T ; (1; 1)T ).

P�ripome�nme, �ze matice p�rechodu od b�aze N k b�aziM je pr�av�e matic�� [Id]NM iden-
tick�eho line�arn��ho zobrazen�� vzhledem k b�az��m N a M . Nyn�� dost�av�ame: [Id]NN =

[Id]K2

M � [Id]NK2
= ([Id]NK2

)�1 � [Id]NK2
=

=

�
2 1
1 1

��1
�
�
1 0
1 1

�
=

�
0 2
1 2

�
:

�

7.10. Je-li

0
@2 3 1 4
1 1 2 5
1 2 6 6

1
A matice line�arn��ho zobrazen�� f : Z4

7 ! Z3
7 vzhledem k

baz��mM = ((1; 1; 0; 0)T ; (0; 1; 1; 0)T ; (0; 0; 1; 1)T ; (1; 0; 0; 0)T ) aN = ((3; 1; 4)T ; (3; 3; 0)T ; (2; 1; 6)T ).
Ur�cete dimenze j�adra Kerf a obrazu Imf .

Nejprve standardn�� cestou ur�c��me hodnost matice [f ]MN =

0
@2 3 1 4
1 1 2 5
1 2 6 6

1
A a

zjist��me, �ze h([f ]MN ) = 2. Nyn�� vyu�zijeme Tvrzen�� 7.22, kter�e �r��k�a, �ze dim(Imf) =
h([f ]MN ) = 2 a �ze dim(Imf) + dim(Kerf) = dim(Z4

7) = 4. Proto dim(Kerf) =
4� dim(Imf) = 2. �

8. Skal�arn�� sou�cin

8.1. Necht' M =

0
@ 0 0 1

2p
5

1p
5

0
1p
5

� 2p
5

0

1
A, b1 =

0
B@

1p
3
1p
3
1p
3

1
CA ;b2 =

0
@

1p
2

� 1p
2

0

1
A ;b3 =

0
B@

1p
6
1p
6

� 2p
6

1
CA

jsou re�aln�e matice a uva�zujme standardn�� skal�arn�� sou�cin na re�aln�em aritmetick�em
vektorov�em prostoru R3.

(a) Ov�e�rte, �ze B = (b1;b2;b3) je ortonorm�aln�� b�aze R3,
(b) spo�c��tejte sou�radnice vektor�u (0; 0; 1)T , (2; 1; 0)T a (1; 2; 3)T vzhledem k

ortonorm�aln�� b�azi B,
(c) ov�e�rte, �ze M a MT jsou ortonorm�aln�� matice,
(d) doka�zte, �ze (Mb1;Mb2;Mb3) je op�et ortonorm�aln�� b�aze.

(a) Podle de�nice spo�c��t�ame

1p
3
(1; 1; 1) �

0
B@

1p
3
1p
3
1p
3

1
CA = 3 � ( 1p

3
)2 = 1;

1p
3
(1; 1; 1) �

0
@

1p
2

� 1p
2

0

1
A =

1p
6
� 1p

6
= 0;
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1p
3
(1; 1; 1) �

0
B@

1p
6
1p
6

� 2p
6

1
CA = 2 � 1p

18
� 1p

18
= 0;

1p
2
(1;�1; 0) �

0
@

1p
2

� 1p
2

0

1
A = 2 �( 1p

2
)2 = 1;

1p
2
(1;�1; 0) �

0
B@

1p
6
1p
6

� 2p
6

1
CA = 0;

1p
6
(1; 1;�2) �

0
B@

1p
6
1p
6

� 2p
6

1
CA = 2 � ( 1p

6
)2 + (

2p
6
)2 = 1;

tedy zjistili jsme, �ze B je ortonorm�aln��, a proto line�arn�e nez�avisl�a posloupnost.
Proto�ze jde o t�r��prvkovou line�arn�e nez�avislou posloupnost ve vektorov�em prostoru
dimenze 3, mus�� j��t o b�azi. Se�rad��me-li vektory b1;b2;b3 do matice N, mohli jsme
ot�azku zformulovat maticov�e, konkr�etn�e jsme m�eli zjistit (a zjistili), zdaNT �N = I3.

(b) P�ripome�nme, �ze pro ka�zdou ortonorm�aln�� b�aziB = (b1;b2;b3) tvo�r�� sou�radnice
vektor v 2 R3 vzhledem k b�aziB jednozna�cn�e ur�cen�y aritmetick�y vektor (x1; x2; x3)

T 2
R3, pro kter�y plat�� v =

P3
i=1 xibi. Vyu�zijeme-li ortonormality b�azi, vid��me, �ze

bTj � v = bTj �
3X
i=1

xibi =

3X
i=1

xib
T
j � bi = xj ;

tedy sou�radnicev jsou pr�av�e Fourierovy koe�cienty. Konkr�etn�e dost�av�ame, �ze
- NT � (0; 0; 1)T = (1 � 1p

3
; 1 �0; 1 � �2p

6
)T = 1p

6
(
p
2; 0;�2)T jsou sou�radnice vektoru

(0; 0; 1)T vzhledem k B,

- NT � (2; 1; 0)T = ( 2+1p
3
; 2�1p

2
; 2+1p

6
)T = (

p
3; 1p

2
;
q

3
2 )
T jsou sou�radnice vektoru

(2; 1; 0)T vzhledem k B a

- NT � (1; 2; 3)T = ( 1+2+3p
3
; 1�2p

2
; 1+2�3�2p

6
)T = (2

p
3;� 1p

2
;�
q

3
2 )
T jsou sou�radnice

vektoru (1; 2; 3)T vzhledem k B.
(c)M�ame zjistit, zdaMT �M = I3, co�z snad ov�e�r��me p�r��m�ym v�ypo�ctem. Proto�ze

je matice M ortogon�aln��, v��me z p�redn�a�sky, �ze je ortogon�aln�� i matice MT .
(d) Proto�ze maticeM �N obsahuje ve sv�ych sloupc��ch pr�av�e vektoryMb1,Mb2,

Mb3, pt�ame se, zda je tato matice ortogon�aln��. Ob�e matice jsou ov�sem ortogon�aln��,
tedy M �N je ortogon�aln�� podle tvrzen�� z p�redn�a�sky. �

8.2. Uva�zujme standardn�� skal�arn�� sou�cin � na re�aln�em vektorov�em prostoru R3 a
necht' V = h((1; 1; 0)T ; (1; 3; 2)T i.

(a) Najd�ete n�ejakou ortonorm�aln�� b�azi prostoru V ,
(b) najd�ete ortogon�aln�� b�azi V obsahuj��c�� vektor (2; 4; 2)T ,
(c) ur�cete ortonorm�aln�� b�azi (c1; c2; c3) prostoru R

3, pro ni�z V = h(c1; c2i.
(a) Budeme upravovat nap�r��klad b�azi ((1; 1; 0)T ; (1; 3; 2)T ) Gramovu-Schmidtovu

ortogonalizac��. Polo�z��me nejprve v1 =
1

k(1;1;0)T k (1; 1; 0)
T = 1p

2
(1; 1; 0)T . D�ale hled�ame

vektor u2 ve tvaru u2 = (1; 3; 2)T + c � v1. Z podm��nky vT1 �v2 = 0 dost�av�ame, �ze
c = �vT1 �(1; 3; 2)T = � 4p

2
, proto u2 = (�1; 1; 2)T . Nyn�� vektor u2 normalizujeme

a dostaneme v1 =
1

k(�1;1;2)T k (�1; 1; 2)T = 1p
6
(�1; 1; 2)T .

Hledanou ortonorm�aln�� b�az�� V je tedy posloupnost ( 1p
2
(1; 1; 0)T ; 1p

6
(�1; 1; 2)T ).

(b) Postupujeme obdobn�e jako v (a) jen zvol��me b�azi V za�c��naj��c�� vektorem
(2; 4; 2)T , nap�r��klad b�azi ((2; 4; 2)T ; (1; 1; 0)T ). Poznamenejme, �ze kdybychom na�sli
postupem (a) ortonorm�aln�� b�azi, jednalo by se ur�cit�e i o b�azi ortogon�aln��. My
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nyn�� pou�zijeme �uvahu obdobnou jako v (a), tentokr�at ov�sem nebudeme (proto�ze
nemus��me) normalizovat:

Polo�z��me nejprve v1 = (2; 4; 2)T a hled�ame vektor v2 ve tvaru v2 = (1; 1; 0)T +c�
v1. Z podm��nky v1 �v2 = 0 tentokr�at dost�av�ame, �ze c = �vT

1
�(1;1;0)T
vT
1
�v1 = � 6

24 = � 1
4 ,

proto v2 = (1; 1; 0)T � 1
4 � (2; 4; 2)T = 1

2 (1; 0;�1)T .
Hledanou ortogon�aln�� b�az�� V je tedy posloupnost ((2; 4; 2)T ; 12 (1; 0;�1)T ) nebo

posloupnost ((2; 4; 2)T ; (1; 0;�1)T ).
(c) V (a) jsme nalezli ortonorm�aln�� b�azi ( 1p

2
(1; 1; 0)T ; 1p

6
(�1; 1; 2)T ). P�ripome�nme,

�ze ka�zd�y vektor kolm�a na b�azi podprostoru V je kolm�y na jeho v�sechny vek-
tory. Sta�c�� n�am tedy naj��t vektor u, pro (1; 1; 0)u = 0 a (1; 3; 2)u = 0, tedy

hled�ame �re�sen�� homogenn�� soustavy rovnic s matic��

�
1 1 0
1 3 2

�
. Snadno spo�c��t�ame,

�ze takov�ym �re�sen��m je nap�r��klad vektor (�1; 1;�1)T . Sta�c�� tedy tento vektor nor-
malizovat, abychom na�sli posledn�� vektor hledan�e ortonorm�aln�� b�aze. Tedy je-li
c1 = 1p

2
(1; 1; 0)T , c2 = 1p

6
(�1; 1; 2)T c3 = 1p

3
(�1; 1;�1)T , dost�av�ame orto-

norm�aln�� b�azi (c1; c2; c3) po�zadovan�ych vlastnost��. �

8.3. Bud'M = ((1; 1; 0)T ; (0; 1; 1)T ; (1; 1; 1)T ) b�aze re�aln�eho vektorov�eho prostoru
R3 se standardn��m skal�arn��m sou�cinem. Najd�ete ortonorm�aln�� takovou b�azi B =
(v1;v2;v3) prostoru R

3, aby h(1; 1; 0)T i = hv1i a h(1; 1; 0)T ; (0; 1; 1)T i = hv1;v2i.

Postupujme op�et Gramovu-Schmidtovu ortogonalizac��.

1. v1 =
(1;1;0)T

k(1;1;0)T k = 1p
2
(1; 1; 0)T .

2. v02 = (0; 1; 1)T � 1p
2
(1; 1; 0)(0; 1; 1)T � 1p

2
(1; 1; 0)T = 1

2 (�1; 1; 2)T . Proto
kv02 k =

p
6
2 v2 =

1p
6
(�1; 1; 2)T .

3. P�redn�e 1p
2
(1; 1; 0)(1; 1; 1)T =

p
2 a 1p

6
(�1; 1; 2)(1; 1; 1)T = 2p

6
, proto v03 =

(1; 1; 1)T�p2� 1p
2
(1; 1; 0)T� 2p

6
1p
6
(�1; 1; 2)T = 1

3 (1;�1; 1)T . Tedy kv03 k =
1p
3
a v3 =

1p
3
(1;�1; 1)T .

Na�sli jsme ortonorm�aln�� b�azi ( 1p
2
(1; 1; 0)T ; 1p

6
(�1; 1; 2)T ; 13 (1;�1; 1)T ).

Chceme-li vytvo�rit ortonorm�aln�� b�azi z b�aze ((1; 1; 0)T ; (0; 1; 1)T ; (1; 1; 1)T ) mo-
di�kovan�ym Gramov�ym-Schmidtov�ym algoritmem, dost�av�ame:

1. v1 =
1p
2
(1; 1; 0)T , v02 = (0; 1; 1)T a v03 = (1; 1; 1)T .

2. v02 =
1
2 (�1; 1; 2)T , v03 = (1; 1; 1)T �p

2 � 1p
2
(1; 1; 0)T = (0; 0; 1)T a normu-

jeme v2 =
1p
6
(�1; 1; 2)T .

3. v03 = (0; 0; 1)T � 2p
6

1p
6
(�1; 1; 2)T = 1

3 (1;�1; 1)T a v3 =
1p
3
(1;�1; 1)T .

V�ysledek modi�kovan�eho algoritmu je stejn�y jako v p�r��pad�e klasick�eho algoritmu,
zm�enili jsme jen uspo�r�ad�an�� �uprav. �

P�ripome�nme, �ze QR-rozkladem maticeA nad re�aln�ym nebo komplexn��m t�elesem
rozum��me rozklad A = QR, kde QT �Q je jednotkov�a matice a R je regul�arn�� horn��
troj�uheln��kov�a matice s kladn�ymi re�aln�ymi hodnotami na diagon�ale.
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8.4. Najd�ete QR rozklady matic (a)

0
@1 0
1 1
0 1

1
A, (b)

0
@1 0 1
1 1 1
0 1 1

1
A, (c)

0
BB@
1 1 0
1 0 1
1 1 0
1 0 2

1
CCA.

Uva�zujme obecnou maticiA = (a1j : : : jam) s line�arn�e nez�avisl�ymi sloupci. P�ripome�nme,
�ze je-li q1; : : : ;qm je posloupnost ortonorm�aln��ch vektor�u, kterou z posloupnosti
a1; : : : ;am vytvo�r��me Gramovou-Schmidtovou ortogonalizac�� a polo�z��me-li Q =
(q1j : : : jqm) a R = (rij), kde rij = qTi � aj , potom je A = QR pr�av�e QR rozklad
matice A. Nav��c poznamenejme, �ze rii = qTi � ai = kq0ik, tedy matice Q sest�av�a z
v�ysledn�ych ortonorm�aln��ch vektor�u a maticeR obsahuje pr�av�e v�sechny �udaje, kter�e
p�ri Gramov�e-Schmidtov�e ortogonalizaci spo�c��t�ame (tedy nad diagon�alou v�sechny
pot�rebn�e skal�arn�� sou�ciny a na diagon�ale v�sechny pot�rebn�e normy).

(a) Proto�ze jsou sloupce prvn�� matice pr�av�e prvn�� dva vektory z �ulohy 8.3,
vyu�zijeme prvn��ch dvou krok�u Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace z 8.3 a sep���seme
�udaje do matic

Q =

0
B@

1p
2

� 1p
6

1p
2

1p
6

0 2p
6

1
CA a R =

�k(1; 1; 0)T k 1p
2
(1; 1; 0)(0; 1; 1)T

0 k 12 (�1; 1; 2)T k
�
=

 p
2 1p

2

0
p
6
2

!
:

(b) Tentokr�at sep���seme do matic �udaje cel�e Gramovy-Schmidtovy ortogonali-
zace z 8.3, prvn�� dva sloupce matic Q a R u�z zn�ame (u prvn��ch dvou sloupc�u

R p�rid�ame nulov�y posledn�� �r�adek). Tedy dost�av�ame Q =

0
B@

1p
2

� 1p
6

1p
3

1p
2

1p
6

� 1p
3

0 2p
6

1p
3

1
CA a

R =

0
B@
p
2 1p

2
1p
2
(1; 1; 0)(1; 1; 1)T

0
p
6
2

1p
6
(�1; 1; 2)(1; 1; 1)T

0 0 k 1p
3
(1;�1; 1)T k

1
CA =

0
B@
p
2 1p

2

p
2

0
p
6
2

2p
6

0 0 1p
3

1
CA.

(c) Nyn�� budeme Gramovou-Schmidtovou ortogonalizac�� upravovat line�arn�e nez�avislou
posloupnost vektor�u (1; 1; 1; 1)T , (1; 0; 1; 0)T , (0; 1; 0; 2)T meziv�ysledky sepsat do
matic Q a R. V�simn�eme si, �ze rii = hqi aii = kq0ik.

1. q1 =
(1;1;1;1)T

k(1;1;1;1)T k = ( 12 ;
1
2 ;

1
2 ;

1
2 )
T a r11 = k(1; 1; 1; 1)T k = 2.

2. q02 = (1; 0; 1; 0)T�h 12 (1; 1; 1; 1)T ; (1; 0; 1; 0)T i� 12 (1; 1; 1; 1)T = 1
2 (1;�1; 1;�1)T .

Proto r12 = h 12 (1; 1; 1; 1); (1; 0; 1; 0)T ) = 1, r22 = k 12 (1;�1; 1;�1)T k = 1 a

q2 = ( 12 ;� 1
2 ;

1
2 ;� 1

2 )
T .

3. Kone�cn�e r13 = hq1; (0; 1; 0; 2)T i = 3
2 , r23 = hq2; (0; 1; 0; 2)T i = � 3

2 , proto

q03 = (0; 1; 0; 2)T � 3
2 � ( 12 ; 12 ; 12 ; 12 )T + 3

2 � ( 12 ;� 1
2 ;

1
2 ;� 1

2 )
T = (0;� 1

2 ; 0;
1
2 )
T .

Tedy r33 = k(0;� 1
2 ; 0;

1
2 )
T k = 1p

2
a q3 = (0;� 1p

2
; 0; 1p

2
)T .

Dost�av�ame QR rozklad

0
BB@
1 1 0
1 0 1
1 1 0
1 0 2

1
CCA =

0
BB@

1
2

1
2 0

1
2 � 1

2 � 1p
2

1
2

1
2 0

1
2 � 1

2
1p
2

1
CCA
0
@2 1 3

2
0 1 � 3

2
0 0 1p

2

1
A : �

8.5. Najd�ete n�ejakou ortonorm�aln�� b�azi podprostoru V = h((1; 1;�2; 1)T , (2; 0; 1; 0)T ,
(0; 1; 0; 1)T i re�aln�eho aritmetick�eho vektorov�em prostoruR4 se standardn��m skal�arn��m
sou�cinem.
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Nejprve zvol��me vhodnou b�azi prostoru V , kterou budeme ortogonalizovat po-
moc�� Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace. Vektor (2; 0; 1; 0)T je z�rejm�e kolm�y na
zb�yvaj��c�� vektory, zvolme tedy b�azi V , tak aby byl vektor (2; 0; 1; 0)T na jej��m
prvn��m m��st�e. Tedy vyjdeme nap�r��klad z b�aze ((2; 0; 1; 0)T ; (0; 1; 0; 1)T ; (1; 1;�2; 1)T ).
Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci tentokr�at m��rn�e modi�kujeme: najdeme nej-
prve ortogon�aln�� b�azi a tu budeme normalizovat a�z na z�av�er.

U�z jsme v�simli, �ze ((2; 0; 1; 0)T � (0; 1; 0; 1)T = 0, tedy m�ame prvn�� dva (zat��m
jen ortogon�aln��, nikoli ortonorm�aln��) vektory hledan�e b�aze: v01 = (2; 0; 1; 0)T , v02 =
(0; 1; 0; 1)T . Nyn�� budeme hledat t�ret�� bazick�y vektor ve tvaru v03 = (1; 1;�2; 1)T �
c1 v

0
1�c2 v02. P�ritom m�a spl�novat podm��nky, �ze v0i �v03 = 0 pro i = 1; 2, z �ceho�z

vyu�zit��m linearity skal�arn��ho sou�cinu v druh�e slo�zce dost�av�ame, �ze

c1 =
(1; 1;�2; 1) � (2; 0; 1; 0)T
(2; 0; 1; 0) � (2; 0; 1; 0)T = 0; c2 =

(1; 1;�2; 1) � (0; 1; 0; 1)T
(0; 1; 0; 1) � (0; 1; 0; 1)T = �1:

V�simn�eme si, �ze koe�cient je roven 0 d��ky volb�e vektoru v01 kolm�eho na v�sechny
n�asleduj��c�� vektory, proto n�am sta�cilo hledat ortogon�aln�� b�azi podprostoru h(1; 1;�2; 1)T ;
(0; 1; 0; 1)T i, kter�a mus�� b�yt kolm�a na vektor (2; 0; 1; 0)T . Tedy v03 = (1; 1;�2; 1)T �
(0; 1; 0; 1)T = (1; 0;�2; 0)T je posledn��m hledan�ym kolm�ym vektorem. Posloupnost
vektor�u ((2; 0; 1; 0)T ; (0; 1; 0; 1)T ; (1; 0;�2; 0)T ) tvo�r�� z�rejm�e ortogon�aln�� b�azi pro-

storu V . Zb�yv�a n�am jednotliv�e vektory normalizovat: v1 =
v0

1

kv0

1
k = 1p

5
(2; 0; 1; 0)T ,

v2 =
v0

2

kv0

2
k = 1p

2
(0; 1; 0; 1)T , v3 =

v0

3

kv0

3
k = 1p

5
(1; 0;�2; 0)T , Ortonorm�aln�� b�az�� je

tedy nap�r��klad posloupnost vektor�u ( 1p
5
(2; 0; 1; 0)T ; 1p

2
(0; 1; 0; 1)T ; 1p

5
(1; 0;�2; 0)T .

�

11./12.1.

8.6. Uva�zujme standardn�� skal�arn�� sou�cin na re�aln�em vektorov�em prostoru R5.
Najd�ete b�azi ortogon�aln��ho dopl�nku podprostoru U = h(1; 2; 1; 1; 1)T ; (0;�1; 1; 1; 2)T i.

P�ripome�nme, �ze

U? = fv 2 R5juT �v = 08u 2 Ug = fv 2 R5juT �v = 08u 2 Bg;
kde B je n�ejak�a b�aze U . Snadno uv�a�z��me, �ze pot�rebujeme naj��t pr�av�e �re�sen�� homo-

genn�� soustavy rovnic s matic��

�
1 2 1 1 1
0 �1 1 1 2

�
Tedy b�azi U? tvo�r�� nap�r��klad

vektory (�3; 1; 1; 0; 0)T ; (�3; 1; 0; 1; 0)T ; (�5; 2; 0; 0; 1)T . �

8.7. Spo�c��tejte ortogon�aln�� projekci vektoru (2; 2;�1)T do podprostoru V a b�azi
ortogon�aln��ho dopl�nku V ?, kde V je z p�r��kladu 8.2.

Podobn�e jako v �uloze 8.1 lze sou�radnice ortogon�aln�� projekce vektoru u na pod-
prostor V vzhledem k ortonorm�aln�� b�azi B = (b1;b2) spo�c��tat jako Fourierovy koe-
�cienty, tj. ozna�c��me-li vu 2 V ortogon�aln�� projekci vektoru u na V a vu = a1b1+
a2b2, pak (a1; a2) = (hb1;vi; hb2;vi), kde (b;b2) = ( 1p

2
(1; 1; 0)T ; 1p

6
(�1; 1; 2)T ) je

ortonorm�aln�� b�aze nalezen�a v �uloze 8.2. Tedy

(a1; a2) = (
1p
2
(1; 1; 0) � (2; 2;�1)T ; 1p

6
(�1; 1; 2) � (2; 2;�1)T ) = (

4p
2
;� 2p

6
)T ;
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a proto

vu =
4p
2

1p
2
(1; 1; 0)T � 2p

6

1p
6
(�1; 1; 2)T =

1

3
(7; 5;�2)T :

Na z�av�er si zkontrolujme, �ze u�vu le�z�� v ortogon�aln��m dopl�nku V , tedy, �ze je vek-
tor (2; 2;�1)T � 1

3 (7; 5;�2)T = 1
3 (�1; 1;�1)T kolm�y na v�sechny (bazick�e) vektory

prostoru V . �

8.8. Uva�zujme standardn�� skal�arn�� sou�cin na re�aln�em vektorov�em prostoru R4.

(a) najd�ete n�ejakou ortogon�aln�� b�azi podprostoru U = h(1; 1; 0; 1)T ; (1; 0; 1; 1)T i,
(b) najd�ete n�ejakou ortogon�aln�� b�azi ortogon�aln��ho dopl�nku U?,
(c) spo�c��tejte ortogon�aln�� projekci vektoru (�1; 1; 0; 4)T do podprostoru W =

h(1; 2; 1;�1)T ; (1; 1; 0; 1)T i.
(a), (b) M�u�zeme postupovat n�ekolika zp�usoby. Jednak m�u�zeme doplnit vektory

(1; 1; 0; 1)T ; (1; 0; 1; 1)T na b�azi cel�eho prostoru R4 (nap�r��klad vektory (1; 0; 0; 0)T a
(0; 1; 0; 0)T ) a tuto b�azi upravit Gramovou-Schmidtovou ortogonalizac��. Prvn�� dva
vektory ortogonalizovan�e b�aze budou p�ritom tvo�rit ortogon�aln�� b�azi U , dal�s�� dva
vektory budou tvo�rit ortogon�aln�� b�azi dopl�nku U?.

Rovn�e�z n�am sta�c�� naj��t libovolnou b�azi U? (nap�r��klad t�ym�z postupem z 8.6) a
ob�e b�aze ortogonalizovat. Postupujme druh�ym zp�usobem: B�azi U? tvo�r�� nap�r��klad
posloupnost (�1; 1; 1; 0)T , (0; 1; 1;�1)T . Vektor (0; 1; 1;�1)T m�u�zeme upravit jedn��m
krokem Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace

(0; 1; 1;�1)T � (�1; 1; 1; 0) � (0; 1; 1;�1)T
3

(�1; 1; 1; 0)T =
1

3
(2; 1; 1;�3)T ;

a proto posloupnost (�1; 1; 1; 0)T ; (2; 1; 1;�3)T tvo�r�� ortogon�aln�� b�azi U?. Obdobn�e
zjist��me, �ze ((1; 1; 0; 1)T , (1;�2; 3; 1)T ) tvo�r�� ortogon�aln�� b�azi U .

(c) Pot�rebujeme nejprve ur�cit sou�radnice x1; x2 ortogon�aln�� projekce u = x1 �
(1; 2; 1;�1)T + x2 � (1; 1; 0; 1)T , ani�z budeme hledat ortogon�aln�� b�azi W , jak jsme
�cinili v 8.7. �Re�s��me tedy nehomogenn�� soustavu rovnic s matic��:0

BBBBBBBBBB@

(1; 2; 1;�1) �

0
BB@

1
2
1
�1

1
CCA (1; 2; 1;�1) �

0
BB@
1
1
0
1

1
CCA ?? (1; 2; 1;�1) �

0
BB@
�1
1
0
4

1
CCA

(1; 1; 0; 1) �

0
BB@

1
2
1
�1

1
CCA (1; 1; 0; 1) �

0
BB@
1
1
0
1

1
CCA ?? (1; 1; 0; 1) �

0
BB@
�1
1
0
4

1
CCA

1
CCCCCCCCCCA

=

=

�
7 2

?? �3
2 3

?? 4

�
:

Snadno zjist��me, �ze x1 = �1 a x2 = 2, proto u = (1; 0;�1; 3)T .
Pro kontrolu je�st�e ov�e�rme, zda je vektor v�u = (�2; 1; 1; 1)T skute�cn�e kolm�y

na podprostor U . Z�rejm�e (�2; 1; 1; 1) �(1; 2; 1;�1)T = 0 a (�2; 1; 1; 1) �(1; 1; 0; 1)T =
0. �

8.9. Uva�zujme standardn�� skal�arn�� sou�cin na re�aln�em vektorov�em prostoru R3, U
podprostor R3 a v 2 R3. Najd�ete vektor u 2 U a u? 2 U?, aby v = u+u?,

(a) je-li U = h(1; 3;�2)T ; (1; 1;�1)T i a v = (2; 4; 3)T ,
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(b) je-li U = h(1; 2; 1)T ; (2; 1;�1)T i a v = (1; 2; 4)T ,
(c) je-li U = h(1; 2; 1)T ; (2; 1;�1)T i a v = (4; 2; 1)T .

Postupujme obdobn�e jako v 8.8(d), tj. hled�ame takovou line�arn�� kombinaci vek-
tor�u a(1; 3;�2)T +b(1; 1;�1)T , aby byl vektor (2; 4; 3)T �a(1; 3;�2)T �b(1; 1;�1)T
kolm�y na prostor U . To m�u�zeme ekvivalentn�e vyj�ad�rit tak, �ze vektor (2; 4; 3)T �
a(1; 3;�2)T � b(1; 1;�1)T je kolm�y na vektor (1; 3;�2)T i (1; 1;�1)T a odtud
dost�av�ame soustavu rovnic

(1; 3;�2) � [(2; 4; 3)T � a(1; 3;�2)T � b(1; 1;�1)T ] = 0;

(1; 1;�1) � [(2; 4; 3)T � a(1; 3;�2)T � b(1; 1;�1)T ] = 0:

Tuto soustavu uprav��me na nehomogenn�� soustavu line�arn��ch rovnic, sep���seme do
(Gramovy) matice a vy�re�s��me: �

14 6
?? 8

6 3
?? 3

�
:

Snadno zjist��me, �ze a = 1 a b = �1, ortogon�aln�� projekce vektoru (2; 4; 3)T na
podprostor U je u = (1; 3;�2)T � (1; 1;�1)T = (0; 2;�1)T a u? = v�u =
(2; 4; 3)T � (0; 2;�1)T = (2; 2; 4)T .

(b) I tentokr�at standardn�e najdeme Gramovu matici

�
6 3

?? 9
3 6

?? 0

�
vyjad�ruj��c��

podm��nku, �ze (1; 2; 4)T � x(1; 2; 1)T � y:(2; 1;�1)T je kolm�e na podprostor U a
dopo�c��t�ame x = 2 a y = �1. Ortogon�aln�� projekce vektoru (1; 2; 4)T na podprostor
U je tedy u = 2 �(1; 2; 1)T �1 �(2; 1;�1)T = (0; 3; 3)T a u? = (1; 2; 4)T �(0; 3; 3)T =
(1;�1; 1)T .

(c) V�simn�eme si, �ze po�c��t�ame-li stejn�e jako v (b), dostaneme Gramovu matic se

stejn�ymi lev�ymi stranami, tj.

�
6 3

?? 9
3 6

?? 9

�
a dopo�c��t�ame x = 1 a y = 1, proto u =

�(1; 2; 1)T + (2; 1;�1)T = (3; 3; 0)T a u? = (4; 2; 1)T � (3; 3; 0)T = (1;�1; 1)T . �

8.10. Uva�zujme standardn�� skal�arn�� sou�cin � na komplexn��m vektorov�em prostoru
C3, tj. u �v = uT v.

(a) Najd�ete ortonorm�aln�� b�azi podprostoru U = h(1; i; 1� i)T , (i; 2 + i;�1)T i,
(b) najd�ete b�azi ortogon�aln��ho dopl�nku UT ,
(c) spo�c��tejte ortogon�aln�� projekci vektoru (1; 0;�i)T do podprostoru U .

(a) Vyu�zijeme Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci provedenou na posloupnost

u1 = (1; i; 1�i)T , u2 = (i; 2+i;�1)T . Nejprve ur�c��me v1 =
(1;i;1�i)T
k(1;i;1�i)T k = 1

2 (1; i; 1�
i)T . Pot�e spo�c��t�ame c = v1 �(i; 2+i;�1)T = 1

2 (1;�i; 1+i)�(i; 2+i;�1)T = �2i
2 = �i

a d�ale v02 = u2�cv1 = (i; 2+ i;�1)T + i
2 (1; i; 1� i)T = 1

2 (3i; 3+2i;�1+ i)T , proto
v2 =

1p
24
(3i; 3 + 2i;�1 + i)T .

(b) u1 �(1;�1; 0; 0; 1)T = 0, u1 �(1;�1; 0; 0; 1)T = 0 Proto�ze pot�rebujeme naj��t
nenulov�y vektor v kolm�y na vektory u1, u2, tj. m�a platit, �ze (1; i; 1 � i)T � v =
(1;�i; 1 + i)T � v = 0 a (i; 2 + i;�1)T � v = (�i; 2 � i;�1)T � vT = 0, co�z snadno
zformulujeme matic���

1 �i 1 + i
�i 2� i �1

�
�
�
i 1 �1 + i
�i 2� i �1

�
�
�
1 �i 1 + i
0 3� i �2 + i

�
:

tedy vid��me, �ze b�az�� �re�sen�� soustavy i b�az�� U? je vektor (�3� 3i; 3 + i; 4 + 2i)T .
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(c) Podobn�e jako v p�r��kladu 8.7(c) sta�c��, abychom spo�c��tali sou�radnice orto-
gon�aln�� projekce vzhledem k ortonorm�aln�� b�azi U , tedy hodnoty

a1 = v1 �(1; 0;�i)T =
1

2
(1;�i; 1 + i)

0
@ 1

0
�i

1
A =

1 + (1 + i) � (�i)
2

=
2� i

2
;

a2 = v2 �(1; 0;�i)T =
1p
24

(�3i; 3� 2i;�1� i)

0
@ 1

0
�i

1
A =

�3i+ i� 1p
24

=
�1� 2ip

24
:

Tedy ortogon�aln�� projekce je vektor

2� i

4
(1; i; 1� i)T +

�1� 2i

24
(3i; 3 + 2i;�1 + i)T =

1

24
(18� 9i; 7 + 4i; 21 + 5i)T :

�

Dal�s�� �ulohy

(1) Rozhodn�ete, zda je posloupnost vektor�u (1; 3; 2; 1)T , (3; 0; 1; 1)T , (1; 4; 2; 4)T

line�arn�e z�avisl�a ve vektorov�em prostorech R4, C4, Z4
5 a Z4

7.
(2) Ur�cete b�azi a dimenzi podprostoru h(1; 3; 2; 1)T , (3; 0; 1; 1)T , (1; 4; 2; 4)T i

vektorov�ych prostor�u R4, C4, Z4
5 a Z4

7.
(3) Najd�ete v�sechny podmno�ziny mno�ziny X = f(1; 2; 1; 1; 1)T ; (3; 1; 3; 3; 3)T ;

(2; 4; 2; 2; 2)T ; (1; 0; 1; 3; 2)T g, kter�e tvo�r�� b�azi podprostoru U = hXi vekto-
rov�ych prostor�u Q5, Z5

5, Z
5
7.

(4) Kolik existuje b�az�� podprostoru h(1; 1; 2; 0)T , (4; 1; 3; 1)T , (1; 3; 2; 1)T i vek-
torov�ych prostor�u Z4

5 a Z4
7?

(5) Ur�cete dimenze podprostor�uU,V,U+V aU\V vektorov�ych prostor�u Z4
5

nad t�elesem Z5 a Z
4
7 nad t�elesem Z7, jestli�ze U = h(1; 2; 1; 3)T ; (1; 2; 4; 1)T ;

(3; 4; 1; 0)T h a V = h(4; 1; 2; 3)T ; (0; 3; 3; 1)T ; (1; 2; 1; 3)T i.

(6) Ur�cete nad t�elesy R, Z5 a Z7 hodnost matice A =

0
@2 0 1
2 1 0
3 3 1

1
A, matice

A+A a A �A.
(7) Najd�ete nad t�elesy R, Z5 a Z7 v�sechna �re�sen�� homogenn�� soustavy rovnic

s matic�� A z p�redchoz�� �ulohy.
(8) Najd�ete nad t�elesy Q, Z3 a Z7 v�sechna �re�sen�� nehomogenn�� soustavy rovnic

s matic��

�
1 0 1 2 2

??2
2 0 2 1 1

??0
�
.

(9) Je-li podprostor U = h(2; 4; 0; 1; 4)T ; (1; 2; 1; 0; 3)T i vektorov�eho prostoru
Z5
5 nad t�elesem Z5, najd�ete b�azi n�ejak�eho takov�eho podprostoru V, aby

U+V = Z5
5 a U \V = f0g.

(10) Uva�zujme podprostor W = h(1; 6; 2; 4; 5)T i vektorov�eho prostoru Z5
7 nad

t�elesem Z7. Najd�ete b�aze n�ejak�ych takov�ych podprostor�u U a V, aby
dim(U)T = dim(V)T = 3, U+V = Z5

7 a U \V =W.
(11) Kolika zp�usoby lze line�arn�e nez�avislou posloupnost ((1; 2; 2; 1)T , (2; 1; 1; 0)T )

doplnit na b�azi (ch�apanou jako posloupnost, tj. z�ale�z�� na po�rad�� prvk�u) vek-
torov�eho prostoru Z4

3?
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(12) Bud' k � n p�rirozen�a �c��sla, p prvo�c��slo a U podprostor dimenze k vekto-
rov�eho prostoru Znp nad t�elesem Zp. Ur�cete kolik existuje podprostor�u V

prostoru Znp , pro n�e�z plat��, �ze U+V = Z5
5 a U+V = f0g.

(13) Doka�zte, �ze lze nad t�elesem racion�aln��ch �c��sel p�rev�est posloupnost�� ele-

ment�arn��ch �r�adkov�ych �uprav maticiA =

�
1 2 3
1 1 1

�
na maticiB =

�
1 0 �1
1 3 5

�
.

(14) Uva�zujme matice A a B z p�redchoz��ho p�r��kladu. Najd�ete n�ejakou posloup-
nost�� element�arn��ch �r�adkov�ych �uprav, pomoc�� nich�z lze p�rev�est matici A na
matici B.

(15) Rozhodn�ete, zda lze nad re�aln�ymi �c��sly p�rev�est posloupnost�� element�arn��ch

�r�adkov�ych �uprav matici A na matici B, kde A =

�
1 2 3
1 1 1

�
a B =�

1 0 �1
1 2 1

�
.

(16) M�ejme p = (174)(256); q = (134765) 2 S7. Ur�cete permutace p � q, q � p,
p�1 � q a q�1 � p�1 a q � q najd�ete u v�sech t�echto permutac�� jejich rozklad
na transpozice.

(17) M�ejme p = (1278)(356); q = (13)(4765) 2 S8. Ur�cete znam�enka permutac��
p� q, q �p, p�1 � q a q�1 �p�1 a q � q najd�ete u v�sech t�echto permutac�� jejich
rozklad na transpozice.

(18) Spo�c��tejte determinant matic A =

0
BB@
2 1 2 0
1 1 0 1
1 2 1 2
2 1 1 0

1
CCA, B =

0
BB@
1 1 0 2
2 1 1 2
1 1 2 2
2 1 0 1

1
CCA,

A�1, A �B a A �B�1 nad t�elesy R, C, Z3, Z5 a Z7.
(19) Najd�ete pro libovoln�a a 2 Q nad Q rekurentn�� vzorec pro v�ypo�cet deter-

minant �ctvercov�e matice Gn = (gij) stupn�e n, kde gii = 1, gii+1 = a a
gi+1i = b a jinde je gij = 0.

(20) Rozhodn�ete, zda jsou nad t�elesy Q, Z3, Z5 a Z7 regul�arn�� matice A =0
@1 2 1
2 1 0
2 1 2

1
A, B =

0
BB@
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

1
CCA a B3.

(21) Najd�ete nad t�elesyQ, Z3, Z5 a Z7 adjungovan�e matice k matic��m z p�redchoz��
�ulohy.

(22) Rozhodn�ete, pro kter�a a 2 Z7 je nad Z7 matice

0
@ a 2 + a 1
3a+ 2 1 a
2a2 a+ 6 2 + a

1
A

regul�arn��.
(23) Najd�ete pro v�sechna a 2 Z7, pro n�e�z je to mo�zn�e, inverzn�� matici k matici

z p�redchoz�� �ulohy.

(24) Spo�c��tejte (

�
1 1
2 3

��1
�
�
3 2
2 4

�
�
�
0 2
3 4

��1
�
�
1 4
1 3

�
)�1 nad t�elesy R, Z5

a Z7.
(25) Najd�ete pro v�sechna a 2 Z7, pro n�e�z je to mo�zn�e, inverzn�� matici k matici

z p�redchoz�� �ulohy.
(26) Bud' � je standardn�� skal�arn�� sou�cin na re�aln�em vektorov�em prostoru R5.
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(a) Najd�ete n�ejakou ortonorm�aln�� b�azi podprostoru V = h(1; 3;�2; 1; 1)T ,
(2; 0; 1; 1; 0)T , (1; 3; 1; 2;�1)T i,

(b) najd�ete ortonorm�aln�� b�azi ortogon�aln��ho dopl�nku V ?,
(c) ur�cete ortogon�aln�� projekci vektoru (2; 1;�1; 0; 4)T do podprostoru V

a do podprostoru V ?,
(d) je-li U = h(2; 1; 0; 1;�1)T , (1; 1; 0;�1; 3)T , (4;�1;�1;�2; 3)T i, najd�ete

vektory u 2 U a u? 2 U?, aby (1; 1; 0; 0;�2)T = u+u?,
(e) najd�ete ortonorm�aln�� b�aze podprostor�u U + V , U? + V , U + V ?,

U? + V ?, U \ V , U? \ V , U \ V ? a U? \ V ?.
(27) M�ejme komplexn�� vektorov�y prostorC4 se standardn��m skal�arn��m sou�cinem.

(a) Najd�ete ortonorm�aln�� b�azi podprostoru V = h(1; 1� i; 1 + i; 2� 3i)T ,
(i+ 1;�1; 1 + 2i; 2� i)T i,

(b) najd�ete ortonorm�aln�� b�azi ortogon�aln��ho dopl�nku V ?,
(c) ur�cete ortogon�aln�� projekci vektoru (1 + 3i; 2� i;�1; 2i)T do podpro-

storu V a do podprostoru V ?,
(d) je-li U = h(i;�i; 2+i; 1�3i)T , (1; 1; i; 2+3i)T i, najd�ete vektory u 2 U

a u? 2 U?, aby (1 + i; 1; i; 2� i)T = u+u?,


