
P�ISEMKY Z LINE�ARN�I ALGEBRY

�Uloha 1 (16.10). (cvi�cen�� od 12:20): Pomoc�� Euklidova algoritmu spo�c��tejte hod-
notu gcd(1157; 494) a nadjd�ete takov�a cel�a �c��sla x a y, aby x > 0 a gcd(1157; 494) =
494x+ 1157y.

(cvi�cen�� od 14:00): Pomoc�� Euklidova algoritmu najd�ete kladn�e �re�sen�� kongruence
513x � 1 (mod 1054).

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 12:20):
Pro hodnoty 1157 a 494 a postupujeme Euklidov�ym algoritmem:
169 = 1157� 2 � 494;
156 = 494� 2 � 169 = 494� 2� = 2 � (1157� 2 � 494) = 5 � 494� 2 � 1157;
13 = 169� 156 = (1157� 2 � 494)� (5 � 494� 2 � 1157) = 3 � 1157� 7 � 494.
Proto�ze 13j156 m�ame gcd(1157; 494) = 13. Na�sli jsme �re�sen�� x = �7 a y = 3,

kter�e nevyhovuje po�zadavku na kladnost x. Uprav��me tedy rovnost

13 = 3 � 1157� 494 � 1157 + 1157 � 494� 7 � 494 = (3� 494) � 1157 + (1157� 7) � 30

dost�av�ame vyhovuj��c�� �re�sen�� x = 1150 a y = �491.

(cvi�cen�� od 14:00):
Nejprve pou�zijeme Euklid�uv algoritmus na hodnoty 1054 a 513
28 = 1054� 2 � 513;
9 = 513� 18 � 28 = 513� 18 � (1054� 2 � 513) = 37 � 513� 18 � 1054;
1 = 28� 3 � 9 = (1054� 2 � 513)� 3 � (37 � 513� 18 � 1054) = 55 � 1054� 113 � 513;
Zjistili jsme, �ze 513 � (�113) � 1 (mod 1054). Proto�ze �113 � 1054 � 113 �

941 (mod 1054), dost�av�ame, �ze 513 � 941 � 1 (mod 1054), tedy hledan�ym �re�sen��m
je nap�r��klad x = 941. �

�Uloha 2 (23.10). (cvi�cen�� od 12:20): Najd�ete v�sechna re�aln�a re�sen�� soustavy rovnic:

3x + 4y = 5
2x + 3y + z = 4
x + y � z = 1
2x + y � 5z = 0

(cvi�cen�� od 14:00): Najd�ete v�sechna re�aln�a re�sen�� soustavy rovnic:

3x + 7y + 7z = �7
3x + 2y � z = 4
2x + 3y + 2z = �1

�Re�sen��. V obou p�r��padech si soustavu nejprve zap���seme do roz�s���ren�e matice a
pot�e ji pomoc�� posloupnosti ekvivalentn��ch �uprav p�revedeme do odstup�novan�eho
tvaru.
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2 P�ISEMKY Z LINE�ARN�I ALGEBRY

(cvi�cen�� od 12:20):

0
BB@
3 4 0

??5
2 3 1

??4
1 1 �1

??1
2 1 �5

??0

1
CCA �

0
BB@
1 1 �1

??1
2 3 1

??4
3 4 0

??5
2 1 �5

??0

1
CCA �

0
BB@
1 1 �1

?? 1
0 1 3

?? 2
0 1 3

?? 2
0 �1 �3

?? �2

1
CCA :

Vid��me, �ze posledn�� t�ri rovnice ur�cuj�� stejn�e mno�ziny �re�sen��, sta�c�� tedy nejprve
naj��t jedno �re�sen�� nehomogenn�� soustavy a v�sechna �re�sen�� odpov��daj��c�� homogenn��
soustavy s maticemi: �

1 1 �1
??1

0 1 3
??2
�

a

�
1 1 �1
0 1 3

�

Zp�etnou substituc�� pro volbu z = 0 spo�c��t�ame y = 2�3z = 2 a x = 1�y+ z = �1,
tedy trojice (x; y; z)T = (�1; 2; 0)T je hledan�ym jedn��m �re�sen��m nehomogenn�� sou-
stavy. Nyn�� op�et zvol��me nenulovou hodnotu z = 1 a zp�etnou substituc�� dopo�c��t�ame
tentokr�at homogenn�� soustavu rovnic: y = �3z = �3 a x = �y+z = 4. Zjistili jsme,
�ze mno�zina ft � (4;�3; 1)T j t 2 Rg tvo�r�� mno�zinu v�sech re�aln�ych �re�sen�� homogenn��
soustavy. Proto je (x; y; z)T �re�sen��m zadan�e soustavy, pr�av�e kdy�z0

@xy
z

1
A 2 f

0
@�12

0

1
A+ t �

0
@ 4
�3
1

1
A j t 2 Rg = f

0
@�1 + 4t

2� 3t
t

1
A j t 2 Rg:

(cvi�cen�� od 14:00):

0
@3 7 7

?? �7
3 2 �1

?? 4
2 3 2

?? �1

1
A �

0
@3 2 �1

?? 4
3 7 7

?? �7
6 9 6

?? �3

1
A �

0
@3 2 �1

?? 4
0 5 8

?? �11
0 5 8

?? �11

1
A :

Vid��me, �ze posledn�� dv�e rovnice jsou stejn�e, sta�c�� tedy nejprve naj��t jedno �re�sen��
nehomogenn�� soustavy a v�sechna �re�sen�� odpov��daj��c�� homogenn�� soustavy s mati-
cemi: �

3 2 �1
?? 4

0 5 8
?? �11

�
a

�
3 2 �1
0 5 8

�

Zp�etnou substituc�� pro volbu z = 0 spo�c��t�ame y = � 11
5 a x =

4+2� 11
5

3 = 42
15 = 14

5 ,

proto je trojice (x; y; z)T = ( 145 ;�
11
5 ; 0)

T hledan�ym jedn��m �re�sen��m nehomogenn��
soustavy. Nyn�� zvol��me nenulovou hodnotu nap�r��klad z = 5 a zp�etnou substi-
tuc�� dopo�c��t�ame tentokr�at homogenn�� soustavu rovnic: y = � 8z

5 = � 8�5
5 = �8

a x = z�2y
3 = 5+2�8

3 = 21
3 = 7. Zjistili jsme, �ze mno�zina ft � (7;�8; 5)T j t 2 Rg

tvo�r�� mno�zinu v�sech re�aln�ych �re�sen�� homogenn�� soustavy. Proto je (x; y; z)T �re�sen��m
zadan�e soustavy, pr�av�e kdy�z0

@xy
z

1
A 2 f

0
@ 14

5
� 11

5
0

1
A+ t �

0
@ 7
�8
5

1
A j t 2 Rg = f

0
@ 14

5 + 7t
� 11

5 � 8t
5t

1
A j t 2 Rg:

�



P�ISEMKY Z LINE�ARN�I ALGEBRY 3

�Uloha 3 (30.10). (cvi�cen�� od 12:20): Najd�ete nad t�elesem Z97 �re�sen�� rovnice

95 � (57x+ 64) = 88:

(cvi�cen�� od 14:00): Najd�ete nad t�elesem Z7 v�sechna �re�sen�� soustavy line�arn��ch
rovnic s roz�s���renou matic�� 0

@3 2 6 1
??4

2 6 4 3
??5

4 5 1 6
??3
1
A

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 12:20):
Postupn�e upravujeme rovnici (lze zvolit �radu r�uzn�ych efektivn��ch cest, p�redvedeme

jen jednu):

95 � (57x+ 64) = 88

�2 � (57x+ 64) = �9 j � (�1)

2 � (57x+ 64) = 9

17x+ 31 = 9 j � 31

Nyn�� m�u�zeme pomoc�� Euklidova algoritmu spo�c��tat 17�1 = 40, p�ren�asobit touto
hodnotou (nebo postupn�e nap�r��klad �c��slem 4 a pak 10) ob�e strany rovnice a dopo�c��tat
v�ysledek, nebo budeme d�ale upravovat:

17x = �22 j � 6

5x = �35

5x = �5 � 7

Nyn�� vykr�at��me hodnotou 5 a dostaneme x = �7 = 90.

(cvi�cen�� od 14:00):
Nejprve uprav��me matici posloupnost�� element�arn��ch �uprav na odstup�novanou

matici: 0
@3 2 6 1

??4
2 6 4 3

??5
4 5 1 6

??3
1
A �

0
@3 2 6 1

??4
0 0 0 0

??0
0 0 0 0

??0
1
A

Sta�cilo tedy p�ri�c��st �cty�rn�asobek prvn��ho �r�adku k druh�emu a prvn�� �r�adek k t�ret��mu.
Nyn�� najdeme zp�etnou substituc�� jedno �re�sen�� (3�1 �4; 0; 0; 0)T = (6; 0; 0; 0)T a pot�e
spo�c��t�ame t�ri �re�sen�� soustavy:

v2 =

0
BB@
�2 � 3�1

1
0
0

1
CCA =

0
BB@
4
1
0
0

1
CCA ; v3 =

0
BB@
�6 � 3�1

0
1
0

1
CCA =

0
BB@
5
0
1
0

1
CCA ; v4 =

0
BB@
�1 � 3�1

0
0
1

1
CCA =

0
BB@
2
0
0
1

1
CCA :

Spo�c��tali jsme, �ze v�sechna �re�sen��m zadan�e soustavy tvo�r�� mno�zin�u

f

0
BB@
6
0
0
0

1
CCA+ t2 �

0
BB@
4
1
0
0

1
CCA+ t3 �

0
BB@
5
0
1
0

1
CCA+ t3 �

0
BB@
2
0
0
1

1
CCA j t2; t3; t4 2 Z7g:

�



4 P�ISEMKY Z LINE�ARN�I ALGEBRY

�Uloha 4 (6.11). (cvi�cen�� od 12:20): De�nujme pro ka�zd�e a 2 Z5 zobrazen�� fa :

Z25 ! Z25 p�redpisem fa(v) =

�
2 a
1 a+ 1

�
�v. Pro ka�zd�e a 2 Z5 rozhodn�ete, zda je fa

prost�e, na a najd�ete v�sechny vektory, pro kter�e a) fa(v) =

�
0
0

�
a b) fa(v) =

�
1
4

�
.

(cvi�cen�� od 14:00): De�nujme pro ka�zd�e a 2 Z11 zobrazen�� ga : Z311 ! Z211

p�redpisem ga(v) =

�
3 a a
1 2 3

�
�v. Pro ka�zd�e a 2 Z11 rozhodn�ete, zda je ga prost�e,

na a najd�ete v�sechny vektory, pro kter�e ga(v) =

�
1
0

�
.

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 12:20):
Proto�ze vztah fa(v) = b p�redstavuje soustavu line�arn��ch rovnic s parametrem

a, budeme rovnou pracovat s maticov�ym z�apisem soustavy fa(v) = (1; 4)T , kter�y
uprav��me na odstup�novan�y tvar:

�
2 a

??1
1 a+ 1

??4
�
�

�
1 a+ 1

??4
2 a

??1
�
�

�
1 a+ 1

??4
0 4a+ 3

??3
�
�

�
1 a+ 1

??4
0 a+ 2

??2
�
:

Z lev�e stranu upraven�e, tedy odstup�novan�e matice vid��me, �ze �re�sen�� pro libovolnou
pravou stranu existuje, pr�av�e kdy�z a + 2 6= 0 a to nast�av�a pr�av�e tehdy, kdy�z
je existuj��c�� �re�sen�� pro danou pravou stranu jednozna�cn�e (tj. pr�av�e kdy�z nem�ame
�z�adnou volnou prom�enou). To znamen�a, �ze fa je prost�e, pr�av�e kdy�z je na a to plat��,
pr�av�e kdy�z a 6= 3.

D�ale spo�c��t�ame, �ze pro a = 3 je f3(v) =

�
0
0

�
, pr�av�e kdy�z v 2 ft �

�
1
1

�
j t 2 Z5g

a zjevn�e �z�adn�e v spl�nuj��c�� f3(v) =

�
1
4

�
g neexistuje (co�z odpov��d�a rovnici 0 = 2).

Necht' a 6= 3. Pak fa(v) = (0; 0)T spl�nuje pr�av�e v = (0; 0)T a fa(v) = (1; 4)T m�a

rovn�e�z jedin�e �re�sen��, kter�e najdeme zp�etnou substituc�� v =

�
(2a+ 1) � (a+ 2)�1

2 � (a+ 2)�1

�
.

(cvi�cen�� od 14:00):
Proto�ze vztah ga(v) = b m�u�zeme ch�apat jako soustavu line�arn��ch rovnic s pa-

rametrem a, budeme pracovat se z�apisem soustavy ga(v) = (1; 0)T do roz�s���ren�e
matice, kter�y uprav��me na odstup�novan�y tvar:

�
3 a a

??1
1 2 3

??0
�
�

�
1 2 3

??0
3 a a

??1
�
�

�
1 2 3

??0
0 a+ 5 a+ 2

??1
�
:

Z lev�e stranu upraven�e matice vid��me, �ze �re�sen�� pro libovolnou pravou stranu exis-
tuje, prtoto�ze v odstup�novan�em tvaru m�a matice homogenn�� soustavy oba �r�adky
nenulov�e. Z�arove�n vid��me, �ze nen�� pro �z�adn�e a jednozna�cn�e ur�cen�e, nebot' m�ame k
dispozici v�zdy volnou prom�enou (bud' druhou nebo t�ret�� v z�avislosti na a). Tud���z
ga nen�� nikdy prost�e a je v�zdy na.

Pokud a 2 Z11 nf6g, je volnou prom�ennou t�ret�� nezn�am�a a snadno tedy najdeme
zp�etnou substituc�� partikul�arn�� �re�sen�� (9 � (a + 5)�1; (a + 5)�1; 0)T a jedno �re�sen��
homogenn�� soustavy (a; 2 + a; 6� a)T



P�ISEMKY Z LINE�ARN�I ALGEBRY 5

Jestli�ze je a = 6, pak �re�s��me soustavu s matic��

�
1 2 3

??0
0 0 8

??1
�
; op�et na-

jdeme zp�etnou substituc�� partikul�arn�� �re�sen�� (1; 0; 7)T i �re�sen�� homogenn�� soustavy
(9; 1; 0)T

Zjistili jsme, �ze ga(v) =

�
1
0

�
, pr�av�e kdy�z v 2 f

0
@ 9

a+5
1

a+5

0

1
A+t �

0
@ a
2 + a
6� a

1
A j t 2 Z11g v

p�r��pad�e, �ze a 6= 6, a pr�av�e kdy�z v 2 f

0
@1
0
7

1
A+ t �

0
@9
1
0

1
A j t 2 Z11g v p�r��pad�e a = 6. �

�Uloha 5 (13.11). (cvi�cen�� od 12:20): Je-li M =

0
@4 3 3
2 2 1
1 3 0

1
A, spo�c��tejte M�1 a

(MT )�1 nad t�elesem Z5.

(cvi�cen�� od 14:00): Je-li N =

0
@3 2 1
4 0 1
2 1 2

1
A, spo�c��tejte N�1 a (NT )�1 nad t�elesem

Z5.

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 12:20):
Vytvo�r��me roz�s���renou matici (MjI3), kterou posloupnost�� element�arn��ch �r�adkov�ych

�uprav p�revedeme na matici s jednotkovou pravou �c�ast��: (MjI3) �

�

0
@1 3 0

??0 0 1
0 1 1

??0 1 3
0 1 3

??1 0 1

1
A �

0
@1 3 0

??0 0 1
0 1 1

??0 1 3
0 0 2

??1 4 3

1
A �

0
@1 0 0

??4 3 4
0 1 0

??2 4 4
0 0 1

??3 2 4

1
A :

Dostali jsme M�1 =

0
@4 3 4
2 4 4
3 2 4

1
A a (MT )�1 = (M�1)T =

0
@4 2 3
3 4 2
4 4 4

1
A.

(cvi�cen�� od 14:00):
Vytvo�r��me roz�s���renou matici (NjI3) a tu posloupnost�� element�arn��ch �r�adkov�ych

�uprav p�revedeme na matici, v jej���z prav�e �c�asti je jednotkov�a matice: (NjI3) �

�

0
@1 0 4

??0 4 0
0 2 4

??1 3 0
0 1 4

??0 2 1

1
A �

0
@1 0 4

??0 4 0
0 1 4

??0 2 1
0 0 1

??1 4 3

1
A �

0
@1 0 0

??1 3 3
0 1 0

??1 1 4
0 0 1

??1 4 3

1
A :

Dostali jsme N�1 =

0
@1 3 3
1 1 4
1 4 3

1
A a (NT )�1 = (N�1)T =

0
@1 1 1
3 1 4
3 4 3

1
A. �
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�Uloha 6 (20.11). (cvi�cen�� od 12:20): Rozhodn�ete, pro kter�a re�aln�a a je matice

Aa =

�
2a a+ 1
a a+ 2

�
regul�arn�� a pro tato a spo�c��tejte matici A�1

a .

(cvi�cen�� od 14:00): Rozhodn�ete, pro kter�a komplexn�� a je maticeAa =

�
2 a+ 3
a a+ 1

�
regul�arn�� a pro tato a spo�c��tejte matici A�1

a .

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 12:20):
Budeme pomoc�� element�arn��ch �uprav upravovat roz�s���renou matici (AajI2) a bu-

deme se ji sna�zit p�rev�est na matici s jednotkovou pravou �c�ast��. P�ritom z�arove�n
zjist��me, pro kter�a a to prov�est nejde, tedy kdy Aa nen�� regul�arn��:�

2a a+ 1
??1 0

a a+ 2
??0 1

�
�

�
a a+ 2

??0 1
2a a+ 1

??1 0

�
�

�
a a+ 2

??0 1
0 �a� 3

??1 �2

�

Nyn�� vid��me, �ze je matice Aa regul�arn��, pr�av�e kdy�z a 2 R n f0;�3g. Dal�s�� �upravy
budeme tedy d�elat jen pro a 2 R n f0;�3g:

�
a a+ 2

??0 1
0 �a� 3

??1 �2

�
�

�
a a+ 2

?? 0 1
0 1

?? �1
a+3

2
a+3

�
�

�

�
a 0

?? a+2
a+3

�a�1
a+3

0 1
?? �1

a+3
2

a+3

�
�

�
1 0

?? a+2
a(a+3)

�a�1
a(a+3)

0 1
?? �1

a+3
2

a+3

�
:

Spo�c��tali jsme, �ze A�1
a = 1

a(a+3) �

�
a+ 2 �a� 1
�a 2a

�
, jestli�ze a 2 R n f0;�3g.

(cvi�cen�� od 14:00):
Pomoc�� element�arn��ch �uprav upravujeme roz�s���renou matici (AajI2), kterou se bu-

deme sna�zit p�rev�est na matici s jednotkovou pravou �c�ast��. P�ritom z�arove�n zjist��me,
pro kter�a a to prov�est nejde, tedy kdy Aa nen�� regul�arn��:�
2 a+ 3

??1 0
a a+ 1

??0 1

�
�

�
2 a+ 3

??1 0
�2a �2a� 2

??0 �2

�
�

�
2 a+ 3

?? 1 0
0 a2 + a� 2

?? a �2

�
:

Vid��me, �ze je matice Aa regul�arn��, pr�av�e kdy�z a2 + a � 2 = (a + 2)(a � 1) = 0,
co�z nast�av�a, pr�av�e kdy�z a 2 R n f�2; 1g. Dal�s�� �upravy proto budeme d�elat jen pro
a 2 R n f�2; 1g:

�
2 a+ 3

?? 1 0
0 a2 + a� 2

?? a �2

�
�

�
2 a+ 3

?? 1 0
0 1

?? a
a2+a�2

�2
a2+a�2

�
�

�

 
2 0

?? �2(a+1)
a2+a�2

2(a+3)
a2+a�2

0 1
?? a

a2+a�2
�2

a2+a�2

!
�

�
1 0

?? �a�1
a2+a�2

a+3
a2+a�2

0 1
?? a

a2+a�2
�2

a2+a�2

�
:

Spo�c��tali jsme, �ze A�1
a = 1

(a+2)(a�1) �

�
�a� 1 a+ 3

a �2

�
, jestli�ze a 2 Rnf�2; 1g. �
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�Uloha 7 (27.11). (cvi�cen�� od 12:20): Najd�ete n�ejakou b�azi podprostoru U =

h

0
BBBB@
5
6
4
2
1

1
CCCCA ;

0
BBBB@
3
4
4
0
5

1
CCCCA ;

0
BBBB@
3
6
5
1
6

1
CCCCAi aritmetick�eho vektorov�eho prostoru Z57 nad nad t�elesem Z7.

(cvi�cen�� od 14:00): Najd�ete b�azi podprostoru U = h

0
BB@
2
3
4
1

1
CCA ;

0
BB@
3
4
2
2

1
CCA ;

0
BB@
1
1
3
1

1
CCA ;

0
BB@
2
4
2
0

1
CCAi

aritmetick�eho vektorov�eho prostoru Z45 nad nad t�elesem Z5.

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 12:20):
Se�rad��me si vektory generuj��c�� podprostor U do �r�adk�u matice a tu uprav��me na

odstup�novanou:0
@5 6 4 2 1
3 4 4 0 5
3 6 5 1 6

1
A �

0
@5 6 4 2 1
0 6 3 3 3
0 1 4 4 4

1
A �

0
@5 6 4 2 1
0 6 3 3 3
0 0 0 0 0

1
A

Nenulov�e �r�adky matice tvo�r�� line�arn�e nez�avislou generuj��c�� posloupnost, tedy b�azi
podprostoru U . Hledanou b�azi proto tvo�r�� posloupnost ((5; 6; 4; 2; 1)T ; (0; 6; 3; 3; 3)T ).

(cvi�cen�� od 14:00):
Se�rad��me si vektory generuj��c�� podprostor U do �r�adk�u matice a tu uprav��me na

odstup�novanou:0
BB@
2 3 4 1
3 4 2 2
1 1 3 1
2 4 2 0

1
CCA �

0
BB@
2 3 4 1
0 2 1 3
0 2 1 3
0 1 3 4

1
CCA �

0
BB@
2 3 4 1
0 2 1 3
0 0 0 0
0 0 0 0

1
CCA

V nenulov�e �r�adc��ch m�ame b�azi podprostoru U . Vid��me, �ze b�azi U tvo�r�� nap�r��klad
posloupnost ((2; 3; 4; 1)T ; (0; 2; 1; 3)T ). �

�Uloha 8 (4.12). (cvi�cen�� od 12:20): Ur�cete nad t�elesem Z5 hodnost matice A =0
@3 4 3 1 1
1 2 1 0 3
2 2 2 1 3

1
A a matice AT a dimenze prostor�u ImA, ImAT , KerA, KerAT .

Najd�ete d�ale n�ejakou b�azi KerA a dopl�nte ji na b�azi Z55.

(cvi�cen�� od 14:00): Ur�cete nad t�elesem Z7 hodnost matice A =

0
@3 4 3 6
2 1 1 3
1 3 2 3

1
A

a matice AT a dimenze prostor�u ImA, ImAT , KerA, KerAT . Najd�ete d�ale n�ejakou
b�azi KerA a dopl�nte ji na b�azi Z47.
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�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 12:20):
Nejprve uprav��me matici posloupnost�� element�arn��ch �uprav:

A =

0
@3 4 3 1 1
1 2 1 0 3
2 2 2 1 3

1
A �

0
@3 4 3 1 1
0 4 0 3 1
0 1 0 2 4

1
A �

0
@3 4 3 1 1
0 4 0 3 1
0 0 0 0 0

1
A :

Odtud d��ky tvrzen�� z p�redn�a�sky a de�nice hodnosti vid��me, �ze rank(A) = 2, a proto
rank(AT ) = dim ImA = dim ImAT = rank(A) = 2. D��ky v�et�e z p�redn�a�sky m�ame
KerA = 5� rank(A) = 5� 2 = 3 a podobn�e KerAT = 3� rank(AT ) = 3� 2 = 1.
Z nalezen�e matice snadno dopo�c��t�ame b�azi �re�sen�� homogenn�� soustavy s matic��
A: M = ((4; 0; 1; 0; 0)T , (4; 3; 0; 1; 0)T , (0; 1; 0; 0; 1)T ). Nyn�� vid��me, �ze vektory

(1; 0; 0; 0; 0)T , (0; 1; 0; 0; 0)T dopl�nuj��M na b�azi Z55, proto�ze rank(

0
BBBB@
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
4 0 1 0 0
4 3 0 1 0
0 1 0 0 1

1
CCCCA) =

5.

(cvi�cen�� od 14:00):
Nejprve uprav��me matici posloupnost�� element�arn��ch �uprav:

A =

0
@3 4 3 6
2 1 1 3
1 3 2 3

1
A �

0
@1 3 2 3
0 2 4 4
0 2 4 4

1
A �

0
@1 3 2 3
0 2 4 4
0 0 0 0

1
A

Odtud d��ky v�et�e z p�redn�a�sky a de�nice hodnosti vid��me, �ze rank(A) = 2, proto
rank(AT ) = dim ImA = dim ImAT = rank(A) = 2. Podle tvrzen�� z p�redn�a�sky
m�ame KerA = 4 � rank(A) = 4 � 2 = 2 a podobn�e KerAT = 3 � rank(AT ) =
3� 2 = 1. Z nalezen�e matice snadno dopo�c��t�ame b�azi �re�sen�� homogenn�� soustavy s
matic�� A: M = ((4; 5; 1; 0)T , (3; 5; 0; 1)T . Vid��me, �ze nap�r��klad vektory (1; 0; 0; 0)T ,

(0; 1; 0; 0)T dopl�nuj�� M na b�azi Z47, proto�ze rank

0
BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
4 5 1 0
3 5 0 1

1
CCA = 4. �

�Uloha 9 (11.12). (cvi�cen�� od 12:20): Nad t�elesem Z5 uva�zujme podprostory U =

h

0
BB@
3
4
1
3

1
CCA ;

0
BB@
1
2
1
2

1
CCA ;

0
BB@
1
1
0
3

1
CCA ;

0
BB@
2
1
1
1

1
CCAi a V = h

0
BB@
1
3
4
2

1
CCA ;

0
BB@
3
4
2
1

1
CCA ;

0
BB@
1
1
0
2

1
CCA ;

0
BB@
2
0
1
3

1
CCAi vektorov�eho prostoru

Z45. Spo�c��tejte dim(U), dim(V ), dim(U+V ) a dim(U\V ) a rozhodn�ete, zda

0
BB@
1
0
0
0

1
CCA 2

U + V .
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(cvi�cen�� od 14:00): M�ejme mno�ziny vektor�u X = f

0
@0
4
1

1
A ;

0
@3
1
5

1
A ;

0
@2
3
1

1
Ag a Y =

f

0
@0
3
2

1
A ;

0
@1
3
6

1
A ;

0
@2
1
4

1
Ag a nad t�elesem Z7 uva�zujme podprostory U = hXi V = hY i

vektorov�eho prostoru Z37. Spo�c��tejte dim(U), dim(V ), dim(U + V ) a dim(U \ V ) a
vyberte z mno�ziny X [ Y b�azi U + V .

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 12:20):
Nejprve spo�c��t�ame pomoc�� Gaussovy eliminace dimenze (a vlastn�e i b�aze) U a

V :

A =

0
BB@
3 4 1 3
1 2 1 2
1 1 0 3
2 1 1 1

1
CCA �

0
BB@
1 1 0 3
0 1 1 4
0 1 1 4
0 4 1 0

1
CCA �

0
BB@
1 1 0 3
0 1 1 4
0 0 2 4
0 0 0 0

1
CCA ;

B =

0
BB@
1 3 4 2
3 4 2 1
1 1 0 2
2 0 1 3

1
CCA �

0
BB@
1 3 4 2
0 0 0 0
0 3 1 0
0 4 3 4

1
CCA �

0
BB@
1 3 4 2
0 3 1 0
0 0 0 4
0 0 0 0

1
CCA :

Proto�ze U = Im A a V = Im B, vid��me, �ze dim(U) = dim(V ) = 3. D�ale, proto�ze0
BB@
0
0
0
4

1
CCA 2 U+V a ImA � U+V , m�ame Z45 = Im

0
BB@
1 1 0 3
0 1 1 4
0 0 2 4
0 0 0 4

1
CCA � U+V � Z45. Tedy

U +V = Z45, a proto dim(U +V ) = 4. Nyn�� podle V�ety o dimenzi sou�ctu a pr�uniku
podprostor�u je dim(U \ V ) = dim(U) + dim(V ) � dim(U + V ) = 3 + 3 � 4 = 2.

Kone�cn�e

0
BB@
1
0
0
0

1
CCA 2 U + V , nebot' U + V = Z45.

(cvi�cen�� od 14:00):
Obvykl�ym zp�usobem spo�c��t�ame pomoc�� Gaussovy eliminace dimenze (a vlastn�e

i b�aze) U a V . Nejprve se�rad��me do �r�adk�u matice A a B vektory z mno�zin X a Y ,
aby U = Im A a V = Im B a spo�c��t�ame jejich hodnost:

A =

0
@0 4 1
3 1 5
2 3 1

1
A �

0
@3 1 5
0 4 1
0 0 0

1
A ;B =

0
@0 3 2
1 3 6
2 1 4

1
A �

0
@1 3 6
0 3 2
0 2 6

1
A �

0
@1 3 6
0 3 2
0 0 0

1
A

Vid��me, �ze proto dim(U) = rank(A) = 2 a dim(V ) = rank(B) = 2. D�ale

dim(U + V ) = rank(

0
BB@
3 1 5
0 4 1
1 3 6
0 3 2

1
CCA) = rank(

0
BB@
3 1 5
0 4 1
0 0 3
0 0 0

1
CCA) = 3
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podle V�ety o dimenzi sou�ctu a pr�uniku podprostor�u je dim(U \ V ) = dim(U) +

dim(V ) � dim(U + V ) = 2 + 2 � 3 = 1. Proto�ze ur�cit�e

0
@3
1
5

1
A ;

0
@0
4
1

1
A je b�aze

U ,

0
@1
3
6

1
A ;

0
@0
3
2

1
A je b�aze V a

0
@0
0
3

1
A =

0
@0
3
2

1
A +

0
@0
4
1

1
A =2 U , Mus�� b�yt posloupnost

0
@3
1
5

1
A ;

0
@0
4
1

1
A ;

0
@0
3
2

1
A line�arn�e nez�avisl�a, tud���z jde o (vybranou) b�azi U +V = Z37. �

�Uloha 10 (18.12). (cvi�cen�� od 12:20): Necht' p = (14379)(265) a q = (18)(247)(953)
jsou dv�e permutace z S9. Spo�c��tejte cyklick�y z�apis permutac�� p � q a p�1 a napi�ste
p jako slo�zen�� transpozic. D�ale ur�cete znam�enka permutac�� p�1, q, q � q � p�1 a
q � p � q � p � q�1.

(cvi�cen�� od 14:00): Necht' p = (19)(2654)(37) a q = (1824)(53679) jsou dv�e
permutace z S9. Spo�c��tejte cyklick�y z�apis permutac�� p�q�p�1 a q�1 a napi�ste q jako
slo�zen�� transpozic. D�ale ur�cete znam�enka permutac�� p, q, q�q�p�1 a q�p�q�p�q�1.

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 12:20): Nejprve slo�z��me a invertujeme

p � q = (14379)(265) � (18)(247)(953) = (184923)(576) p�1 = (97341)(562):

D�ale vyj�ad�r��me

p = (14379)(265) = (14) � (43) � (37) � (79) � (26) � (65):

Nyn�� sgn p = 1, proto�ze p obsahuje nula cykl�u sud�e d�elky, a sgn q = �1, proto�ze
p obsahuje jeden cyklus sud�e d�elky. Kone�cn�e vyu�zijeme v�etu o znam�enku slo�zen��
permutac��:

sgn (q � q � p�1) = sgn q � sgn q � sgn p�1 = (�1) � (�1) � 1 = 1;

sgn (q � p � q � p � q�1) = (�1) � 1 � (�1) � 1 � (�1) = �1:

(cvi�cen�� od 14:00): Nejprve pomoc�� pozorov�an�� p�q�p�1(a) = b, jestli�ze q(a) = b,
spo�c��t�ame

p � q � p�1 = (p(1)p(8)p(2)p(4)) (p(5)p(3)p(6)p(7)p(9)) = (9862)(47531):

D�ale snadno ur�c��me q�1 = (4281)(97635) a

q = (1824)(53679) = (18) � (82) � (24) � (53) � (36) � (67) � (79):

Nyn�� sgn p = �1, proto�ze p obsahuje t�ri cykly sud�e d�elky, a sgn q = �1, proto�ze
p obsahuje jeden cyklus sud�e d�elky (nebo proto, �ze ve v�y�se spo�c��tan�em vyj�ad�ren��
m�ame sud�y po�cet transpozic). Zb�yv�a vyu�z��t v�etu o znam�enku slo�zen�� permutac��:

sgn (q � q � p�1) = sgn q � sgn q � sgn p�1 = (�1) � (�1) � 1 = �1;

sgn (q � p � q � p � q�1) = (�1) � 1 � (�1) � 1 � (�1) = �1:

�
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�Uloha 11 (18.12). (cvi�cen�� od 12:20): Spo�c��tejte nad t�elesy Q, R, Z5 a Z7 de-

terminant parametrick�e matice Ga =

0
BB@
1 1 2 0
1 3 2 2
2 2 a 0
2 4 1 1

1
CCA a determinant matice G3

a.

Rozhodn�ete, pro kter�a a je matice Ga regul�arn��.
(cvi�cen�� od 14:00): Spo�c��tejte nad t�elesyQ,R, Z5 a Z7 determinant parametrick�e

matice Ga =

0
BB@
a 2a a 0
2 4 1 2a
1 0 2 a
3 4 1 3a

1
CCA a rozhodn�ete, pro kter�a a existuje matice G�1

a a

spo�c��tejte detG�1
a .

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 12:20): Budeme nejprve po�c��tat nad t�elesem charakteristiky 0, nejprve
ode�cteme dvojn�asobek prvn��ho �r�adku od t�ret��ho a podle t�ret��ho �r�adku rozvedeme:

det(Ga) = det

0
BB@
1 1 2 0
1 3 2 2
0 0 a� 4 0
2 4 1 1

1
CCA = (a� 4) det

0
@1 1 0
1 3 2
2 4 1

1
A =

nyn�� ode�cteme prvn�� sloupec od druh�eho a rozvedeme podle prvn��ho sloupce

= (a� 4) det

0
@1 0 0
1 2 2
2 2 1

1
A = (a� 4) det

�
2 2
2 1

�
= 2(4� a):

Tedy det(Ga) = 2(4� a), det(G3
a) = 8(4� a)3 nad t�elesy Q a R, d�ale det(Ga) =

3(a+1), det(G3
a) = 2(a+1)3 nad t�elesem Z5 a det(Ga) = 5a+1, det(G3

a) = (5a+1)3

nad t�elesem Z7. Kone�cn�e matice Ga je regul�arn��, pr�av�e kdy�z T n f4g, pro v�sechna
t�elesa T = Q, R, Z5 a Z7.

(cvi�cen�� od 14:00): Budeme nejprve po�c��tat nad t�elesy Q, R, nejprve vytkneme
z prvn��ho �r�adku a posledn��ho sloupce hopdnotu a:

det(Ga) = det

0
BB@
a 2a a 0
2 4 1 2a
1 0 2 a
3 4 1 3a

1
CCA a2 det

0
BB@
1 2 1 0
2 4 1 2
1 0 2 1
3 4 1 3

1
CCA =

nyn�� od prvn��ho sloupce ode�cteme posledn�� sloupec a pot�e sta�c�� ode�c��st od po-
sledn��ho �r�adky druh�y �r�adek a spo�c��tat determinant horn�� troj�uheln��kov�e matice:

= a2 det

0
BB@
1 2 1 0
0 4 1 2
0 0 2 1
0 4 1 3

1
CCA = a2 det

0
BB@
1 2 1 0
0 4 1 2
0 0 2 1
0 0 0 1

1
CCA = 8a2

Tedy matice Ga je regul�arn��, pr�av�e kdy�z T n f0g pro v�sechna t�elesa T = Q, R, Z5
a Z7, det(Ga) = 8a2 a det(G�1

a ) = 1
8a2 nad t�elesy Q a R, d�ale det(Ga) = 3a2 a

det(G�1
a ) = 2a�2 nad t�elesem Z5 a det(Ga) = a2 a det(G�1

a ) = a�2 nad t�elesem
Z7. �


