
17.2.

1. Ide�aly okruh�u polynom�u

P�ripome�nme, �ze je-li (R;+;�; �; 0; 1) komutativn�� okruh, nazveme mno�zinu I � R
ide�alem, jestli�ze

(1) I je podgrupou grupy (R;+;�; 0) a
(2) i � r 2 I pro v�sechna i 2 I a r 2 R.

Ide�al generovan�y mno�zinou prvk�u a1; : : : ; an budeme zna�cit (a1; : : : ; an)
Komutativn�� okruh (R;+;�; 0; �; 1) nazveme oborem integrity, plat��-li pro ka�zdou dvo-

jici nenulov�ych prvk�u a; b 2 R, �ze a � b 6= 0. O oboru integrity hlavn��ch ide�al�u mluv��me v
p�r��pad�e, �ze jsou v�sechny jeho ide�aly hlavn��, tj. tvaru iR = fi � rj r 2 Rg. Dob�re zn�am�ym
p�r��kladem oboru integrity hlavn��ch ide�al�u jsou okruhy polynom�u o jedn�e nezn�am�e nad
libovoln�ym komutativn��m t�elesem

1.1. Je-li R obor hlavn��ch ide�al�u a I 6= 0 jeho ide�al, doka�zte, �ze jsou n�asleduj��c�� body
ekvivalentn��

(1) I je prvoide�al,
(2) I je maxim�aln�� ide�al,
(3) existuje prvo�cintel p, pro kter�y I = (p).

(2))(1) Snadn�y d�usledek de�nic (nav��c platn�y v jak�emkoli komutativn��m oboru).
(1))(3) V oboru hlavn��ch ide�al�u existuje p 2 I, pro n�e�z I = (p). Zb�yv�a nahl�ednout,

�ze je p prvo�cintel. Necht' p=a � b, pak a � b 2 (p) = I. Proto�ze je I prvoide�al, m�ame bud'

a 2 (p) a tud���z p=a nebo b 2 (p) a tud���z p=b. T��m jsme ov�e�rili, �ze je p prvo�cintel.
(3))(2) Jestli�ze I = (p) ( (j) pro n�ejak�y prvek j 2 R (R je toti�z obor hlavn��ch

ide�al�u), pak p=j, ov�sem prvek p nen�� s j asociov�an. Proto�ze je p prvo�cintel, mus�� b�yt
nutn�e j invertibiln��, tedy (j) = R. �

1.2. Je-li T t�eleso, ov�e�rte, �ze T [x; y] nen�� oborem hlavn��ch ide�al�u.

Sta�c�� uv�a�zit ide�al (x; y) 6= T [x; y]. Kdyby n�ejak�y polynom p 2 T [x; y] generoval ide�al
(x; y), muselo by se jednat o polynom d�eliteln�y polynomy x i y, tedy o invertibiln�� prvek,
co�z je ve sporu s faktem (x; y) 6= T [x; y]. �

1.3. Doka�zte pro ka�zd�e n, �ze je ide�al I = (xn; xn�1y; xn�2y2; : : : ; xyn�1; yn) okruhu T [x; y]
je generov�an nejm�en�e n+ 1 gener�atory.

Vezm�eme si ide�al J = (xn�1; xn�2y; xn�3y2; : : : ; xyn�2; yn�1) a uv�a�z��me, �ze ide�al I=J
faktorov�eho okruhu T [x; y]=J m�a strukturu modulu nad faktorokruhem T [x; y]=(x; y).
Okruh T [x; y]=(x; y) �= T je ov�sem komutativn�� t�eleso a modul nad komutativn��m t�elesem
je pr�av�e vektorov�y prostor. Proto�ze nen�� t�e�zk�e ov�e�rit, �ze b�azi tohoto vektorov�eho prostoru
tvo�r�� mno�zina fxn+J; xn�1y+J; : : : ; yn+Jg, jedn�a se o vektorov�y prostor dimenze n+1.
Kdyby byla v ide�alu I p�r��tomna generuj��c�� mno�zinaG o nejv�y�se n prvc��ch, pak by mno�zina
fg + J; g 2 Gg generovala cel�y vektorv�y prostor T [x; y]=J . To by ov�sem bylo ve sporu s
hodnotou jeho dimenze. �

1.4. Najd�ete ide�al I oboru R[x; y], pro kter�y

(1) V (I) = f(2;�1)g,
(2) V (I) = f(2;�1); (1; 0)g,
(3) V (I) je pr�av�e jednotkov�a kru�znice se st�redem v bod�e (0; 0) 2 A2(R),
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(4) V (I) je pr�av�e jednotkov�a kru�znice se st�redem v bod�e (�1; 4) 2 A2(R),

Nejprve sta�c�� pou�z��t pozorov�an�� z p�redn�a�sky, abychom dostali:

(1) V ((x� 2; y + 1)) = f(2;�1)g; a proto I = (x� 2; y + 1).
(2) V ((x�2; y+1)(x�1; y)) = V ((x�2; y+1))[V ((x�1; y)) = f(2;�1)g[f(1; 0)g =

f(2;�1); (1; 0)g; a proto I = (x� 2; y + 1)(x� 1; y).
(3) Proto�ze je jednotkov�a kru�znice se st�redem v po�c�atku pr�av�e mno�zina bod�u (x; y) 2

A2(R) spl�nuj��c�� rovnost x2 + y2 = 1, je hledan�ym ide�alem I = (x2 + y2 � 1).
(4) Tentokr�at m�ame mno�zinu bod�u (x; y) 2 A2(R) spl�nuj��c�� rovnost

(x+ 1)2 + (y � 4)2 = 1;

je hledan�ym ide�alem I = ((x+1)2 + (y� 4)2� 1) = (x2 +2x+ y2� 8y+16). �

1.5. Najd�ete ide�al I oboru R[x; y; z], aby V (I) = (1; 0; 0) + h(2; 3; 4)i (p�r��mka se sm�erem
(2; 3; 4) proch�azej��c�� bodem (1; 0; 0))

Sta�c�� naj��t soustavu line�arn��ch rovnic, jej��m�z �re�sen��m je uveden�a p�r��mka, nap�r��klad

3x� 2y = 1

4x� 3z = 0

a vz��t p�r��slu�sn�e polynomy 3x � 2y � 1 a 4x � 3z jako gener�atory hledan�eho ide�alu.
Nyn�� u�z je snadn�e nahl�ednout, �ze pro I = (3x � 2y � 1; 4x � 3z) dost�av�ame pr�av�e
V (I) = (1; 0; 0) + h(2; 3; 4)i. �

24.2.

1.6. Je-li Fq kone�cn�e t�eleso �r�adu q, doka�zte, �ze

(1) V (xq � x) = A1(Fq),
(2) I(A1(Fq)) = (xq � x),
(3) V (xq1 � x1; : : : x

q
n � xn) = An(Fq),

(4) (xq1 � x1; : : : x
q
n � xn) � I(An(Fq)).

(1) Sta�c�� si p�ripomenout, �ze xq = x pro ka�zd�y prvek x 2 Fq.
(2) Bud' m�u�zeme argumentovat, �ze je ka�zd�a kone�cn�a mno�zina algebraick�a a �ze xq�x =Q
a2Fq

(x�a) nebo si uv�edom��me, �ze (xq�x) � I(A1(Fq)) a pro ka�zd�y prvek f 2 I(A1(Fq))

plat��, �ze ho d�el��
Q

a2Fq
(x� a) = xq � x.

(3) a (4) I tentokr�at funguje argument, �ze xq � x = 0 pro ka�zd�y prvek x 2 Fq. �

1.7. Popi�ste ide�aly oboru R[x; y]:

(1) I(f(0; 0)g),
(2) I(f(0; 0); (1; 1)g),
(3) I(f(0; 0); (1; 1); : : : ; (n; n)g) pro libovoln�e p�rirozen�e n.

Dle tvrzen�� z p�redn�a�sky okam�zit�e dost�av�ame:

(1) I(f(0; 0)g) = (x; y),
(2) I(f(0; 0); (1; 1)g) = (x; y)(x� 1; y � 1) = (x2 � x; xy � x; xy � y; y2 � y),
(3) I(f(0; 0); (1; 1); : : : ; (n; n)g) =Qn

i=0(x� i; y � i). �

1.8. Doka�zte v oboru R[x; y], �ze

(1) I(f(i; i); i 2 Ng) = (x� y),
(2) (x� y) =

T
n

Qn

i=0(x� i; y � i).
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(1) Okam�zit�e vid��me, �ze (x� y) � I(f(i; i); i 2 Ng).
Abychom ov�e�rili obr�acenou inkluzi, vyd�el��me libovoln�y polynom f 2 I(f(i; i); i 2 Ng)

se zbytkem polynomem (x� y). To m�u�zeme ud�elat, proto�ze na v�sechny polynomy oboru
R[x; y] m�u�zeme nahl���zet jako na polynomy jedn�e neur�cit�e x s koe�cienty v oboru R[y] a
vedouc�� koe�cient polynomu (x� y) je v takov�em p�r��pad�e jist�e invertibiln��.
Tedy v��me, �ze existuj�� polynomy q; r 2 R[x; y], pro n�e�z f = q(x � y) + r. Nav��c

deg(r) < degx(x� y) = 1, proto r 2 R[y]. Proto r = f � q(x� y) 2 I(f(i; i); i 2 Ng). To
ov�sem znamen�a, �ze jsou v�sechna i 2 N ko�renem polynomu r 2 R[y], a tud���z je r = 0.
(2) Proto�ze f(i; i); i � ng � f(i; i); i 2 Ng pro ka�zd�e n, snadno nahl�edneme, �ze (x�y) =

I(f(i; i); i 2 Ng) � I(f(i; i); i � ng) = (x � i; y � i). Abychom ov�e�rili obr�acenou inkluzi,
p�rejdeme k faktorov�emu okruhu R[x; y]=(x � y) �= R[X]. Proto�ze ide�aly (x � i + (x �
y); y � i + (x � y)) = (x � i + (x � y)) �= (X � i) u�z jsou ve faktorov�em okruhu hlavn��,
uva�zujeme fakticky pr�unik

T
n

Qn

i=0(X � i) v oboru R[X]. Ten je ov�sem z�rejm�e nulov�y, a
proto (x� y) =

T
n

Qn

i=0(x� i; y � i) �

1.9. Doka�zte, v oboru R[x; y] �ze I(f(i; i2); i 2 Ng) = (x2 � y).

Postupujeme jako v �uloze 1.8(1) s t��m rozd��lem, �ze nakonec d�el��me se zbytkem nad
okruhem R[y], aby byl zbytek polynomem jedn�e neur�cit�e x. I v takov�em p�r��pad�e je zbytek
polynom s nekone�cn�e mnoha ko�reny. �

3.3.

1.10. Ov�e�rte v oboru R[x; y], �ze I(f(i; i2); i 2 Ng) = Ti2N I(f(j; j2)j j � ig).
V�se se uk�a�ze obdobn�e jako 1.8(2) za pou�zit�� v�ysledku p�redchoz�� �ulohy. �

1.11. Ov�e�rte, �ze existuje automor�smus oboru R[x; y], pro kter�y plat��:

(1) '(x) = x+ 1, '(y) = y � 3,
(2) '(x) = 3x+ y � 1, '(y) = x� y + 1,
(3) '((x+ 5y)) = (x� y), '((x� y)) = (y), '((x+ y)) = (x).

(1) De�nujme zobrazen�� ';  : R[x; y] ! R[x; y] p�redpisy '(p(x; y)) = p(x + 1; y � 3)
a  (p(x; y)) = p(x � 1; y + 3), z�rejm�e ' spl�nuje po�zadavek '(x) = x + 1, '(y) = y � 3.
Proto�ze se jedn�a o dosazen��, ob�e zobrazen�� jsou (dosazovac��) homomor�smy. Nav��c si
uv�edomme, �ze je ka�zd�y R-homnomor�smus (tj. takov�y okruhov�y homomor�smus, kter�y
se na konstant�ach r 2 R chov�a identicky) oboru R[x; y] do sebe je jednozna�cn�e ur�cen
obrazy monom�u x a y. Proto�ze ' (x) = x,  '(x) = x, ' (y) = y a  '(y) = y,
dost�av�ame, �ze ' =  ' = id, a proto jsou ' a  vz�ajemn�e inverzn�� automor�smy oboru
R[x; y].
(2) Postupujeme obdobn�e jako v p�redchoz�� �uloze, tentokr�at si ov�sem v�simneme, �ze

po�zadavek '(x) = 3x+y�1, '(y) = x�y+1 lze ch�apat jako a�nn�� transformaci, kterou
m�u�zeme zapsat maticov�e �

'(x)
'(y)

�
=

�
3 1
1 �1

��
x
y

�
+

��1
1

�
:

Chceme-li potom ur�cit inverzn�� zobrazen��  k zobrazen�� ', sta�c�� n�am invertovat p�r��slu�sn�e
a�nn�� zobrazen��:�

 (x)
 (y)

�
=

�
3 1
1 �1

��1��
x
y

�
�
��1

1

��
=

1

4

�
1 1
1 �3

��
x
y

�
+

�
0
1

�
:
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Tedy de�nujme-li zobrazen�� ';  : R[x; y]! R[x; y] p�redpisy

'(p(x; y)) = p(3x+ y � 1; x� y + 1);  (p(x; y)) = p(
x+ y

4
;
x� y

4
+ 1);

dost�av�ame stejnou argumentac�� jako v (1) z�av�er.
(3) I tentokr�at se jedn�a o element�arn�� line�arn�e algebraickou �ulohu po�c��taj��c�� s a�nn��mi

prostory. Zobrazen�� hlavn��ch ide�al�u, kter�e lze popsat na gener�atorech, je ur�ceno jed-
nozna�cn�e a�z na n�asobek invertibiln��m prvkem. Sn�aze se n�am bude de�novat inverzn��
zobrazen��

 (x) = a(x+ y);  (y) = b(x� y);  (x� y) = a(x+ y)� b(x� y) = x+ 5y;

odkud snadno dopo�c��t�ame a = 3, b = 2. Nyn�� snadno dostaneme:�
 (x)
 (y)

�
=

�
3 3
2 �2

��
x
y

�
a

�
'(x)
'(y)

�
=

�
3 3
2 �2

��1�
x
y

�
=

1

12

�
2 3
2 �3

��
x
y

�
;

a proto '(p(x; y)) = p(2x+3y
12

; 2x�3y
12

);  (p(x; y)) = p(3(x+ y); 2(x� y)). �

1.12. Doka�zte v oboru R[x; y], �ze

(1)
T

n2N

Q
i<n(x� 2i� 1; y � i� 1) = (x� 2y + 3),

(2)
T

n2N

Q
i<n(x� ai) = (y) pro ka�zdou nekone�cnou mno�zinu faiji 2 Ng � R.

V obou �uloh�ach sta�c�� vyu�z��t okruhov�eho izomor�smu dan�eho a�nn�� transformac�� (viz
p�redchoz�� p�r��klad) a tvrzen�� �ulohy 1.8. Konkr�etn�e v (1) uva�zujeme bijektivn�� a�nn�� trans-
formaci, kter�a p�revede p�r��mku (1; 1) + h(2; 1)i (na n���z m�ame nekone�cn�e mnoho bod�u) na
p�r��mku h(1; 1)i (pro ni�z jsme ot�azku v 1.8 vy�re�sili) a v �uloze (2) uva�zujeme bijektivn��
a�nn�� transformaci p�rev�ad�ej��c�� h(1; 0)i na h(1; 1)i. �

10.3.

2. Algebraick�e mno�ziny

2.1. Ov�e�rte, �ze je mno�zina algebraick�a a najd�ete jej�� rozklad na variety:

(1) f(1; 2; 3)g � A3(R),
(2) f(0; 0; 0); (1; 2; 3); (4; 4; 4)g � A3(R),
(3) libovoln�a podmno�zina � A3(Fq), kde Fq je kone�cn�e t�eleso.
(4) f(t; t2; t3)j t 2 Rg � A3(R),
(5) f(cos t; sin t)j t 2 Rg � A2(R).

(1) V��me, �ze plat�� V (x� 1; y � 2; z � 3) = f(1; 2; 3)g tedy jde o algebraickou mno�zinu.
Zjevn�e je nerozlo�ziteln�a.
(2) Proto�ze kone�cn�e sjednocen�� algebraick�ych mno�zin je op�et algebracik�a mno�zina,

jedn�a se o algebraickou mno�zinu a

f(0; 0; 0); (1; 2; 3); (4; 4; 4)g = f(0; 0; 0)g [ f(1; 2; 3)g [ f(4; 4; 4)g
je jej�� rozklad na variety.
(3) Proto�ze je ka�zd�a podmno�zina kone�cn�e mno�ziny � A3(Fq) kone�cn�a, jde op�et o

algebraickou mno�zinu, jej���z rozklad na variety sest�av�a z jednoprvkov�ych podmno�zin.
(4) Snadno spo�c��t�ame, �ze A4 = f(t; t2; t3)j t 2 Rg = V (x2 � y; x3 � z). Je-li f 2

I(A4) m�u�zeme postupn�e vyd�elit se zbytkem nejprve nad okruhem (R[x; z])[y] polynomem
x2 � y a pot�e zbytek, kter�y u�z je jen polynomem z oboru R[x; z] nad okruhem (R[x])[z]
polynomem x3� z a dostaneme f = q1(x

2� y)+ q2(x3� z)+ r, kde r 2 R[x]. Proto�ze r 2
I(A4), je r(t) = 0 pro v�sechna t 2 R, tedy r = 0. Zjistili jsme, �ze I(A4) = (x2� y; x3� z)
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a dok�a�zeme-li, �ze (x2� y; x3� z) je prvoide�al, budeme v�ed�et, �ze A4 je dokonce varieta. K
tomu si ov�sem sta�c�� v�simnout, �ze (x2�y; x3�z) je pr�av�e j�adro dosazovac��ho homomor�smu

 : R[x; y; z] ! R[x], kde 
(p(x; y; z)) = p(x; x2; x3), proto�ze R[x; y; z]=Ker
 �= R[x] je
obor integrity.
(5) Snadno usoud��me, �ze A5 = f(cos t; sin t)j t 2 Rg obsahuje pr�av�e v�sechny body

jednotkov�e kru�znice se st�redem v bod�e (0; 0). To znamen�a, �ze A5 = V (x2+y2�1) a jedn�a
se tud���z o algebraickou mno�zinu. D�ale nahl�edneme, �ze IV (x2 + y2 � 1) = (x2 + y2 � 1).
Jestli�ze f 2 IV (x2 + y2 � 1), pak m�u�zeme f vyd�elit se zbytkem nad okruhem (R[x])[y]
polynomem x2 + y2 � 1, kter�y tedy ch�apeme jako polynom v prom�enn�e y a dostaneme,
�ze f = q(x2 + y2 � 1) + ay + b, kde a; b 2 R[x]. V�simn�eme si, �ze

a(cos(t)) sin(t)+b(cos(t)) = a(cos(�t)) sin(�t)+b(cos(�t)) = �a(cos(t)) sin(t)+b(cos(t));
proto a(cos(t)) = 0 pro v�sechna t 2 R, tedy a = 0. To znamen�a, �ze i b(cos(t)) = 0 pro
v�sechna t 2 R a t��m m�ame dok�az�ano, �ze IV (x2 + y2 � 1) = (x2 + y2 � 1).
Kone�cn�e, ov�e�r��me-li tedy, �ze je polynom x2 + y2 � 1 ireducibiln��, bude (x2 + y2 � 1)

prvoide�al, a tud���z podle tvrzen�� z p�redn�a�sky bude A5 varieta. Necht' tedy x
2+y2�1 = a �b

a ch�apejme x2+y2�1 jako na polynom (nap�r��klad) v prom�enn�e x s s koe�cienty v oboru
R[y]. Kdyby degx(a) = 2, pak degx(b) = 0 a nen�� te�zk�e nahl�ednout, �ze u�z nutn�e mus��
b�yt b invertibiln��. Kdyby degx(a) = 1, pak by v R[y] musel existovat polynom q spl�nuj��c��
q2 = 1� y2, co�z neplat��, a proto je x2 + y2 � 1 ireducibiln��. �

2.2. Ov�e�rte, �ze mno�zina B = f(t; cos t); t 2 Rg nen�� v A2(R) algebraick�a.

Ozna�cme pro ka�zd�e c 2 (��
2
; �
2
) mno�zinu

Bc = f(2k� + c; cos 2k� + c); k 2 Zg = f(2k� + c; cos c); k 2 Zg
a v�simn�eme si, �ze Bc � B, a proto I(Bc) � I(B) a V I(Bc) � V I(B). Nav��c obdobn�e jako
v �uloze 1.12(2) zjist��me, �ze I(Bc) �

T
n2N

Q
i<n(x � 2i� + c; y � cos c) = (y � cos c). To

znamen�a, �ze f(t; cos c)j t 2 Rg = V (y � cos c) = V I(Bc): Tedy vid��me, �ze V I(B) 6= B,
tud���z mno�zina B nem�u�ze b�yt algebraick�a. �

17.3.

2.3. Je-li T nekone�cn�e t�eleso a p 2 T [x], doka�zte, �ze je f(t; p(t)); t 2 Tg varieta.

Nejprve si v�simn�eme, �ze A = f(t; p(t)); t 2 Tg je pr�av�e mno�zina v�sech �re�sen�� poly-
nomi�aln�� rovnice p(x) = y, co�z znamen�a, �ze A = V (p(x)� y). Proto z�rejm�e (p(x)� y) �
I(A).
Vyd�el��me-li nyn�� libovoln�y polynom f 2 I(A) se zbytkem polynomem p(x) � y v

okruhu (T [x])[y] (tj. na f nahl���z��me jako na polynom v prom�enn�e y s koe�cienty v T [x])
dostaneme f = q(p(x) � y) + r, kde degy(r) < degy(p(x) � y) = 1, tj. r 2 T [x]. Proto�ze
r(t) = 0 pro v�sechna t 2 T , vid��me, �ze I(A) = (p(x)� y).
Necht' p(x) � y = a � b v oboru (T [x])[y], pak bez �ujmy na obecnosti dost�av�ame, �ze

a 2 T [x] a b = cy+ d pro c; d 2 T [x]. To ov�sem znamen�a, �ze c � a = �1, proto je polynom
p(x) � y v oboru T [x; y] ireducibiln�� a tud���z (p(x) � y) prvoide�al. Tvrzen�� z p�redn�a�sky
potom implikuje, �ze je A varieta. �

2.4. Napi�ste rozklad mno�ziny V (x+ y3) na variety nad libovoln�ym t�elesem T .

Je-li T nekone�cn�e t�eleso, pak snadnou aplikac�� p�redchoz��ho p�r��kladu (spolu s p�rehoze-
n��m sou�radnic) dost�av�ame, �ze je sama mno�zina V (x+ y3) = f(�t3; t); t 2 Tg varieta.
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Je-li T kone�cn�e t�eleso, pak podle 2.1(3) dost�av�ame rozklad na jednoprvkov�e variety
V (x+ y3) = f(�t3; t); t 2 Tg = St2Tf(�t3; t)g �

2.5. Uva�zujme spojitou re�alnou funkci f na cel�em R a dv�e nekone�cn�e posloupnosti
re�aln�ych �c��sel fxng1n=0 a fyng1n=0, pro kter�e xn ! +1 a yn ! +1. Jestli�ze pro ka�zd�e n
plat��, �ze f(xn) = f(xn+1) < f(yn) = f(yn+1), doka�zte, �ze mno�zina f(t; f(t)); t 2 Tg nen��
algebraick�a.

�Uvaha zobec�nuje 2.2. Ozna�c��me a = f(x1) a b = f(y1) Nejprve si uv�edom��me, �ze
pro ka�zd�e c 2 (a; b) existuje posloupnost zc;n, pro n���z f(zc;n) = c, n 2 N a pot�e op�et
de�nujeme mno�zinu

Bc = f(zc;n; f(zc;n)); n 2 Ng = f(zc;n; c); n 2 Ng:
Stejnou argumentac�� jako v �uloze 2.2 dostaneme, �ze

f(t; c)j t 2 Rg = V (y � c) = V I(Bc);

tud���z V I(B) 6= B, a proto B nem�u�ze b�yt algebraickou mno�zinou. �

2.6. Doka�zte, �ze mno�zina V (xz � y2; z3 � x5) nen�� v A3(C) varietou.

Nejprve z druh�eho polynomu z3 � x5 zjist��me, �ze

V (xz � y2; z3 � x5) = f(t3; b; t5)j t 2 C; t8 � b2 = 0g =
= f(t3; t4; t5)j t 2 Cg [ f(t3;�t4; t5)j t 2 Cg:

Proto�ze snadno spo�c��t�ame, �ze

f(t3; t4; t5)j t 2 Cg = V (xz � y2; z3 � x5; y3 � x4)

a

f(t3;�t4; t5)j t 2 Cg = V (xz � y2; z3 � x5; y3 + x4);

vid��me, �ze je V (xz � y2; z3 � x5) sjednocen��m dvou vlastn��ch algebraick�ych podmno�zin,
tedy nem�u�ze j��t o varietu. �

2.7. Uka�zte, �ze P = (x2 + y2(y � 1)2) je prvoide�al oboru oboru R[x; y] a �ze algebraick�a
mno�zina V (P ) nen�� v A2(R) varietou.

Nejprve poznamenejme, �ze nahl���z��me-li na x2+y2(y�1)2 jako na polynom v prom�enn�e
x s koe�cienty v oboru R[y], pak snadno zjist��me, �ze x2 + y2(y � 1)2 je ireducibiln��, v
opa�cn�em p�r��pad�e by v R[y] musel existovat polynom q spl�nuj��c�� q2 = �y2(y � 1)2, co�z
z�rejm�e nad t�elesem re�aln�ych �c��sel neplat��. Proto�ze je polynom x2+y2(y�1)2 ireducibiln��,
je (x2 + y2(y � 1)2) prvoide�al.
Proto�ze x2 � 0 y2(y � 1)2 � 0 pro v�sechna re�aln�a �c��sla x; y 2 R, snadno nyn��

dopo�c��t�ame, �ze V (P ) = f(0; 0); (0; 1)g, tedy V (P ) = f(0; 0)g[f(0; 1)g je rozklad mno�ziny
na dvojici variet. �

24.3.

2.8. Najd�ete rozklad na variety algebraick�ych mno�zin v prostoru A2(C) a A2(R):

(1) V (x3 + x� x2y � y),
(2) V (x3 + y2 � x2y � xy),
(3) V (y2 � x(x� 1)(x� �)) pro � 2 C (� 2 R).
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(1) Sta�c�� uv�a�zit, �ze x3 + x� x2y � y = (x� y)(x2 + 1) = (x� y)(x+ i)(x� i), proto

V (x3 + x� x2y � y) = V (x� y) [ V (x2 + 1) =

= f(t; t)j t 2 Cg [ f(i; t)j t 2 Cg [ f(�i; t)j t 2 Cg
je rozklad na variety v komplexn��m oboru. Nad re�aln�ymi �c��sly je V (x3 + x� x2y � y) =
f(t; t)j t 2 Rg u�z varietou, proto�ze V (x2 + 1) = ;.
(2) Obdobn�e jako v (1) m�ame x3 + y2 � x2y � xy = (x� y)(x2 � y), a proto

V (x3 + y2 � x2y � xy) = V (x� y) [ V (x2 � y) = f(t; t)j t 2 Tg [ f(t; t2)j t 2 Tg
je rozklad na variety pro T = R nebo T = C.
(3) Uva�zujme T = R;C. Nejprve obvykl�ym zp�usobem nahl�edneme, �ze je polynom

p = y2 � x(x � 1)(x � �) ireducibiln��. Sta�c�� k tomu ch�apat p jako polynom v prom�enn�e
y a rozmyslet si, �ze rozklad na sou�cin polynom�u stupn�e 1 by vedl na �ulohu odmocnit
x(x� 1)(x� �) v oboru T [x] a rozklad na sou�cin polynomu z T [x] a polynomu nad y (s
koe�cienty v T [x]) stupn�e 2.
Nyn�� sta�c��, abychom ov�e�rili, �ze IV (y2 � x(x � 1)(x � �)) = (y2 � x(x � 1)(x � �)).

To m�u�zeme bud' prov�est podobn�e jako v p�redchoz��ch �uloh�ach prov�est p�r��mo d�elen��m se
zbytkem v oboru (T [x])[y] nebo vyu�zijeme v�ysledek n�asleduj��c�� �ulohy 2.12.
Zjistili jsme, �ze je V (y2 � x(x� 1)(x� �)) varieta. �

2.9. Jak bude vypadat rozklad na variety algebraick�ych mno�zin z p�redchoz�� �ulohy v
prostoru A2(T ) pro

(1) T kone�cn�e t�eleso,
(2) T nekone�cn�e t�eleso charakteristiky r�uzn�e od 2,
(3) T nekone�cn�e t�eleso charakteristiky 2.

(1) Nad kone�cn�ym t�elesem jsou variety pr�av�e jednoprvkov�e, tedy sta�c�� vz��t rozklad na
jednobodov�e mno�ziny
(2) Jestli�ze existuje n�ejak�y ko�ren a 2 T polynomu x2 + 1, potom jsou �re�sen�� stejn�a

jako v 2.8 pro komplexn�� �c��sla. V opa�cn�em p�r��pad�e m�a �re�sen�� tvar stejn�y jako v re�aln�em
p�r��pad�e.
(3) Pro t�eleso charakteristiky 2 z�rejm�e plat��, �ze m�a polynom x2 + 1 = (x + 1)(x + 1)

pr�av�e jeden ko�ren 1, proto se algebraick�a mno�zina v �uloze 2.8(1) rozpad�a na sjednocen��
dvou variet

V (x3 + x� x2y � y) = V (x� y) [ V (x2 + 1) = f(t; t)j t 2 Cg [ f(1; t)j t 2 Cg:
�Re�sen�� ostatn��ch �ulohy u�z je stejn�e jako v 2.8. �

2.10. Rozhodn�ete, zda je varietou algebraick�a mno�zina v A2(T ) pro nekone�cn�e t�eleso T :

(1) V (x7 � x3 � x+ 1; y3 � y),
(2) V (p; q), kde p 2 T [x] a q 2 T [y].
(1) V�simn�eme si, �ze V (x7 � x3 + 3; y3 � y) = f(a; b)j a7 � a3 + 3 = 0 = b3 � bg, co�z je

z�rejm�e kone�cn�a mno�zina. Nav��c (1; 0); (1; 1) 2 V (x7 � x3 + 3; y3 � y), tedy nem�u�ze j��t o
varietu.
(2) Op�et nahl�edneme, �ze V (p; q) = f(a; b)j p(a) = 0 = q(b)g, tedy jde z�rejm�e o kone�cnou

mno�zinu, kter�a je varietou, pr�av�e kdy�z je nejv�y�se jednoprvkov�a. Tedy V (p; q) je varieta
pr�av�e kdy�z existuje nejv�y�se jeden ko�ren polynomu p i polynomu q. �

2.11. Necht' p; q 2 T [x; y] jsou dva nesoud�eln�e polynomy. Doka�zte, �ze V (p; q) je kone�cn�a
mno�zina.
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Na polynomy p; q m�u�zeme nahl���zet jako na prvky oboru T (x)[y], kde T (x) zna�c��
pod��lov�e t�eleso oboru T [x], tedy obor racion�aln��ch lomen�ych funkc�� v jedn�e neur�cit�e x.
Tento obor je Eukleid�uv, proto mus�� existovat u; v 2 T (x)[y], pro n�e�z up + vq = 1.
Vezmeme-li n�ejak�eho spole�cn�eho jmenovatele h 2 T [x] v�sech koe�cient�u polynom�u u; v,
pak hup+ hvq = h, kde u�z hu; hv 2 T [x; y]. Proto�ze je h nenulov�y, existuje jen kone�cn�e
mnoho ko�ren�u Kx polynomu h. Nyn�� stejnou �uvahou pro obor T (y)[x] najdeme polynomy
g 2 T [y] a r; s 2 T [x; y], pro n�e�z rp + sq = g. Ozna�c��me-li Ky v�sechny ko�reny polynomu
g, pak vid��me, �ze

V (p; q) � V (g; h) = Kx �Ky:

Tedy V (p; q) je kone�cn�a mno�zina. �

31.3.

2.12. Je-li g 2 T [x; y] ireducibiln�� polynom a V (g) nekone�cn�e, doka�zte, �ze IV (g) = (g),
a �ze je V (g) varieta.

V��me, �ze (g) � IV (g). P�redpokl�adejme f 2 IV (g) n (g). Proto�ze je g ireducibiln�� a g
ned�el�� f , jsou polynomy f a g v T [x; y] nesoud�eln�e. D�ale V (g) = V IV (g) � V (f; g), nebot'

(f; g) � IV (g). Ov�sem V (f; g) je podle 2.11 je kone�cn�e, co�z je ve sporu s p�redpokladem,
�ze V (g) je nekone�cn�a mno�zina. Z�av�er, �ze je V (g) varieta okam�zit�e plyne z faktu, �ze
IV (g) = (g) je prvoide�al. �

2.13. Doka�zte, �ze je V (x2 + xy + y) � A2(C) varieta.

Vyu�zijeme 2.12, a proto sta�c��, abychom nahl�edli, �ze je polynom x2+xy+y ireducibiln��
a V (x2 + xy + y) nekone�cn�e. P�r��m�ym v�ypo�ctem dostaneme

f(t;� t2

t+ 1
j t 2 C n f�1g)g � V (x2 + xy + y);

tud���z druh�a podm��nka z�rejm�e plat��. Proto�ze je v prom�enn�e y polynom x2+xy+y stupn�e
1 a v prom�enn�e x stupn�e 2 a nav��c tento polynom zjevn�e nen�� sou�cinem polynomu stupn�e
0 nad x a polynomu stupn�e 0 nad y (tj. jednoho prvku oboru C[x] a jednoho prvku oboru
C[y]), znamenala by jeho reducibilita, �ze by byl tvaru (x��)(x� �) pro �; � 2 C[y], co�z
nenast�av�a. �

3. Sou�radnicov�e okruhy

3.1. Popi�ste sou�radnicov�y okruh �(A) pro varietu A = V (x2 + xy + y) � A2(C). Roz-
hodn�ete, zda je �(A) t�eleso, p�r��padn�e, zda se jedn�a o C-algebru s jedn��m gener�atorem.

P�ripome�nme, �ze

�(A) = C[x; y]=I(A) �= ff : A! Cj (9p 2 C[x; y])(8(a) 2 A) : f(a) = p(a)g:
V p�redchoz�� �uloze jsme zjistili, �ze I(A) = (x2+xy+y), proto �(A) = C[x; y]=(x2+xy+y).
Snadno nahl�edneme, �ze hlavn�� ide�al (x2 + xy + y) nen�� maxim�aln�� (nap�r��klad proto �ze
(x2 + xy + y) ( (x; y)), tud���z �(A) nen�� t�eleso.
Nyn�� uk�a�zeme, �ze �(A) nen�� ani jednogenerovanou C-algebrou. Budeme ke sporu

p�redpokl�adat, �ze existuje n�ejak�y C-homomor�smus ' : C[t] ! �(A), kter�y je na cel�e
�(A). Proto�ze je obor C[t] Eukleid�uv, existuje polynom p 2 C[t], pro kter�y Ker' = (p).
Poznamenejme, �ze podle 1.v�ety o izomor�smu C[t]=Ker' �= �(A). Kdyby by byl polynom
p nenulov�y, pak by musel b�yt ireducibiln��, co�z by znamenalo, �ze C[t]=Ker' �= �(A) �= C
To u�z jsme ov�sem vylou�cili v prvn�� �uvaze. Zb�yv�a mo�znost, �ze p = 0, a proto C[t] �= �(A).
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Tuto variantu m�u�zeme bud' vylou�cit p�r��mo�carou �uvahou o vlastnostech gener�atoru '(t)
nebo pou�zijeme n�asleduj��c�� obecn�ej�s�� tvrzen��. �

7.4.

3.2. Uka�zte, �ze pro varietu A = V (x2 + xy + y) � A2(C) neexistuje �z�adn�y prost�y homo-
mor�mus sou�radnicov�eho okruhu �(A) do C[t] .

Uva�zujme n�ejak�y homomor�smus ' : �(A)! C[t]. Nejprve si v�simn�eme, �ze tak�e C[t] je
sou�radnicov�y okruh, tentokr�at varietyA1(C), kde I(A1(C)) = (0), a tud���z mm�ame izomor-
�smus C[t]=I(A1(C)) �= C[t]. To znamen�a, �ze mus�� existovat polynomi�aln�� zobrazen�� f :
C[t] ! A, pro kter�e f � = '. Ozna�cme si p1(t); p2(t) 2 C[t], pro n�e�z f(t) = (p1(t); p2(t)).

Potom nutn�e p21 + p1p2 + p2 = 0, a proto p2 = � p2
1

p1+1
. Z�rejm�e gcd(p21; p1 + 1) = 1, a proto

p1 a tud���z i p2 mus�� b�yt konstantn��, Odtud okam�zit�e vid��me, �ze ' nem�u�ze b�yt prost�e
zobrazen�� (dokonce Ker' je nutn�e maxim�aln��) �

V n�asleduj��c��ch dvou �uloh�ach pou�zijeme v�ysledk�u �uloh 2.1(4) a 2.3.

3.3. Najd�ete sou�radnicov�y okruh �(V ) variety V = f(t; t2; t3)j t 2 Rg � A3(R) a doka�zte,
�ze V �= A1(R) a �(V ) �= R[t].

V �uloze 2.1(4) jsme zjistili, �ze I(V ) = (x2 � y; x3 � z) a �ze pro polynomi�aln�� zobrazen��
f : A1(R) ! V dan�e vztahem f(t) = (t; t2; t3) je indukovan�e zobrazen�� f � : �(V ) =
R[x; y; z]=I(V ) ! R[t] okruhov�y izomor�smus. Tud���z je izomor�smem variet i zobra-
zen�� f , v�simn�eme si, �ze inverzn�� polynomi�aln�� zobrazen�� g : V ! A1(R) je d�ano pr�av�e
p�redpisem g(x; y; z) = x. �

3.4. Ov�e�rte, �ze je pro varietu V = V (x � y2) � A2(R) zobrazen��  : �(V ) ! R[t] dan�e
vztahem  (p+ I(V )) = p(t2; t) okruhov�ym izomor�smem.

Proto�ze z �ulohy 2.3 snadno dostaneme, �ze V (x � y2) = f(t2; t)j t 2 Rg, zobrazen��  
mezi sou�radnicov�ymi okruhy je tvaru  = f � pro polynomi�aln�� zobrazen�� odpov��daj��c��ch
variet f : A1(R)! V dan�e vztahem f(t) = (t2; t). Nyn�� sta�c�� ov�e�rit, �ze je f izomor�smus
variet. Vid��me, �ze pro g : V ! A1(R) dan�e g(x; y) = (y) dost�av�ame, �ze fg = idV a
gf = idA1(R), tedy f je izomor�smus variet a  = f � izomor�smus okruh�u. �

Uv�a�z��me polynomi�aln�� zobrazen�� f : V1 ! V2 dvou variet a j��m indukovan�y homo-
mor�smus p�r��slu�sn�ych sou�radnicov�ych okruh�u f � : �(V2) ! �(V1). P�ripome�nme, �ze je-
li f na, pak pro ka�zd�y polynom p ur�cuj��c�� rozkladovou t�r��du v okruhu �(V2) plat��, �ze
p(f(V1)) = p(V2), tedy jestli�ze p(f) 2 I(V1), pak p 2 I(V2). Tedy p�redpoklad f je na
implikuje, �ze f � je prost�e.

3.5. Uva�zujme mno�zinu V = V (y2 � x2(x + 1)) � A2(R) a de�nujme zobrazen�� ' :
R[x; y]=I(V )! R[t] p�redpisem '(p+ I(V )) = p(t2 � 1; t(t2 � 1)).

(1) Doka�zte, �ze V je varieta, a uka�zte R[x; y]=I(V ) jej�� sou�radnicov�y okruh.
(2) Ov�e�rte, �ze je ' dob�re de�novan�y okruhov�y homomor�smus.
(3) Najd�ete (jednozna�cn�e ur�cen�e) polynomi�aln�� zobrazen�� f : A1(R)! V , aby ' = f �.
(4) Doka�zte, �ze je f na a ' prost�e.

(1) Sta�c��, abychom obvykl�ym zp�usobem nahl�edli, �ze je V nekone�cn�a (sta�c�� pro ka�zd�e

x > �1 vz��t y = jxjp(x+ 1), aby (x; y) 2 V ) a �ze je polynom y2� x2(x+1) ireducibiln��
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(viz 2.8). Pak d��ky 2.12 I(V ) = (y2 � x2(x + 1)) a V je varietou a se sou�radnicov�ym
okruhem �(V ) = R[x; y]=(y2 � x2(x+ 1)).
(2) Je-li zobrazen�� korektn��, z�rejm�e jde o homomor�smus, nebot' na n�ej m�u�zeme nahl���zet

jako na dosazovac�� homomor�smus. Uk�a�zeme, �ze je zobrazen�� ' dob�re de�novan�e, tedy, �ze
pro dva reprezentanty a; b 2 R[x; y] stejn�e rozkladov�e t�r��dy, tj. jestli�ze a+I(V ) = b+I(V ),
plat��, �ze

a(t2 � 1; t(t2 � 1)) = b(t2 � 1; t(t2 � 1)):

Proto�ze a � b 2 I(V ) = (y2 � x2(x + 1)), sta�c�� ov�e�rit, �ze p(t2 � 1; t(t2 � 1)) = 0 pro
gener�ator p = y2 � x2(x+ 1) ide�alu I(V ) , z�rejm�e tedy

p(t2 � 1; t(t2 � 1)) = (t(t2 � 1))2 � (t2 � 1)2(t2 � 1 + 1) = 0:

(3) Uv�edom��me-li si, �ze R[t] �= R[t]=(0) je sou�radnicov�ym okruhem variety A1(R),
kde I(A1(R)) = 0, a p�ripomeneme-li, �ze m�ame vz�ajemn�e jednozna�cnou p�rirozenou ko-
respondenci (tj. zachov�avaj��c�� skl�ad�an��) mezi syst�emem polynomi�aln��ch func�� variet a
homomor�smy jim odpov��daj��c��ch sou�radnicov�ych okruh�u, sta�c�� n�am vz��t obrazy

'(x+ I(V )) = t2 � 1; '(y + I(V )) = t(t2 � 1);

kter�e ur�cuj�� hledan�e polynomi�aln�� zobrazen�� f(t) = (t2 � 1; t(t2 � 1)).
(4) V�simn�eme si, �ze (0; 0) je jedin�y prvek variety V s nulovou prvn�� sou�radnic�� a

de�nujme nejprve zobrazen�� g : V 0 = V n f(0; 0)g ! A1(R) p�redpisem g(x; y) = y

x
.

Uk�a�zeme, �ze fg(V 0) = V 0. Vezm�eme (x; y) 2 V 0 a ozna�cme t = g(x; y) = y

x
. Proto�ze

(x; y) 2 V , plat��, �ze (y2 � x2(x + 1) = 0, a proto x + 1 = ( y
x
)2 = t2. Nyn�� snadno

spo�c��t�ame, �ze

fg(x; y) = (t2 � 1; t(t2 � 1)) = (x+ 1� 1;
y

x
(x+ 1� 1)) = (x; y):

Nav��c f(1) = f(�1) = (0; 0). Zjistili jsme, �ze f(A1(R)) = V , proto je f zobrazen�� na cel�e
V a tedy ' = f � je podle �uvahy p�red �ulohou prost�y homomor�smus. �

14.4.

3.6. Necht' V � An(T ) a W � Am(T ) jsou dv�e variety nad t�elesem T a bud' f : V ! W
polynomi�aln�� zobrazen��. Je-li f(V ) algebraick�a mno�zina, doka�zte, �ze je f(V ) ireducibiln��.

Uv�a�z��me (dosazovac��) homomor�mus bf : T [x1; : : : ; xm] ! �(V ) dan�y vztahem bf(p) =
p(t) + I(V ), kde �(V ) = T [y1; : : : ; yn]=I(V ) ozna�cuje sou�radnicov�y okruh variety V .

V�simn�eme si, �ze bf dostaneme jako slo�zen�� p�rirozen�e projekce

� : T [x1; : : : ; xm]! �(W ) = T [x1; : : : ; xm]=I(W )

a indukovan�eho homomor�smu f � : �(W ) ! �(V ), tj bf = f ��. Nyn�� spo�c��t�ame j�adro

homomor�smu bf :
Ker bf = fp 2 T [x1; : : : ; xm]j bf(p) = 0 + I(V )g =

= fp 2 T [x1; : : : ; xm]j p(f) + I(V ) = 0 + I(V )g =
= fp 2 T [x1; : : : ; xm]j p(f) 2 I(V )g =
= fp 2 T [x1; : : : ; xm]j p(f(V )) = 0g = I(f(V )):

Proto�ze T [x1; : : : ; xm]=Ker bf je izomorfn�� podokruhu oboru integrity �(V ), jde rovn�e�z

o obor integrity, a tud���z je Ker bf = I(f(V )) prvoide�alem. Nyn�� u�z v��me, �ze je algebraick�a
mno�zina f(V ) ireducibiln��. �

Vr�at��me se znovu k p�r��kladu 2.6.
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3.7. Najd�ete rozklad na variety algebraick�e mno�ziny V (xz � y2; z3 � x5) v A3(C).

P�ripome�nme, �ze jsme 2.6 dok�azali

V (xz � y2; z3 � x5) = f(t3; t4; t5)j t 2 Cg [ f(t3;�t4; t5)j t 2 Cg:
Nav��c v��me, �ze ob�e mno�ziny V1 = f(t3; t4; t5)j t 2 Cg a V2 = f(t3;�t4; t5)j t 2 Cg
jsou algebraick�e, zb�yv�a tedy nahl�ednout, �ze jsou ireducibiln��. K tomu sta�c�� vyu�z��t poly-
nomi�aln��ch zobrazen�� fi : A

1(C)! A3(C), fi(t) = (t3; (�1)i�1t4; t5), kde i = 1; 2. Proto�ze
fi(A

1(C)) = Vi, obdr�z��me jejich ireducibilitu pou�zit��m tvrzen�� �ulohy 3.6. �

V n�asleduj��c��ch �uloh�ach budeme pou�z��vat zna�cen��

V1 = f(t3; t4; t5)j t 2 Cg; V2 = f(t3;�t4; t5)j t 2 Cg
pro p�r��slu�sn�e variety v a�nn��m prostoru A3(C).

3.8. Rozhodn�ete, zda jsou variety V1 a V2 izomorfn��.

Najdeme dvojici polynomi�aln��ch zobrazen�� p : V1 ! V2 a q : V2 ! V1, aby pq = idV2 a
qp = idV1 . Sta�c�� z�rejm�e vz��t polynomi�aln�� zobrazen�� dan�a p�redisem p(x; y; z) = q(x; y; z) =
(x;�y; z). �

3.9. Rozhodn�ete, zda jsou sou�radnicov�e okruhy variet V1 a V2 izomorfn��.

Proto�ze je polynomi�aln�� zobrazen�� p : V1 ! V2 z p�redchoz�� �ulohy izomor�smem,
indukuje izomor�mus sou�radnicov�ych okruh�u p� : �(V2) ! �(V1). Poznamenejme, �ze
id�(V2) = (pq)� = q�p� a id�(V1) = (qp)� = p�q�. �

3.10. Popi�ste sou�radnicov�y okruh variety V1.

Strukturu sou�radnicov�eho okruh variety V1 n�am odhal�� homomor�msus g� : �(V1) !
�(A1(C)) �= C[t] indukovan�y polynomi�aln��m zobrazen��m g : A1(C) ! V1, g1(t) =
(t3; t4; t5) (v�simn�eme si, �ze jde o polynomi�aln�� zobrazen�� de�novan�e stejn�ym p�redpisem
jako f1, ale s omezen�ym oborem hodnot). Proto�ze se jedn�a o zobrazen�� na varietu V1,
v��me, �ze je homomor�smus g� prost�y, a proto je �(V1) �= g�(�(V1)), co�z je podalgebra
C-algebry C[t]. Uk�a�zeme, �ze

g�(�(V1)) = fc+ t3 � hj c 2 C; h 2 C[t]g = f
X
i

hit
i 2 C[t]j h1 = h2 = 0g:

Poznamenejme, �ze druh�a rovnost je z�rejm�a a ozna�cme S = fc + t3 � hj c 2 C; h 2 C[t]g.
Proto�ze

g�(x+ I(V1)) = t3; g�(y + I(V1)) = t4; g�(z + I(V1)) = t5 2 S;
kde x + I(V1), y + I(V1), z + I(V1) jsou gener�atory C-algebry �(V1), dost�av�ame inkluzi
g�(�(V1)) � S. Naopak, z�rejm�e C � g�(�(V1)) a zb�yv�a dok�azat, �ze ti 2 g�(x+ I(V1)) pro
v�sechna i � 3, co�z vid��me okam�zit�e ze vztah�u:

g�(xj + I(V1)) = t3j; g�(xjy + I(V1)) = t3j+4; g�(xjz + I(V1)) = t3j+5; j � 0:

�

3.11. Rozhodn�ete, zda jsou variety A1(C) a V1 izomorfn�� a zda jsou jako C-algebry
izomorfn�� sou�radnicov�e okruhy variet A1(C) a V1.
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Samoz�rejm�e sta�c��, abychom rozhodli jednu z ekvivalentn��ch ot�azek. Vzhledem k tomu,
�ze je sou�radnicov�y okruh �(A1(C)) izomorfn�� C[t] a �ze jsme v p�redchoz��m p�r��kladu popsali
sou�radnicov�y okruh �(V1) �= S = fPi hit

i 2 C[t]j h1 = h2 = 0g, sta�c�� dok�azat, �ze S nen��
algebra nad C s jedn��m gener�atorem.
P�redpokl�adejme ke sporu, �ze v 2 S generuje C-algebru S. Kv�uli stup�n�um polynom�u

v S mus�� b�yt nutn�e deg(v) = 3, tedy v = at3 + b pro a; b 2 C, a 6= 0. V takov�em
p�r��pad�e ov�sem pro ka�zd�e p(u) 2 S plat��, �ze degt(p(u)) = 3 degu(p(u)), tedy t4 =2 C[v]
a dost�av�ame spor s p�redpokladem S = C[v]. T��m jsme ov�e�rili, �ze �(V1) 6�= �(A1(C)), a
tud���z A1(C) 6�= V1. �

28.4.

3.12. Spo�c��tejte V (I), I(V (I)) a dimC(R=I), jestli�ze

(1) I = (x2 + y2; x2 � y2) je ide�al oboru R = C[x; y]
(2) I = (x1; x

2
2; : : : ; x

n
n) je ide�al oboru R = C[x1; : : : ; xn],

(3) I = ((x� 2)6; (x+ y)5; (z2 + 1)3) je ide�al oboru R = C[x; y; z].

(1) Nejprve ov�e�r��me, �ze I = (x2; y2). Z�rejm�e I � (x2; y2) a naopak

x2 =
1

2
(x2 + y2 + x2 � y2); y2 = x2 + y2 � x2 2 I;

proto (x2; y2) = I. Nyn�� snadno dok�a�zeme, �ze 1 + I; x + I; y + I; xy + I tvo�r�� b�azi
C[x; y]=I jako vektorov�eho prostoru nad t�elesem C. Nejprve si v�simneme, �ze m�ame-li
line�arn�� kombinaci

a+ bx+ cy + dxy + I = a(1 + I) + b(x+ I) + c(y + I) + d(xy + I) = 0 + I

pro a; b; c; d 2 C, pak a + bx + cy + dxy 2 I Proto a = b = c = d = 0, tedy posloupnost
1+ I; x+ I; y+ I; xy+ I je line�arn�e nez�avisl�a. Uv�a�z��me-li libovoln�y polynom p 2 C[x; y],
pak pomoc�� d�elen�� se zbytkem, vyj�ad�r��me p nejprve jako p = qx2+�x+�, kde q 2 C[x; y]
a �; � 2 C[y] a pot�e koe�cienty � = sy2 + dy + b a � = ty2 + cy + a, kde s; t 2 C[y] a
a; b; c; d 2 C, co�z znamen�a, �ze

p+ I = a+ bx+ cy + dxy + qx2 + (sx+ t)y2 = a+ bx+ cy + dxy + I:

To znamen�a, �ze 1 + I; x + I; y + I; xy + I je b�aze C[x; y]=I nad t�elesem C, a proto
dimC(C[x; y]=I) = 4.

D�ale m�ame x; y 2 p
I, nebot' x2; y2 2 I a podle Hilbertovy v�ety o nul�ach plat��, �zep

I = I(V (I)). Tud���z I � (x; y) � p
I, kde (x; y) je maxim�aln�� ide�al. Proto�ze je ka�zd�y

maxim�aln�� ide�al prvoide�alem, I � (x; y) a plat��, �ze
p
I =
\
fP � C[x; y]j I � P; P je prvoide�alg;

dost�av�ame rovnost I(V (I)) =
p
I = (x; y). Kone�cn�e, nyn�� v��me, �ze V (I) = V (I(V (I))) =

V (x; y), odkud okam�zit�e plyne, �ze V (I) = f(0; 0)g.
(2) Podobn�e jako v (1) vid��me, �ze I � (x1; x2; : : : ; xn) �

p
I, kde (x1; x2; : : : ; xn) je

maxim�aln�� ide�al, proto

I(V (I)) =
p
I = (x1; x2; : : : ; xn) a V (I) = V (x1; x2; : : : ; xn) = f(0; : : : ; 0)g:

Induk�cn�� variantou �uvahy z (1) zjist��me, �ze b�azi C[x1; : : : ; xn]=I tentokr�at tvo�r�� mno�zina
B = fQi�n x

ji
i + Ij ji < ig, proto dimC(C[x1; : : : ; xn]=I) = jBj = (n� 1)!.
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(3) D��ky a�nn�� transformaci existuje okruhov�y C-automor�smus ', pro kter�y bI =

'(I) = (x6; y5; (z2 + 1)3). Budeme pracovat s ide�alem bI. I tentokr�at dost�av�ame inkluzi

(x; y; (z2+1)) �
pbI nav��c n�am aplikace Hilbertovy v�ety o nul�ach d�av�a I(V (bI)) =pbI =

=
p
(x6; y5; (z2 + 1)3) � (x; y; (z � i)) \ (x; y; (z + i)) = I(f(0; 0; i)g) \ I(f(0; 0;�i)g):

Proto�ze oba ide�aly (x; y; (z � i)) (x; y; (z + i)) jsou maxim�aln�� a nap�r��klad pomoc�� d�elen��
se zbytkem monomy x a y nen�� t�e�zk�e nahl�ednout, �ze

(x; y; (z � i)) \ (x; y; (z + i)) = (x; y; (z2 + 1)) �
p
(x6; y5; (z2 + 1)3);

dost�av�ame rovnosti

V (bI) = f(0; 0; i); (0; 0;�i)g a I(V (bI)) = (x; y; z2 + 1):

Nyn�� inverzn�� a�nn�� transformac�� zjist��me, �ze

V (I) = f(2;�2; i); (2;�2;�i)g; I(V (I)) = (x� 2; x+ y; z2 + 1) = (x� 2; y + 2; z2 + 1):

Kone�cn�e obdobnou �uvahou jako v (1) a (2) spo�c��t�ame, �ze mno�zina

C = fxiyjzkj i < 6; j < 5; k < 6g
tvo�r�� reprezentanty b�aze vektorov�eho prostoru C[x; y; z]=bI �= C[x; y; z]=I nad t�elesem C,
a tud���z dimC(C[x; y; z]=I) = jCj = 180. �

3.13. Doka�zte, �ze je V (I) varieta a popi�ste jej�� sou�radnicov�y okruh , jestli�ze

(1) I = (x2 + xy + y)666 v C[x; y],
(2) I = ((xz � y2)3; (z3 � x5)7; y3 + x4) v C[x; y; z].

(1) P�ripome�nme, �ze jsme v 2.13 dok�azali, �ze V (x2+xy+y) je varietou, proto�ze x2+xy+y
je ireducibiln�� polynom. Nyn�� m�u�zeme p�r��mo vyu�z��t tohoto faktu nebo znovu zu�zitkovat
Hilbertovu v�etu o nul�ach.
Proto�ze je t�eleso C algebraicky uzav�ren�e, v��me d��ky p�r��m�emu odmocn�en�� polynomu

(x2 + xy + y)666 a Hilbertov�e v�et�e o nul�ach, �ze (x2 + xy + y) � p
I = I(V (I)). Z�rejm�e

I = (x2 + xy + y)666 � (x2 + xy + y), kde (x2 + xy + y) je prvoide�al, a proto I(V (I)) =
(x2 + xy + y) a tud���z sou�radnicov�y okruh t�eto variety je ve shod�e s 3.1 tvaru �(V (I)) =
C[x; y]=(x2 + xy + y).
(2) Nejprve si v�simn�eme, �ze I � (xz � y2; z3 � x5; y3 + x4), proto

p
I �
p
(xz � y2; z3 � x5; y3 + x4);

a naopak, proto�ze (xz � y2; z3 � x5; y3 + x4) � p
I, dost�av�ame obr�acenou inkluzip

(xz � y2; z3 � x5; y3 + x4) �
qp

I =
p
I:

I tentokr�at pou�zijeme Hilbertovy v�ety o nul�ach a dostaneme

I(V (I)) =
p
I =
p
(xz � y2; z3 � x5; y3 + x4) = I(V ((xz � y2; z3 � x5; y3 + x4))):

V �uloh�ach 2.6 a 3.7 jsme zjistili, �ze V ((xz � y2; z3 � x5; y3 + x4)) = f(t3;�t4; t5)j t 2 Cg
je varieta, proto je V (I) = f(t3;�t4; t5)j t 2 Cg tat�a�z varieta s t�ym�z sou�radnicov�ym
okruhem

C[x; y; z]=I(f(t3;�t4; t5)j t 2 Cg) �= f
X
i

hit
i 2 C[t]j h1 = h2 = 0g � C[t];

kde v izomorfn��m popisu sou�radnicov�eho okruhu vyu�z��v�ame 3.10. �
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5.5.

3.14. Necht' I = (x2 � y3; y2 � z3) � C[x; y; z], polo�zme A = V (I) a de�nujme poly-
nomi�aln�� zobrazen�� f : A1(C)! A3(C) p�redpisem f(t) = (t9; t6; t4). Doka�zte, �ze

(1) Kerf � = I a I(A) = I,
(2) A je varieta a najd�ete sou�radnicov�y okruh jako podokruh okruhu C[t],
(3) variety A a A1(C) nejsou izomorfn��.

(1) Nejprve uk�a�zeme, �ze ka�zd�a ekvivalen�cn�� t�r��da okruhu C[x; y; z]=I je pr�av�e tvaru
ax+ by + cxy + d+ I pro polynomy a; b; c; d 2 C[z], k �cemu�z posta�c��, abychom obdobn�e
jako v 3.12(1) postupn�e d�elili se zbytkem polynomy x2 � y3 a y2 � z3. Tedy pro p+ I 2
C[x; y; z]=I nejprve najdeme q 2 C[x; y; z] a �; � 2 C[y; z], aby p = q(x2� y3) +�x+ � a
d�ale r; s 2 C[y; z] a a; b; c; d 2 C[z], aby � = r(y2� z3)+ cy+ a a � = s(y2� z3)+ by+ d.
Nyn��

p = q(x2 � y3) + �x+ � = q(x2 � y3) + (r(y2 � z3) + cy + a)x+ s(y2 � z3) + by + d
= ax+ by + cxy + d+ q(x2 � y3) + (rx+ s)(y2 � z3):

D�ale si v�simneme, �ze z�rejm�e I � Kerf �, tedy zb�yv�a nahl�ednout, �ze f �(ax+by+cxy+d) =
0 pro ka�zd�e a; b; c; d 2 C[z]. K tomu sta�c�� porovnat nenulov�e koe�cienty u polynom�u
okruhu C[t] polynomu f �(ax + by + cxy + d) = a(t4)t9 + b(t4)t6 + c(t4)t15 + d(t4) = 0,
vid��me toti�z, �ze:

- polynom a(t4)t9 m�u�ze m��t nenulov�e koe�cienty jen u monom�u t4s+1,
- polynom b(t4)t6 m�u�ze m��t nenulov�e koe�cienty jen u monom�u t4s+2,
- polynom c(t4)t15 m�u�ze m��t nenulov�e koe�cienty jen u monom�u t4s+3,
- polynom d(t4) m�u�ze m��t nenulov�e koe�cienty jen u monom�u t4s.

T��m jsme dok�azali, �ze Kerf � = I. Proto�ze je C[x; y; z]=I izomorfn�� podokruhu oboru C[t],
je I nutn�e prvoide�al, a proto IV (I) � I � IV (I), tedy I(A) = IV (I) = I.
(2) Okruhov�y homomor�smus f � : C[x; y; z] ! C[t] podle (1) indukuje prost�y homo-

mor�smus
' = �I(A)f

� : �(A) = C[x; y; z]=I(A) = C[x; y; z]=I ! C[t];

proto im' �= �(A).
(3) Kdyby variety A a A1(C) byly izomorfn��, musel by existovat okruhov�y izomor-

�smus mezi okruhy �(A) a �(A1(C)) �= C[z]. To by znamenalo, �ze by okruh �(A) �=
fp(t4; t6; t9)j p 2 C[x; y; z]g musel b�yt jednogenerovanou algebrou nad t�elesem C. To je
ov�sem snadn�e vyvr�atit obdobnou argumentac�� jako v �uloze 3.11. �

4. Projektivn�� variety

Ozna�cme Ui = f[a1 : a2 : a3]j ai = 1g a p�ripome�nme, �ze zobrazen�� 'i : A
2(t) ! Ui

dan�e vztahem '1(a; b) = [1 : a : b], '2(a; b) = [a : 1 : b], '3(a; b) = [a : b : 1] je bijekce a
P2(C) =

S
i Ui.

4.1. Popi�ste pro ka�zd�e i; j 2 f1; 2:3g; i 6= j podmno�ziny P2(C) n (Ui [ Uj) projektivn��ho
prostoru P2(C).

Uva�zujme v projektivn��m prostoru P2(C) projektivn�� bod P = [a1 : a2 : a3] 2 P2(C) n
(Ui[Uj). Potom jsou jeho i-t�a i j-t�a homogenn�� sou�radnice nulov�e. Tedy P2(C)n(U1[U2)
obsahuje pr�av�e bod [0 : 0 : 1], tedy osu z, P2(C) n (U1 [U3) obsahuje pr�av�e bod [0 : 1 : 0],
tedy osu y a P2(C) n (U2 [ U3) obsahuje pr�av�e bod [1 : 0 : 0] tedy osu x. �

4.2. Uva�zujme ide�aly I1 = (x� y + 1) a I2 = (x� y � 1) okruhu C[x; y].
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(1) Popi�ste homogenn�� ide�aly I�1 , I
�
2 okruhu C[X; Y; Z].

(2) Ur�cete projektivn�� uz�av�ery Vp(I
�
1 ), Vp(I

�
2 ) a�n��ch variet V (I1), V (I2).

(3) Pro i = 1; 2 spo�c��tejte Vp(I
�
i ) \ U3, Vp(I

�
i ) \H1 a najd�ete Vp(I

�
1 ) \ Vp(I�2 ).

(1) V�simn�eme si, �ze (x� y + 1)� = X � Y + Z (z�avorka, zde neznamen�a ide�al), proto
(X � Y + Z) � I�1 . Naopak, proto�ze je libovoln�y prvek ide�alu I1 tvaru (x � y + 1)a
pro n�ejak�y polynom a 2 C[x; y] a v��me, �ze plat�� ((x � y + 1)a)� = (x � y + 1)�a� =
(X � Y + Z)a� 2 (X � Y + Z), dost�av�ame rovnost ide�al�u I�1 = (X � Y + Z). Stejnou
�uvahou zjist��me I�2 = (X � Y � Z)
(2) P�r��mo z de�nice vid��me, �ze projektivn�� uz�av�ery tvo�r�� projektivn�� p�r��mky

Vp(I
�
1 ) = f[a1 : a2 : a3] : a1 � a2 + a3 = 0g; Vp(I

�
2 ) = f[a1 : a2 : a3] : a1 � a2 � a3 = 0g:

(3) Ztoto�zn��me-li a�nn�� prostor A2(C) s mno�zinou U3 = f[a1 : a2 : 1]j (a1; a2) 2 A2(C)g,
pak Vp(I

�
1 ) \ U3 = V (I1) = V (x � y + 1) = f(t; t + 1)j t 2 Cg a podbn�e Vp(I

�
2 ) \ U3 =

V (I2) = f(t; t� 1)j t 2 Cg.
Proto�ze H1 = f[a1 : a2 : 0]j (a1; a2) 2 C2 n f(0; 0)gg, sta�c�� n�am v obou p�r��padech

polo�zit Z = 0 a dost�av�ame Vp(I
�
1 ) \H1 = f[1 : 1 : 0]g = Vp(I

�
2 ) \H1, odkud okam�zit�e

vid��me, �ze Vp(I
�
1 ) \ Vp(I�2 ) = f[1 : 1 : 0]g. �

12.5.

4.3. Rozhodn�ete, zda je projektivn�� mno�zina Ap = Vp(XY
4+Y Z4+XZ4) ireducibiln�� v

prostoru P2(C) a ur�cete pr�uniky Ap\H1 a Ap\UZ , kde UZ = f[a : b : 1]j (a; b) 2 A2(C)g.
D��ky tvrzen�� z p�redn�a�sky sta�c��, abychom na�sli algebraickou mno�zinu A v a�nnn��m

prostoru A2(C), pro n���z plat��, �ze A� = Ap. To znamen�a, �ze hled�ame ide�al J okruhu
C[x; y], pro kter�y plat�� J� = (XY 4 + Y Z4 +XZ4). Uv�a�z��me-li, �ze pro polynomy m�ame

XY 4 + Y Z4 +XZ4 = [[XY 4 + Y Z4 +XZ4]�]
� = [xy4 + y + z]�;

a polo�z��me-li J = (xy4+ y+ z), okam�zit�e vid��me, �ze (XY 4+Y Z4+XZ4) � J�. Naopak,
proto�ze

[[xy4 + y + z]g]� = [xy4 + y + z]�g� = [XY 4 + Y Z4 +XZ4]g� 2 (XY 4 + Y Z4 +XZ4);

dost�av�ame opa�cnou inkluzi J� � (XY 4 + Y Z4 +XZ4). T��m jsme ov�e�rili, �ze

A� = Vp((xy
4 + y + z)�) = Vp(XY

4 + Y Z4 +XZ4) = Ap

a zb�yv�a naj��t ireducibiln�� rozklad a�nn�� algebraick�e mno�ziny A.
Obvykl�ym zp�usobem zjist��me, �ze polynom xy4+y+z je ireducibiln��, tedy (xy4+y+z)

je prvoide�al a pot�e pomoc�� Hilbertovy v�ety o nul�ach nahl�edneme, �ze

IV (xy4 + y + z) =
p
(xy4 + y + z) = (xy4 + y + z);

a tud���z je A = V (xy4+y+z) a�nn�� varietou. To ov�sem znamen�a, �ze je Ap = A� projektivn��
varieta.

�Ulohu nalezen�� Ap \H1 vy�re�s��me stejn�e jako v p�redchoz��m p�r��kladu, sta�c�� naj��t kom-
plexn�� trojice (X; Y; Z) pro Z = 0 spl�nuj��c�� 0 = XY 4 + Y Z4 +XZ4 = XY 4. Vid��me, �ze
je rovnost spln�ena pr�av�e pro Y = 0 nebo X = 0, tedy

Ap \H1 = f[1 : 0 : 0]; [0 : 1 : 0]g:
Ztoto�zn��me-li obvykl�ym zp�usobem mno�zinu UZ a a�nn�� prostor A2(C), potom v��me,

�ze Ap \ UZ = V (xy4 + y + z) = A. �
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4.4. Spo�c��tejte ireducibiln�� rozklad projektivn��ho uz�av�eru Ap a�nn�� algebraick�e mno�ziny
V (x3 + y2 � x2y � xy) v prostoru P2(C) a ur�cete pr�unik Ap \H1.

Vyu�zijeme v�ysledku �ulohy 2.8(2), kde jsme zjistili, �ze x3+y2�x2y�xy = (x�y)(x2�y)
a proto V (x3 + y2 � x2y � xy) = V (x� y) [ V (x2 � y) = f(t; t)j t 2 Cg [ f(t; t2)j t 2 Cg
je rozklad na variety. Tvrzen�� z p�redn�a�sky n�am umo�z�nuje rozlo�zit

Ap = V ((x� y)�) [ V ((x2 � y)�) = Vp(X � Y ) [ Vp(X2 � Y Z);

proto�ze stejn�e jako v p�redchoz�� �uloze dostaneme, �ze

(X � Y ) = ((x� y)�) a (X2 � Y Z) = ((x2 � y)�):

Snadno nav��c p�r��mo spo�c��t�ame, �ze

Vp(X � Y ) = f[t : t : 1]j t 2 Cg [ f[1 : 1 : 0]g;
Vp(X

2 � Y Z) = f[t : t2 : 1]j t 2 Cg [ f[0 : 1 : 0]g:
T��m jsme tak�e zjistili, �ze Ap \H1 = f[1 : 1; 0]; [0 : 1 : 0]g. �

4.5. Uva�zujme polynomy f; g 2 C[x; y; z], f = x2 � y, g = x3 � z. P�ripome�nme, �ze jsme
v 2.1 uk�azali, �ze I(V (f; g)) = (f; g). Ov�e�rte, �ze

(1) ZU �XY 2 I(V �) � C[X; Y; Z; U ],
(2) ZU �XY =2 (f �; g�) � C[X; Y; Z; U ].

(1) Z�rejm�e (xf � g)� = (z � xy)� = ZU �XY .
(2) Sta�c�� prozkoumat obraz ide�alu K = (f �; g�) = (X2�Y U;X3�ZU2) ve faktorov�em

okruhu C[X; Y; Y; U ]=L, kde L = (X iY jZkU lj i + j + k + l = 3). Potom K + L=L =
(X2�Y U)+L=L m�a strukturu jednodimenzion�aln��ho vektorov�eho prostoru nad t�elesem
C a z�rejm�e ZU �XY + L =2 (X2 � Y U) + L=L, proto ZU �XY =2 K. �

19.5.

4.6. Popi�ste v�sechny projektivn�� p�r��mky, kter�e le�z�� v P2(R) resp. P2(C) a proch�azej��
bodem [0 : 1 : 0].

�Ulohu m�u�zeme �re�sit nad obecn�ym podt�elesem T algebraicky uzav�ren�eho t�elesa C. Nej-
prve si v�simn�eme, �ze p�r��mka H1 samoz�rejm�e danou podm��nku spl�nuje. Tud���z ostatn��
p�r��mky mus�� obsahovat n�ejak�y bod, kter�y nele�z�� v nekone�cnu (tj., kter�y je mimo H1),
a proto mus�� m��t pr�unik H1 a p�r��mky obsahuj��c�� [0 : 1 : 0] pr�av�e jen bod [0 : 1 : 0], tj.
v�sechny ostatn�� body t�echto projektivn��ch p�r��mek le�z�� na p�uvodn�� a�n�� p�r��mce.
T��m m�ame fakticky ur�cenu norm�alov�y vektor zb�yvaj��c��ch p�r��mek v A2(T ), j���z je pr�av�e

vektor tvaru (a; 0) pro a 2 T n f0g. Analyticky lze �uvahu popsat tak, �ze n�as zaj��maj��
pr�av�e geometrick�e body spl�nuj��c�� rovnici aX + bY + cZ = 0, pro n�e�z b = 0. Hledan�e
p�r��mky potom tvo�r�� mno�ziny tvaru

A� = f[�; t; 1]j t 2 Tg [ f[0 : 1 : 0]g pro libovoln�e � = � c
a
2 T:

Poznamenejme, �ze A� = V (aX + cZ) je pr�av�e projektivn�� uz�av�er p�r��mky V (ax + c) =
V (�x� 1) v a�nn��m prostoru A2(T ). �

4.7. Najd�ete v prostoru P2(R) resp. P2(C) projektivn�� uz�av�er Ap a�nn�� algebraick�e k�rivky
V (y2 � x(x� 1)(x� �)) a ur�cete pr�unik Ap \H1. Jedn�a se o projektivn�� varietu?
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Pro nalezen�� projektivn��ho uz�av�eru Ap a�nn�� algebraick�e k�rivky V (y
2�x(x�1)(x��))

n�am sta�c�� podobn�e jako v �uloh�ach 4.3 a 4.4 spo�c��tat

(y2 � x(x� 1)(x� �))� = ([y2 � x(x� 1)(x� �)]�) = (Y 2Z �X(X � Z)(X � �Z));

proto Ap = Vp(Y
2Z � X(X � Z)(X � �Z)). Pouh�ym dosazen��m Z = 0 zjist��me, �ze

Ap \H1 = f[0 : 1 : 0]g.
V �uloze 2.8(c) jsme zjistili, �ze je a�nn�� algebraick�a k�rivka V (y2 � x(x � 1)(x � �)) =

ireducibiln��, a proto je ireducibiln�� i projektivn�� k�rivka Ap. �

4.8. Jestli�ze [a : b : 1] 2 Ap = Vp(Y
2Z �X(X � Z)(X � �Z)) z p�redchoz�� �ulohy, popi�ste

v�sechny pr�use�c��ky Ap s projektivn��mi p�r��mkami ur�cen�ymi body [0 : 1 : 0] a [a : b : 1].

P�redn�e si uv�edomme, �ze hledan�e projektivn�� p�r��mky jsme popsali v �uloze 4.6 podle
n���z se jedn�a pr�av�e o projektivn�� variety P = f[a; t; 1]j t 2 Tg [ f[0 : 1 : 0]g. P�ritom
snadno nahl�edneme, �ze z p�redpokladu b2 � a(a � 1)(a � �) = 0 samoz�rejm�e plyne, �ze
(�b)2� a(a� 1)(a� �) = 0. Tedy plat��-li, �ze [a : b : 1] 2 Ap \ P , pak dost�av�ame, �ze tak�e
[a : �b : 1] 2 Ap \ P . Jestli�ze nav��c b 6= 0, tvo�r��

f[0 : 1 : 0]; [a : b : 1]; [a : �b : 1]g
d��ky Bezoutov�e v�et�e mno�zinu pr�av�e v�sech pr�use�c��k�u Ap \ P . Pro b = 0 snadno ov�e�r��me,
�ze projelktivn�� p�r��mka P = f[0; t; 1]j t 2 Tg [ f[0 : 1 : 0]g tvo�r�� v bod�e f[0 : 0 : 1]g te�cnu
k�rivky Ap a tud���z je mno�zina pr�use�c��k�u v tomto p�r��pad�e pouze dvoubodov�a. �
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