
1. Hilbertova v�eta o nul�ach

5.cvi�cen�� (16.3.)

1.1. Spo�c��tejte V (I), I(V (I)) nad t�elesem komplexn��ch �c��sel a dimC(R=I), jestli�ze

(1) I = (x2 + y2; x2 � y2) je ide�al oboru R = C[x; y]
(2) I = (x1; x

2

2
; : : : ; xn

n) je ide�al oboru R = C[x1; : : : ; xn],
(3) I = ((x� 2)6; (x+ y)5; (z2 + 1)3) je ide�al oboru R = C[x; y; z].

(1) Nejprve najdeme hez�c�� mno�zinu gener�ator�u ide�alu I, tedy uk�a�zeme �ze I = (x2; y2).
Z�rejm�e I � (x2; y2) a naopak

x2 =
1

2
(x2 + y2 + x2 � y2); y2 = x2 + y2 � x2 2 I;

proto (x2; y2) = I. Nyn�� snadno dok�a�zeme, �ze 1 + I; x + I; y + I; xy + I tvo�r�� b�azi
C[x; y]=I jako vektorov�eho prostoru nad t�elesem C. Nejprve si v�simneme, �ze m�ame-li
line�arn�� kombinaci

a+ bx+ cy + dxy + I = a(1 + I) + b(x+ I) + c(y + I) + d(xy + I) = 0 + I

pro a; b; c; d 2 C, pak a + bx + cy + dxy 2 I Proto a = b = c = d = 0, tedy posloupnost
1+ I; x+ I; y+ I; xy+ I je line�arn�e nez�avisl�a. Uv�a�z��me-li libovoln�y polynom p 2 C[x; y],
pak nap�r��klad pomoc�� d�elen�� se zbytkem, vyj�ad�r��me p nejprve jako p = qx2+�x+�, kde
q 2 C[x; y] a �; � 2 C[y] a pot�e koe�cienty � = sy2 + dy + b a � = ty2 + cy + a, kde
s; t 2 C[y] a a; b; c; d 2 C, co�z znamen�a, �ze

p+ I = a+ bx+ cy + dxy + qx2 + (sx+ t)y2 = a+ bx+ cy + dxy + I:

To znamen�a, �ze 1 + I; x + I; y + I; xy + I je b�aze C[x; y]=I nad t�elesem C, a proto
dimC(C[x; y]=I) = 4.

D�ale m�ame x; y 2 p
I, nebot' x2; y2 2 I a podle Hilbertovy v�ety o nul�ach plat��, �zep

I = I(V (I)). Tud���z I � (x; y) � p
I, kde (x; y) je maxim�aln�� ide�al. Proto�ze je ka�zd�y

maxim�aln�� ide�al prvoide�alem, I � (x; y) a plat��, �ze
p
I =
\
fP � C[x; y]j I � P; P je prvoide�alg;

dost�av�ame rovnost I(V (I)) =
p
I = (x; y). Kone�cn�e, nyn�� v��me, �ze V (I) = V (I(V (I))) =

V (x; y), odkud okam�zit�e plyne, �ze V (I) = f(0; 0)g.
(2) Podobn�e jako v (1) vid��me, �ze I � (x1; x2; : : : ; xn) �

p
I, kde (x1; x2; : : : ; xn) je

maxim�aln�� ide�al, proto

I(V (I)) =
p
I = (x1; x2; : : : ; xn) a V (I) = V (x1; x2; : : : ; xn) = f(0; : : : ; 0)g:

Induk�cn�� variantou �uvahy z (1) zjist��me, �ze b�azi C[x1; : : : ; xn]=I tentokr�at tvo�r�� mno�zina
B = fQi�n x

ji
i + Ij ji < ig, proto dimC(C[x1; : : : ; xn]=I) = jBj = (n� 1)!.

(3) D��ky a�nn�� transformaci existuje okruhov�y C-automor�smus ', pro kter�y bI =

'(I) = (x6; y5; (z2 + 1)3). Budeme pracovat s ide�alem bI. I tentokr�at dost�av�ame inkluzi

(x; y; (z2+1)) �
pbI nav��c n�am aplikace Hilbertovy v�ety o nul�ach d�av�a I(V (bI)) =pbI =

=
p
(x6; y5; (z2 + 1)3) � (x; y; (z � i)) \ (x; y; (z + i)) = I(f(0; 0; i)g) \ I(f(0; 0;�i)g):

Proto�ze oba ide�aly (x; y; (z � i)) (x; y; (z + i)) jsou maxim�aln�� a nap�r��klad pomoc�� d�elen��
se zbytkem monomy x a y nen�� t�e�zk�e nahl�ednout, �ze

(x; y; (z � i)) \ (x; y; (z + i)) = (x; y; (z2 + 1)) �
p
(x6; y5; (z2 + 1)3);
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dost�av�ame rovnosti

V (bI) = f(0; 0; i); (0; 0;�i)g a I(V (bI)) = (x; y; z2 + 1):

Nyn�� inverzn�� a�nn�� transformac�� zjist��me, �ze

V (I) = f(2;�2; i); (2;�2;�i)g; I(V (I)) = (x� 2; x+ y; z2 + 1) = (x� 2; y + 2; z2 + 1):

Kone�cn�e obdobnou �uvahou jako v (1) a (2) spo�c��t�ame, �ze mno�zina

C = fxiyjzkj i < 6; j < 5; k < 6g
tvo�r�� reprezentanty b�aze vektorov�eho prostoru C[x; y; z]=bI �= C[x; y; z]=I nad t�elesem C,
a tud���z dimC(C[x; y; z]=I) = jCj = 180. �

6.cvi�cen�� (23.3.)

1.2. Necht' p; q 2 T [x; y] jsou dva nesoud�eln�e polynomy. Doka�zte, �ze V (p; q) je kone�cn�a
mno�zina.

Na polynomy p; q m�u�zeme nahl���zet jako na prvky oboru T (x)[y], kde T (x) zna�c��
pod��lov�e t�eleso oboru T [x], tedy obor racion�aln��ch lomen�ych funkc�� v jedn�e neur�cit�e x.
Tento obor je Eukleid�uv, proto mus�� existovat u; v 2 T (x)[y], pro n�e�z up + vq = 1.
Vezmeme-li n�ejak�eho spole�cn�eho jmenovatele h 2 T [x] v�sech koe�cient�u polynom�u u; v,
pak hup+ hvq = h, kde u�z hu; hv 2 T [x; y]. Proto�ze je h nenulov�y, existuje jen kone�cn�e
mnoho ko�ren�u Kx polynomu h. Nyn�� stejnou �uvahou pro obor T (y)[x] najdeme polynomy
g 2 T [y] a r; s 2 T [x; y], pro n�e�z rp + sq = g. Ozna�c��me-li Ky v�sechny ko�reny polynomu
g, pak vid��me, �ze

V (p; q) � V (g; h) = Kx �Ky:

Tedy V (p; q) je kone�cn�a mno�zina. �

1.3. Je-li g 2 T [x; y] ireducibiln�� polynom a V (g) nekone�cn�e, doka�zte, �ze IV (g) = (g), a
�ze je V (g) varieta.

V��me, �ze (g) � IV (g). P�redpokl�adejme f 2 IV (g) n (g). Proto�ze je g ireducibiln�� a g
ned�el�� f , jsou polynomy f a g v T [x; y] nesoud�eln�e. D�ale V (g) = V IV (g) � V (f; g), nebot'

(f; g) � IV (g). Ov�sem V (f; g) je podle 1.2 je kone�cn�e, co�z je ve sporu s p�redpokladem,
�ze V (g) je nekone�cn�a mno�zina. Z�av�er, �ze je V (g) varieta okam�zit�e plyne z faktu, �ze
IV (g) = (g) je prvoide�al. �

1.4. Doka�zte, �ze je V (x2 + xy + y) � A2(C) varieta.

Vyu�zijeme 1.3, a proto sta�c��, abychom nahl�edli, �ze je polynom x2 + xy+ y ireducibiln��
a V (x2 + xy + y) nekone�cn�e. P�r��m�ym v�ypo�ctem dostaneme

f(t;� t2

t+ 1
j t 2 C n f�1g)g � V (x2 + xy + y);

tud���z druh�a podm��nka z�rejm�e plat��. Proto�ze je v prom�enn�e y polynom x2+xy+y stupn�e
1 a v prom�enn�e x stupn�e 2 a nav��c tento polynom zjevn�e nen�� sou�cinem polynomu stupn�e
0 nad x a polynomu stupn�e 0 nad y (tj. jednoho prvku oboru C[x] a jednoho prvku oboru
C[y]), znamenala by jeho reducibilita, �ze by byl tvaru (x��)(x� �) pro �; � 2 C[y], co�z
nenast�av�a. �

1.5. Doka�zte, �ze je V (I) varieta a popi�ste jej�� sou�radnicov�y okruh, jestli�ze

(1) I = (x2 + xy + y)666 v C[x; y],
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(2) I = ((xz � y2)3; (z3 � x5)7; y3 + x4) v C[x; y; z].

(1) P�ripome�nme, �ze jsme v 1.4 dok�azali, �ze V (x2+xy+y) je varietou, proto�ze x2+xy+y
je ireducibiln�� polynom. Nyn�� m�u�zeme p�r��mo vyu�z��t tohoto faktu nebo znovu zu�zitkovat
Hilbertovu v�etu o nul�ach.
Proto�ze je t�eleso C algebraicky uzav�ren�e, v��me d��ky p�r��m�emu odmocn�en�� polynomu

(x2 + xy + y)666 a Hilbertov�e v�et�e o nul�ach, �ze (x2 + xy + y) � p
I = I(V (I)). Z�rejm�e

I = (x2 + xy + y)666 � (x2 + xy + y), kde (x2 + xy + y) je prvoide�al, a proto I(V (I)) =
(x2 + xy + y) a a tud���z sou�radnicov�y okruh t�eto variety je tvaru C[x; y]=(x2 + xy + y).
(2) Nejprve si v�simn�eme, �ze I � (xz � y2; z3 � x5; y3 + x4), protop

I �
p
(xz � y2; z3 � x5; y3 + x4);

a naopak, proto�ze (xz � y2; z3 � x5; y3 + x4) � p
I, dost�av�ame obr�acenou inkluzi

p
(xz � y2; z3 � x5; y3 + x4) �

qp
I =

p
I:

I tentokr�at pou�zijeme Hilbertovy v�ety o nul�ach a dostaneme

I(V (I)) =
p
I =
p
(xz � y2; z3 � x5; y3 + x4) = I(V ((xz � y2; z3 � x5; y3 + x4))):

Zjistili jsme, �ze V ((xz � y2; z3 � x5; y3 + x4)) = f(t3;�t4; t5)j t 2 Cg je varieta, proto je
V (I) = f(t3;�t4; t5)j t 2 Cg tat�a�z varieta s t�ym�z sou�radnicov�ym okruhem

C[x; y; z]=I(f(t3;�t4; t5)j t 2 Cg) �= f
X
i

hit
i 2 C[t]j h1 = h2 = 0g � C[t]:

�

7.cvi�cen�� (30.3.)

1.6. Spo�c��tejte V (I) a rozhodn�ete, zda se jedn�a o varietu ur�cenou nad t�elesem re�aln�ych
�c��sel pro ide�aly

(1) I = (x2 + xy + y) � R[x; y],
(2) I = (xz � y2; z3 � x5; y3 + x4) v R[x; y; z].

V obou p�r��padech n�as zaj��maj�� nuly dan�ych ide�al�u nad v komplexn��ch a�nn��ch prosto-
rech. Proto�ze sta�c�� uva�zovat gener�atory, �ulohu u�z jsme u�z vy�re�sili, tedy

V (x2 + xy + y) = f(t;� t2

1 + t
)j t 2 C n f�1gg

V (xz � y2; z3 � x5; y3 + x4) = f(t3;�t4; t5)j t 2 Cg
Proto�ze I(V (I)) =

p
I jsou prvoide�aly okruh�u polynom�u s komplexn��mi koe�cienty a

pr�unik P\R[x1; : : : ; xn] je prvoide�alem pro ka�zd�y prvoide�al oboru C[x1; : : : ; xn], dost�av�ame
i tentokr�at prvoide�aly. To znamen�a, �ze ob�e algebraick�e mno�ziny V (I) jsou i nad R vari-
ety. �

1.7. Pro mno�zinu X ur�cete I(X) V (I(X)) nad t�elesem re�aln�ych �c��sel a rozhodn�ete, zda
je X a V (I(X)) varieta, jestli�ze

(1) X = f(1; 2)g,
(2) X = f(1� i; 2 + i)g
(1) Okam�zit�e vid��me, �ze I((1; 2)) = (x�1; y�2) je maxim�aln�� ide�al, tedy V (I(X)) = X

je varieta, nebot' I(V (I(X))) = I(X).
(2) Tentokr�at v��me, �ze V (I(X)) je uzav�ren�e na akci Galoisovou grupou, proto s ka�zd�ym

prvkem obsahuje hodnotu komplexn�e sdru�zenou. Tud���z f(1 � i; 2 + i); (1 + i; 2 � i)g �
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V (I(X)). D�ale vezm�eme minim�aln�� polynom x2�2x+2 prvku 1� i nad t�elesem re�aln�ych
�c��sel a v�simn�eme si, �ze dvojice (1�i; 2+i) je �re�sen��m line�arn�� rovnice s re�aln�ymi koe�cienty
x+ y = 3. To znamen�a, �ze

J = (x2 � 2x+ 2; x+ y � 3) � I(X):

Nyn�� ov�e�r��me, �ze je J maxim�aln�� ide�al oboru R[x; y]. Uva�zme dosazovac�� homomor�smus

 : R[x; y] ! R[x] dan�y vztahem 
(f(x; y)) = f(x; 3 � x) a d�ale m�ejme p�rirozenou
projekci � : R[x]! R[x]=(x2� 2x+2). Snadno zjist��me, �ze slo�zen�� �
 je homomor�smus
na t�eleso R[x]=(x2 � 2x+ 2) (proto�ze polynom x2 � 2x+ 2 je ireducibiln�� nad R). Nav��c
uk�a�zeme, �ze

ker�
 = 
�1(x2 � 2x+ 2) = J:

Inkluze J � ker�
 je trivi�aln�� a vezmeme-li polynom f 2 ker�
, m�u�zeme ho vyd�elit se
zbytkem v prom�enn�e y (monick�ym) polynomem y + (x � 3), tedy f = q(x + y � 3) + r
pro vhodn�e q 2 R[x; y] a r 2 R[x]. To znamen�a, �ze

�(r) = �
(r) = �
(f � q(x+ y � 3)) = �
(f) = 0;

proto r 2 Ker� = (x2 � 2x + 2), proto r 2 J a tud���z f 2 J , �c��m�z jsme ov�e�rili platnost
inkluze ker �
 � J .
Podle prvn�� v�ety o izomor�smu pro okruhu dost�av�ame, �ze R[x; y]=J �= R[x]=(x2 �

2x + 2), tedy J je maxim�aln�� ide�al. Proto�ze I(X) 6= R[x; y] a J � I(X), dost�av�ame z
maximality J , �ze J = I(X).
Odtud u�z se p�r��mo�ca�re dopo�c��t�a, �ze V I(X) = f(1 � i; 2 + i); (1 + i; 2 � i)g a proto�ze

IV I(X) = I(X) = J je prvoide�al, je mno�zina V I(X) varietou. Z�av�erem poznamenejme,
�ze mno�zina X = f(1� i; 2 + i)g nen�� algebraick�a, tedy se nejedn�a o varietu. �

8.cvi�cen�� (13.4.)

1.8. Pro mno�zinu X ur�cete I(X) V (I(X)) nad t�elesem re�aln�ych �c��sel a spo�c��tejte iredu-
cibiln�� rozklad algebraick�e mno�ziny V (I(X)), jestli�ze

(1) X = f(1� i; 2 + i); (1 + 2i; i)g � A2(C)
(2) X = f(�j; �j)j j � kg � A2(C),
(3) X = f(1� i; 2 + i; 1); (1; 2� i; 3 + 2i)g � A3(C).

(1) Ozna�cme J1 = I((1� i; 2 + i)) a J2 = I((1 + 2i; i)). V �uloze 1.7(2) jsme spo�c��tali

J1 = (x2 � 2x+ 2; x+ y � 3) a IV (J1) = f(1� i; 2 + i); (1 + i; 2� i)g:
Obdobnou �uvahou pro minim�aln�� polynom prvku 1+2i a netrivi�aln�� re�aln�e �re�sen�� soustavy
line�arn��ch rovnic a(1 + 2i) + bi+ c = 0 dostaneme

J2 = (x2 � 2x+ 5; x� 2y � 1) a IV (J1) = f(1 + 2i; i); (1� 2i;�i)g:
Nav��c p�r��mo z de�nice vid��me, �ze

I((1� i; 2 + i); (1 + 2i; i)) = I((1� i; 2 + i)) \ I((1 + 2i; i)) = J1 \ J2:

Zb�yv�a spo�c��tat V I(X) = V (J1 \ J2). Ozna�cme Yi = V (Ji) a Y = Y1 [ Y2. Potom

Y1 = f(1� i; 2 + i); (1 + i; 2� i)g a Y2 = f(1 + 2i; i); (1� 2i;�i)g:
Proto�ze J1 \ J2 � Ji, m�ame

Y = V (J1) [ V (J2) � V (J1 \ J2) = V I(X):

Naopak, proto�ze J1J2 � J1 \ J2, dost�av�ame, �ze

V I(X) = V (J1 \ J2) � V (J1J2) = V (J1) [ V (J2) = Y:
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Zjistili jsme, �ze I(X) = J1\J2; d�ale V I(X) = Y a V I(X) = Y1[Y2 je rozklad algebraick�e
mno�ziny V I(X) na variety.
(2) Tentokr�at pouze induk�cn�e zobecn��me p�redchoz�� �uvahy. Nejprve de�nujeme ide�aly

Jj a Yj n�asleduj��c��m zp�usobem:

(a) Jestli�ze (�j; �j) 2 R2, pak Jj = (x� �j; y � �j) a Yj = f(�j; �j)g.
(b) Jestli�ze �j; =2 R, vezmeme mj 2 R[x] minim�aln�� polynom prvku �j nad R a

(aj; bj; cj) 2 R3 nf(0; 0; 0)g �re�sen�� rovnice aj�j + bj�j + cj = 0, pak Jj = (mj; ax+

by + c) a Yj = f(�j; �j); (�j; �j)g.
(c) Jestli�ze �j;2 R a �j; =2 R, vezmeme mj 2 R[x] minim�aln�� polynom prvku �j nad

R a (aj; bj; cj) 2 R
3 n f(0; 0; 0)g �re�sen�� rovnice aj�j + bj�j + cj = 0, pak op�et

Jj = (mj; ax+ by + c) a Yj = f(�j; �j); (�j; �j)g.
Nyn�� stejnou �uvahou jako v p�redchoz��m bod�e zjist��me, �ze �ze I(X) =

T
j Jj; V I(X) =S

j Yj, kde Yj jsou variety.
(3) Postupujeme analogicky p�redchoz��m �uloh�am. Nejprve ozna�cme

Y1 = f(1� i; 2 + i; 1); (1 + i; 2� i; 1)g a Y2 = f(1; 2� i; 3 + 2i); (1; 2 + i; 3� 2i); g:
Vezm�eme nejprve minim�aln�� polynomy x2�2x+2 prvku 1�i a y2�4y+5 prvku 2�i nad
t�elesem re�aln�ych �c��sel. Pot�e pro ka�zdou z nul najdeme dv�e (netrivi�aln��) re�aln�a line�arn�e
nez�avisl�a �re�sen�� rovnic

a(1� i) + b(2 + i) + c(1) + d;

a(1) + b(2� i) + c(3 + 2i) + d:

Nyn�� vezmeme jim p�r��slu�sn�e line�arn�� polynomy a dostaneme tak gener�atory ide�al�u:

J1 = (x2 � 2x+ 2; x+ y � 3; z � 1); J2 = (y2 � 4y + 5; x� 1; 2y + z � 7);

Kone�cn�e uv�a�z��me dosazovac�� homomor�smy


1 : R[x; y; z]! R[x]; 
2 : R[x; y; z]! R[y]

dan�e vztahy


1(f(x; y; z)) = f(x; 3� x; 1); 
2(f(x; y; z)) = f(1; y; 7� 2y)

a dvojici p�rirozen�ych projekc��

�1 : R[x]! R[x]=(x2 � 2x+ 2); �2 : R[y]! R[y]=(y2 � 4y + 5)

na t�elesa. Pak stejn�e jako v �uloze 1.7 plat��, �ze Jj = Ker�
 jsou maxim�aln�� ide�aly a tedy
stejn�e jako v p�redchoz��ch dvou bodech I(X) = J1 \ J2 V I(X) = Y a V I(X) = Y1 [ Y2 je
rozklad algebraick�e mno�ziny V I(X) na variety. �

9.cvi�cen�� (20.4.)

2. Algebraick�e mno�ziny ur�cen�e nad kone�cn�ymi t�elesy

2.1. Necht' T je komutativn�� t�eleso a n; d p�rirozen�a �c��sla a p prvo�c��slo. Doka�zte, �ze jsou
ekvivalentn�� n�asleduj��c�� tvrzen��:

(a) d=n v Z,
(b) (qd � 1)=(qn � 1) v Z.
(c) (xd � 1)=(xn � 1) v T[x],
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(a)!(b) Jestli�ze n = kd, snadno spo�c��t�ame, �ze pn � 1 = (pk � 1)
Pd�1

i=0 p
ik.

(b)!(a) Necht' (pk � 1)=(pn � 1) a n = kd+ r, kde 0 � r < k. V��me, �ze

pkd � 1 = (pk � 1)
d�1X
i=0

pik tedy (pk � 1)=((pn � 1)� (pkd � 1)):

Proto�ze (pn � 1) � (pkd � 1) = pkd(pr � 1) a �c��sla pk � 1 a pkd jsou nesoud�eln�a, m�ame
(pk � 1)=(pr � 1). Ov�sem r < k, tud���z r = 0.
(a)$(c) Pou�zijeme obdobn�y argument jako v d�ukazu (a)$(b). Uv�a�z��me-li n = kd+ r,

kde 0 � r < k, pak

xn � 1 = xr(xkd � 1) + xr � 1;

co�z znamen�a, �ze d=n $ r = 0 $ (xd � 1)=(xr � 1) $ (xd � 1)=(xn � 1): �

Uv�a�z��me-li, �ze je kone�cn�e t�eleso Fpn pr�av�e rozkladov�e nadt�eleso polynomu xpn � x,
je v t�elese Fpn podle p�redchoz�� �ulohy (d��ky jednozna�cnosti podgrup cyklick�e podgrupy
jednozna�cn�ym zp�usobem) t�eleso Fpd pr�av�e tehdy, kdy�z d=n. To vede k s�erii n�asleduj��c��mu
pozorov�an��:

2.2. Necht' p je prvo�c��slo a T = Fp je algebraick�y uz�av�er t�elesa Fp. Doka�zte, �ze

(1) T obsahuje pro ka�zd�e p�rirozen�e n pr�av�e jedno podt�eleso izomorfn�� Fpn (budeme
ho zna�cit rovn�e�z Fpn),

(2) zobrazen��, kter�e n 2 N p�ri�rad�� podt�eleso Fpn t�elesa T je prost�y homomor�smus
svaz�u (N; =) a (fFpn � Tg;�),

(3) T =
S

n2N Fpn ,
(4) V T existuje syst�em nekone�cn�ych podt�eles (Tj; j 2 N) pro kter�y plat�� Ti\Tj = Fp,

jestli�ze i 6= j.

(1) Existence i jednozna�cnost plynou z toho, �ze v�sechny ko�reny polynomu xpn � x,
kter�ych je pn ur�cuj�� pr�av�e t�eleso Fpn .
(2) Sta�c�� p�ripomenout, �ze FpdFpn , pr�av�e kdy�z d=n, tud���z pro v�sechna n;m 2 N

Fpn \ Fpm = FpNSD(n;m) ; hFpn [ Fpmi = Fpnsn(n;m) :

(3) Inkluze
S

n2N Fpn � T plyne z faktu, �ze v T mus�� le�zet v�sechny ko�reny polynom�u
xpn�x, naopak ka�zd�y prvek T je algebraick�y nad Fp, tud���z mus�� le�zet v n�ejak�em roz�s���ren��
kone�cn�eho stupn�e Fpn .
(4) Sta�c�� vz��t q1 < q2 < : : : libovolnou posloupnost prvo�c��sel a pro ka�zd�e i a n polo�zit

ti;n = pq
n
i a polo�zit Ti =

S
n2N Fti;n . �

2.3. Pro mno�zinu X ur�cete I(X) V (I(X)) nad t�elesem F2 a rozhodn�ete, zda je X a
V (I(X)) varieta, jestli�ze � 2 F2 je ko�ren polynomu x3 + x+ 1 a

(1) X = V (x3 + x+ 1) � A1(F2),
(2) X = f�g � A1(F2),
(3) X = f(�; �2 + 1)g � A2(F2)

(1) Nejprve vyu�zijeme Frobeniova endomor�smu f2, kter�y permutuje ko�reny polynomu
s koe�cienty v F2, proto

X = V (x3 + x+ 1) = f�; �2; �4g = f�; �2; �2 + �g;
nebot' 0 = �(�3 + � + 1) = �4 + �2 + �. Proto�ze je polynom x3 + x + 1 minim�aln��m
polynomem v�sech prvk�u z X nad t�elesem F2, dost�av�ame I(X) = (x3+x+1) a V I(X) =
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(x3 + x+ 1) = f�; �2; �2 + �g. Proto�ze je ide�al I(X) = (x3 + x+ 1) maxim�aln�� v oboru
F2[x], je X = V I(X) varieta.
(2) Proto�ze I(X) = (x3 + x + 1), m�ame z p�redchoz�� �ulohy V I(X) = (x3 + x + 1) =

f�; �2; �2 + �g, tedy V I(X) je varieta, zat��mco X nen�� algebraick�a mno�zina.

10.cvi�cen�� (27.4.)

(3) Nyn�� postupujeme zcela analogicky �uloze 1.7. Nejprve op�et vezmeme minim�aln��
polynom x3 + x + 1 prvku � nad t�elesem F2 a d�ale uv�a�z��me, �ze prvek �2 + 1 je nad
t�elesem F2 line�arn�e z�avisl�y na b�azi B = f1; �; �2g vektorov�eho prostoru F23 = hXi.
Konkr�etn�e snadno spo�c��t�ame, �ze

y(�2 + 1) = �2 + 1 = x2 + 1(�);

tedy prvek (�; �2 + 1) je nulou polynomu y + x2 + 1. Nyn�� vid��me, �ze To znamen�a, �ze

J = (x3 + x+ 1; y + x2 + 1) � I(X):

Nyn�� pot�rebujeme op�et dok�azat, �ze je J maxim�aln��, k �cemu�z op�et pou�zijeme dosazovac��
homomor�smus 
 : R[x; y]! R[x] dan�y vztahem 
(f(x; y)) = f(x; x2 + 1) a p�rirozenou
projekci � : R[x]! R[x]=(x3+x+1). I tentokr�at se uk�a�ze, �ze slo�zen�� �
 je homomor�smus
na t�eleso R[x]=(x3 + x + 1) �= F8 a ker�
 = J jeho j�adro, tud���z maxim�aln�� ide�al. To
znamen�a, �ze I(X) = J a snadno dopo�c��t�ame, �ze

V I(X) = V (J) = f(�; �2 + 1); (�2; �4 + 1); (�2 + �; (�2 + �)2 + 1)g =
= f(�; �2 + 1); (�2; �2 + � + 1); (�2 + �; � + 1)g:

Proto�ze IV I(X) = I(X) je prvoide�al, je V I(X) varieta a X op�et nen�� algebraick�a
mno�zina. �

3. Projektivn�� prostory

3.1. Pro a�nn�� k�rivky V = Vafin(f) � A
2(C) ur�cen�e nad R spo�c��tejte jejich body v

nekone�cnu, tedy pr�uniky V � \H1, jestli�ze:

(1) f = y1y2 � 1,
(2) f = y2

1
� y2,

(3) f = y2
2
� y1(y

2

1
� 1),

(1) V��me, �ze plat�� V � = Vproj(f
�) = Vproj(X1X2 �X2

0
) a �ze H1 = Vproj(X0), proto

V � \H1 = Vproj(X1X2 �X2

0
; X0) = Vproj(X1X2; X0) = f(0 : 1 : 0); (0 : 0 : 1)g

(2) Nyn�� V � = Vproj(f
�) = Vproj(X

2

1
�X0X1) tedy

V � \H1 = Vproj(X
2

1
�X0X1; X0) = Vproj(X

2

1
; X0) = f(0 : 1 : 0)g

(3) Kone�cn�e V � = Vproj(f
�) = Vproj(X

2

2
X0 �X1(X

2

1
�X2

0
)) tedy

V � \H1 = Vproj(X
2

2
X0 �X1(X

2

1
�X2

0
); X0) = Vproj(X

3

1
; X0) = f(0 : 1 : 0)g

�

3.2. Necht' S = fy1y2 � 1; y2
2
� 1g � R[y1; y2], uka�zte, �ze (Vafin)

� 6= Vproj(ff �j f 2 Sg).
Snadno spo�cteme Vafin = f(1; 1); (�1;�1)g. A proto�ze

'0(Vafin) = f(1 : 1 : 1); (1 : �1 : �1)g = Vproj(x1 � x0; x2 � x0) [ Vproj(x1 + x0; x2 + x0)
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je projektivn�� mno�zina dost�av�ame (Vafin)
� = f(1 : 1 : 1); (1 : �1 : �1)g. Zb�yv�a si

uv�edomit, �ze Vproj(f(y1y2 � 1)�; (y2
2
� 1)�g) =

= Vproj(fX1X2 �X0; X
2

2
�X0g) = f(1 : 1 : 1); (1 : �1 : �1); (0 : 1 : 0)g:

�

3.3. Uva�zujme polynomy f; g 2 C[y1; y2; y3], f = y2
1
� y2, g = y3

1
� y3. P�ripome�nme,

�ze jsme v dom�ac��m �ukolu uk�azali, �ze IafinVafin(f; g) = (f; g). Jestli�ze U = Vafin(f; g),
ov�e�rte, �ze

(1) X3X0 �X1X2 2 Iproj(U
�) = (f; g)� � C[X0; X1; X2; X3],

(2) X3X0 �X1X2 =2 (f �; g�) � C[X0; X1; X2; X3].

(1) Z�rejm�e (y1f � g)� = (y3 � x1x2)
� = X3X0 �X1X2.

(2) Sta�c�� prozkoumat obraz ide�alu K = (f �; g�) = (X2

1
� X2X0; X

3

1
� X3X

2

0
) ve fak-

torov�em okruhu C[X0; X1; X2; X3]=L, kde L = (X i
0
Xj

1
Xk

2
X l

3
j i + j + k + l = 3). Po-

tom K + L=L = (X2

1
� X2X0) + L=L m�a strukturu jednodimenzion�aln��ho vektorov�eho

prostoru nad t�elesem C a z�rejm�e (X3X0 � X1X2) + L =2 (X2

1
� X2X0) + L=L, proto

X3X0 �X1X2 =2 K. �
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