
23./25.2.

1. Izomorfismy

Jsou-li (G; �;�1 ; 1) a (H; �;�1 ; 1) dv�e grupy, pak se zobrazen�� ' : G! H naz�yv�a
(grupov�y) izomor�smus, jestli�ze je to bijekce a pro ka�zd�e a; b 2 G

'(a � b) = '(a) � '(b),
'(a�1) = '(a)�1,
'(1) = '(1).

Obecn�e pro algebry A a B a zobrazen�� ' : A! B mezi jejich nosn�ymi mno�zinami
plat��, �ze je to izomor�smus, jestli�ze je ' bijekce a pro ka�zd�y opera�cn�� symbol � arity
n a ka�zdou dvojici jeho realizac�� �A a �Bjako operac�� na algebr�ach A a B plat��

'(�A(a1; : : : ; an)) = �B('(a1); : : : ; '(an)) 8a1; : : : ; an 2 A:

1.1. Co znamen�a podm��nka izomor�smu pro nul�arn�� operace?

Podle de�nice uva�zujme pro prvky ur�cen�e nul�arn��mi operacemi �A, �B, �ze se
p�revedou zobraz�� jeden na druh�y, tedy '(�A) = �B. �

1.2. Doka�zte, �ze bijekce f : G! H dvou grup (G; �;�1 ; 1) a (H; �;�1 ; 1) je grupov�y
izomor�smus pr�av�e kdy�z f(a � b) = f(a) � f(b) pro ka�zd�e a; b 2 G.

Proto�ze podm��nka na lev�e stran�e ekvivalence je jednou ze t�r�� de�nitorick�ych
podm��nek, je p�r��m�a implikace trivi�aln��.

P�redpokl�adejme, �ze f(a � b) = f(a) � f(b) pro ka�zd�e a; b 2 G. Proto�ze f(1) =
f(1 � 1) = f(1) � f(1), sta�c�� rovnost f(1) = f(1) � f(1) p�ren�asobit prvkem f(1)�1,
abychom dostali 1 = f(1) � f(1)�1 = f(1) � f(1) � f(1)�1 = f(1). D�ale 1 = f(1) =
f(a�1 �a) = f(a�1)�f(a) a podobn�e 1 = f(a)�f(a�1), proto f(a�1) = (f(a))�1. �

1.3. Necht' (G; �;�1 ; 1) a (H; �;�1 ; 1) jsou grupy. Doka�zte, �ze bijekce f : G ! H
je izomor�smus algeber (G; �;�1 ; 1) a (H; �;�1 ; 1) pr�av�e kdy�z je to izomor�smus
algeber (G; �) a (H; �).

Tvrzen�� je jen reformulace p�redchoz��ho tvrzen�� do jazyka algeber. �

1.4. M�ame-li dv�e algebry (A;�), (B;�) stejn�eho typu s mno�zinou opera�cn��ch sym-
bol�u � a bud' f : A ! B je izomor�smus algeber (A;�), (B;�). Jestli�ze 
 � �,
doka�zte, �ze je f izomor�smus algeber (A;
), (B;
)

Jde o �uvahu stejn�eho druhu jako u p�redchoz��ch p�r��m�ych implikac��: je-li podm��nka
spln�ena pro v�sechny operace ze �, je spln�ena i pro v�sechny operace z mno�ziny 
. �

1.5. Doka�zte, �ze izomor�smus grup i algeber tvo�r�� (t�r��dovou) ekvivalenci.

Sta�c�� si v�simnout, �ze identita je v�zdy izomor�smus, slo�zen�� dvou izomor�sm�u
(kter�e lze skl�adat) a inverz k izomor�smu jsou op�et izomor�smy. �

Jestli�ze mezi dv�ema grupami (G; �;�1 ; 1) a (H; �;�1 ; 1) existuje izomor�smus,
�r��k�ame, �ze jsou izomorfn�� a p���seme (G; �;�1 ; 1) �= (H; �;�1 ; 1) nebo zkr�acen�e G1

�=
G2.
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1.6. Rozhodn�ete, zda jsou izomorfn�� n�asleduj��c�� dvojice grup.

(a) (R2;+;�; 0) a (C;+;�; 0),
(b) (R;+;�; 0) a (R+; �;�1 ; 1),
(c) (Zn;+;�; 0) a (fc 2 (Cj cn = 1g; �;�1 ; 1)

(a) Ano, R2 a C jsou izomorfn�� dokonce jako re�aln�e vektorov�e prostory, kter�e maj��
v�zdy aditivn�� strukturu abelovsk�e grupy, izomor�smem je tedy nap�r��klad zobrazen��
(a; b)! a+ bi.

(b) Ano, sta�c�� uv�a�zit exponenci�alu x! ex.

(c) Ano, sta�c�� uv�a�zit komplexn�� exponenci�alu k ! e
2�ik

n = cos 2�k
n

+i sin 2�k
n
. �

1.7. Rozhodn�ete, zda jsou izomorfn�� n�asleduj��c�� dvojice grup.

(a) (Z;+;�; 0) a (R;+;�; 0),
(b) (Z;+;�; 0) a (Q;+;�; 0),
(c) (S4; �;�1 ; Id) a (Z24;+;�; 0),
(c) (S4; �;�1 ; Id) a (Z3

2 � Z3;+;�; 0),
(a) Ne, mno�ziny Z a R nemaj�� stejnou mohutnost, proto mezi nimi neexistuje

bijekce.
(b) Ne, zat��mco je grupa (Z;+;�; 0) cyklick�a, grupa (Q;+;�; 0) cyklick�a nen��,

tj. hqi 6= Q pro �z�adn�e racion�aln�� q. Kdyby existoval izomor�smus g : Z ! Q, pak
by platilo, �ze

Q = g(Z) = g(h1i) = hg(1)i;
co�z je spor s faktem, �ze (Q;+;�; 0) cyklick�a nen��.

(c) Ne, grupa (Z24;+;�; 0) je cyklick�a, zat��mco (S4; �;�1 ; Id) cyklick�a nen��. D�al
bychom uva�zovali stejn�e jako v p�redchoz�� �uloze.

(d) Ne, grupa (Z3
2 � Z3;+;�; 0) je komutativn��, zat��mco (S4; �;�1 ; Id) komuta-

tivn�� nen��. P�redpokl�adejme, �ze existuje izomor�smus h : S4 ! Z3
2 � Z3. Pak

h((12) � (23)) = h((12)) + h((23)) = h((23)) + h((12)) = h((23) � (12));
tud���z d��ky prostot�e h bychom m�eli (12) � (23) = (23) � (12), co�z nen�� pravda. �

9./11.3.

1.8. Rozhodn�ete, zda jsou izomorfn�� n�asleduj��c�� dvojice grup.

(a) (Z6;+;�; 0) a (Z2 � Z3;+;�; (0; 0)),
(b) (Z9;+;�; 0) a (Z3 � Z3;+;�; (0; 0)),
(c) (Z2;+;�; (0; 0)) a (Z3;+;�; (0; 0; 0)),
(d) (Q;+;�; (0; 0)) a (Q2;+;�; (0; 0)),
(e) (R;+;�; (0; 0)) a (R2;+;�; (0; 0)),

(a) Ano, sta�c�� bud' pou�z��t �C��nsk�e v�ety o zbytc��ch nebo si v�simnout, �ze je grupa
(Z2 � Z3;+;�; (0; 0)) cyklick�a �r�adu 6 (s gener�atorem (1; 1)) stejn�e jako grupa
(Z6;+;�; 0).

(b) Ne, proto�ze �r�ad ka�zd�eho prvku grupy (Z3 � Z3;+;�; (0; 0)) je nejv�y�se 3,
zat��mco grupa (Z;+;�; 0) je cyklick�a

(c) Ne, (Z2;+;�; (0; 0)) je generov�ana dv�ema prvky , ov�sem, abychom dostali
(Z3;+;�; (0; 0; 0)) pot�rebujeme aspo�n 3 gener�atory (co�z plyne z vlastnost�� b�az��
ve vektorov�em prostoru Q3, kter�y Z3 obsahuje jako podgrupu). Snadno bychom
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nahl�edli, �ze izomorfn�� obraz mno�ziny gener�ator�u grupy je op�et mno�zina gener�ator�u,
tedy uveden�a vlastnost je invariant.

(d) Ne, v�simneme si, �ze grupa (Q2;+;�; (0; 0)) obsahuje podgrupu izomorfn��
grup�e (Z2;+;�; (0; 0)) a �ze grupa (Q;+;�; (0; 0)) takovou podgrupu neobsahuje. I
tentokr�at je obvykl�ym zp�usobem veri�kovateln�e, �ze je tato vlastnost invariantem.

(e) Ano. Proto�ze jsou (R;+;�; (0; 0)) a (R2;+;�; (0; 0)) racion�aln�� vektorov�e
prostory se stejn�e mohutnou (nespo�cetnou) b�az��, mus�� b�yt izomorfn�� jako vektorov�e
prostory, tud���z i jako grupy. �

1.9. Doka�zte, �ze je invariantem pro ka�zdou algebru (A; �) s bin�arn�� operac�� � vlast-
nost

a) existuje a 2 A, pro n�e�z plat�� a � a = a,
b) pro ka�zd�e a 2 A plat�� a � a = a,
c) jfa 2 Aj a � a = agj = 2,
d) jfa 2 Aj a � a = agj > 5.

Uv�a�z��me-li algebru s jednou bin�arn�� operac�� (B; �) a izomor�smus ' : A ! B
algebry (A; �) do algebry (B; �), pak prvek a 2 A spl�nuj��c�� a � a = a plat��, �ze

'(a) = '(a � a) = '(a) � '(a)
a proto�ze je zobrazen�� '�1 je tak�e izomor�smus plat�� pro ka�zd�e b 2 B spl�nuj��c��
b � b = b i

'(b)�1 = '�1(b � b) = '�1(b) � '�1(b):

Tud���z a � a = a, pr�av�e kdy�z '(a) � '(a) = '. Odtud dost�av�ame, �ze v�sechny �cty�ri
v�yroky jsou invarianty. �

Ka�zd�e a algebry (A; �) s bin�arn�� operac�� � spl�nuj��c�� podm��nku a�a = a se naz�yv�a
idempotentn��m prvkem.

1.10. Doka�zte, �ze

(a) (R; �) 6' (R2; �),
(b) (Z; �) 6' (N; �),
(c) (Q; �) 6' (Q+; �).

(a) Proto�ze (a; b) � (a; b) = (a; b), pr�av�e kdy�z a; b 2 f0; 1g, obsahuje (R2; �) pr�av�e
�cty�ri idempotentn�� prvky (0; 0); (0; 1); (1; 0); (1; 1), zat��mco (R; �) je dva (0; 1). Dle
p�redchoz�� �ulohy tud���z nem�u�ze j��t o izomorfn�� algebry.

(b) Pou�zijeme op�et 1.9. Tentokr�at (Z; �) obsahuje pr�av�e idempotenty 0; 1 a (N; �)
jen idempotent 1.

(c) Argumentace je stejn�a jako v (b). �

1.11. Rozhodn�ete, kter�e dvojice n�asleduj��c��ch algeber jsou izomorfn��:

(R;+); (R; �); (R+;+); (R+; �):
Nejprve si v�simneme, �ze (R;+) ' (R+; �) podle 1.6 a �ze (R;+) obsahuje ne-

utr�aln�� prvek a inverzn�� prvky, nebot' m�a strukturu grupy. To ov�sem znamen�a, �ze
(R;+) 6' (R; �) a (R;+) 6' (R+;+) a tud���z i (R+; �) 6' (R; �) a (R+; �) 6' (R+;+).
Kone�cn�e proto�ze (R; �) obsahuje dva idempotenty, zat��mco (R+;+) �z�adn�y i ten-
tokr�at dost�av�ame (R; �) 6' (R+;+). �
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2. Homomorfismy a faktorizace

2.1. Najd�ete v�sechny homomor�smy aditivn��ch grup:

a) Z2 ! Z4,
b) Z4 ! Z2,

V�simn�eme si, �ze homomor�smus cyklick�e grupy je ur�cen obrazem gener�atoru a �ze
homomorfn�� obraz 0 je op�et 0. Homomor�smem je d�ale v�zdy zobrazen�� na neutr�aln��
prvek grupy, tj. na 0

(a) Jedin�ym nenulov�ym homomor�smem je zobrazen�� ur�cen�e obrazem 1 ! 2,
proto�ze je �r�ad prvku 1 v Z2 roven 2 a �r�ad jeho obrazu mus�� �c��slo 2 d�elit.

(b) Jedin�y mo�zn�y nenulov�y homomor�smus je zobrazen�� dan�e obrazem jednotky,
tedy 1! 1. �

23./25.3.

2.2. Ov�e�rte, �ze jeH norm�aln�� podgrupa G a rozhodn�ete, se kterou ,,zn�amou"grupou
je izomorfn�� faktorov�a grupa G=H, jestli�ze n 2 N a

a) G = (Sn; �;�1 ; Id) a H = (An; �;�1 ; Id),
b) G = (Z;+;�; 0) a H = (hni;+;�; 0),
c) G = (C;+;�; 0) a H = (R;+;�; 0),
d) G = (C�; �;�1 ; 1) a H = (R+; �;�1 ; 1),
e) G = (GLn(R); �;�1 ; In) (re�aln�e regul�arn�� matice stupn�e n) a G = (fA 2

GLn(R)j det(A) = 1g; �;�1 ; In).

Ve v�sech p�r��padech bude u�zite�cn�e pou�z��t 1.v�etu o izomor�smus. V�zdy se po-
kus��me naj��t (zn�am�y) homomor�smus grupy G na (zn�amou) grupu jeho�z j�adro je
pr�av�e podgrupa H. Proto�ze je j�adro homomor�smu norm�aln�� podgrupa, odpadne
n�am tak�e probl�em s dokazov�an��m normality H:

(a) Sta�c�� uv�a�zit grupov�y homomor�smus znam�enko sgn : Sn ! f�1; 1g. Nav��c
si uv�edom��me, �ze je grupa (f�1; 1g; �;�1 ; 1) dvouprvkov�a cyklick�a, tedy izomorfn��
aditivn�� grup�e Z2.

(b) Tentokr�at uv�a�z��me homomor�smus Z! Zn dan�y p�redpisem z ! (z)mod n.
Proto G=H �= (Zn;+;�; 0).

(c) Nyn�� sta�c�� vz��t projekci komplexn��ch �c��sel na jejich imagin�arn�� �c�ast, tud���z
G=H �= (R;+;�; 0).

(d) Vezmeme-li zobrazen�� c ! c
kck dost�av�ame pr�av�e projekci na jednotkovou

kru�znici v C� co�z je tedy v tomto p�r��pad�e grupa izomorfn�� G=H.
(e) Uv�edom��me-li si, �ze determinant je homomor�smus grupy (GLn(R); �;�1 ; In)

do (R�; �;�1 ; 1), vid��me, �ze hledanou izomorfn�� grupou je pr�av�e (R�; �;�1 ; 1). �

2.3. Ozna�c��me-li C� = (C�; �;�1 ; 1) grupu nenulov�ych komplexn��ch �c��sel s n�asoben��m,
a polo�zme Cn = fz 2 C� j zn = 1g, doka�zte, �ze plat�� C�=Cn ' C�

Op�et vyu�zijeme 1.v�etu o izomor�smu aplikovanou na homomor�smus (�)n :
C�C� dan�y vztahem c! (c)n. �

2.4. Najd�ete v�sechny homomor�smy grupy G do grupy H, jestli�ze:

a) G = H = (Z;+;�; 0),
b) G = (Z;+;�; 0) a H = (Zn;+;�; 0),
c) G = (Zn;+;�; 0) a H = (Z;+;�; 0),
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d) G = (Zn;+;�; 0) a H = (Zm;+;�; 0),
e) G = (Sn; �;�1 ; Id) a H = (Zm;+;�; 0) pro n > 4.
f) G = (Zn;+;�; 0) a H = (Sm; �;�1 ; Id),

(a) Homomor�smus cyklick�e grupy je ur�cen obrazem gener�atoru, tedy homomor-
�smy jsou tvaru fz(x) = zx pro libovoln�e z 2 Z.

(b) Plat�� �uvaha s omezen��m, �ze fz(x) = (zx)mod n pro z 2 Zn.
(c) Podle 1.v�ety o izomor�smu je homomorfn�� obraz podgrupou izomorfn�� faktoru

(Zn;+;�; 0). Ov�sem grupa (Z;+;�; 0) obsahuje pouze trivi�aln�� kone�cnou grupu,
proto je jedin�ym homomor�smem Zn ! Z nulov�y homomor�smus.

(d) Podle 1.v�ety o izomor�smu sta�c�� uva�zovat jen faktory grupy (Zn;+;�; 0)
jejich�z �r�ad d�el�� �r�ad grupy (Zm;+;�; 0), nejv�et�s��m takov�ym je faktor izomorfn��
(Zd;+;�; 0), kde d = gcd(n;m) = 4. Proto�ze ka�zd�y homomor�smus (Zd;+;�; 0) do
(Zm;+;�; 0) je ur�cen obrazem gener�atoru do jednozna�cn�e ur�cen�e podgrupy grupy
(Zm;+;�; 0) �r�adu d (ta je generovan�a prvkem a = m

d
), existuje homomor�sm�u

(Zd;+;�; 0) do (Zm;+;�; 0) pr�av�e d a jsou tvaru gz(x) = (zax)mod m pro z 2 Zd.
Uv�a�z��me-li, �ze je zobrazen�� Zn ! Zd dan�y vztahem y ! (y)mod d homomor�s-
mus na Zd, pak je ka�zd�y homomor�smus (Zn;+;�; 0) do (Zm;+;�; 0) pr�av�e tvaru
fz(x) = gz((x)mod d) = (za � (x)mod d)mod m pro z 2 Zd.

(e) P�ripomeneme-li, �ze v�sechny podgrupy cyklick�e grupy jsou op�et cyklick�e, mus��
b�yt homomorfn�� obraz (Sn; �;�1 ; Id) tak�e cyklick�y. P�ripomeneme-li, �ze f1g, An a Sn
jsou jedin�e norm�aln�� podgrupy (Sn; �;�1 ; Id) pro v�sechna n 6= 4 a �ze Sn=f1g �= Sn
nen�� komutativn��, a proto ani cyklick�a, zb�yvaj�� jen dvouprvkov�e cyklick�e faktory
Sn=An. Tedy pro n lich�a m�ame pouze trivi�aln�� homomor�smus a pro n sud�a p�ribude

je�st�e homomor�smus � ! �(sgn +1)�n
2�2 .

8./20.4.

(f) Tentokr�at v��me, �ze jsou homomor�smy ur�ceny obrazem gener�atoru, kter�y je
podle 1.v�ety o izomor�smu pr�av�e prvek �r�adu, kter�y d�el�� �r�ad n. Sta�c�� n�am tedy vz��t
v�sechny prvky grupy Sm; �;�1 ; Id) �r�adu, kter�y d�el�� �r�ad n, ozna�cme je A. Potom je
je ka�zd�y homomor�smus (Zn;+;�; 0) do Sm; �;�1 ; Id) pr�av�e tvaru 'a(x) = ax pro
x 2 Zn. �

2.5. Kolik existuje homomor�sm�u mezi ka�zdou z dvojic grup
(Z140;+;�; 0), (Z72;+;�; 0) (Z;+;�; 0) a (S4; �;�1 ; Id)?

Vyu�zijeme-li p�redchoz�� �ulohu a ozna�c��me Hom(G;H) mno�zinu v�sech homomor-
�sm�u G ! H, snadno spo�c��t�ame, �ze

- jHom(Z140;Z72)j = gcd(140; 72) = 4,
- jHom(Z140;Z)j = 1,
- jHom(Z140; S4)j = 1 + 4�3

2! + 4!
4 = 13,

- jHom(Z72;Z140)j = gcd(140; 72) = 4,
- jHom(Z72;Z)j = 1,
- jHom(Z72; S4)j = jS4j = 24,
- jHom(Z;Z140)j = 140,
- jHom(Z;Z72)j = 72,
- jHom(Z; S4)j = jS4j = 24,
- jHom(S4;Z140)j = 2,
- jHom(S4;Z72)j = 2,
- jHom(S4; Zj = 1.
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�

2.6. Spo�c��tejte kolika zp�usoby lze obarvit st�eny krychle (bez ohledu na jej�� polohu)
pomoc�� n barev.

Nejprve de�nujme mno�zinu X jako mno�zinu v�sech obarven�� krychle v pevn�e
pozici (tj. p�ri�razujeme barvu 6 pozic��m s ohledem na jejich polohu) a G grupu v�sech
oto�cen�� krychle. Kone�cn�e oto�cen�� g p�ri�rad�� obarven�� x p�r��slu�sn�e oto�cen�� krychle g(x).
Z�rejm�e jde o p�usoben�� G na mno�zin�e X. V�simn�eme si, �ze dv�e obarven�� z mno�ziny
X jsou ekvivalentn�� vzhledem k ekvivalenci �, pokud lze jedno p�rev�est na druh�e
n�ejak�ym oto�cen��m krychle. To znamen�a, �ze po�cet v�sech obarven�� krychle bez ohledu
na jej�� oto�cen�� je pr�av�e roven po�ctu rozkladov�ych t�r��d jX= � j. Nyn�� vyu�zijeme
Burnsideova lemmatu jX= �= 1

jGj
P

g2G jXgj, kde Xg = xzXjg(x) = x.

Uv�edomme si, �ze grupa oto�cen�� G obsahuje pr�av�e 24 prvk�u (oto�cen�� m�u�zeme
reprezentovat zobrazen��m st�eny na jednu z 6 st�en ve 4 pozic��ch, p�r��padn�e zobrazen��m
jednoho vrcholu na 8 vrchol�u s trojic�� hran, kter�e z n�ej vyb��haj��). Ka�zd�e oto�cen��
m�u�zeme reprezentovat jako permutaci st�en, kter�e se k tomuto �u�celu o�c��slujeme �c��sly
1,...,6 (tedy grupu G ch�apeme jako podgrupu S6). Kone�cn�e poznamenejme, �ze m�a-
li z�ustat p�ri konkr�etn��m oto�cen�� zachov�ano obarven�� krychle, mus�� b�yt obarven��
v�sech st�en v jednom cyklu stejn�e. Tedy pot�rebujeme zjistit, kolik cykl�u ka�zd�a z
permutac�� odpov��daj��c�� dan�emu oto�cen�� obsahuje (je-li jich v permutaci g pr�av�e k,
pak jXgj = nk. Probereme jednotliv�e p�r��pady:

(1) 6 cykl�u obsahuje pouze g = Id, tedy jXgj = n6,
(2) 4 cykly obsahuj�� 3 osov�e symetrie podle os proch�azej��c��ch st�redy protilehl�ych

st�en, tj.

g 2 f(13)(24); (13)(53); (24)(56)g
a jXgj = n4,

(3) 3 cykly obsahuje 6 oto�cen�� o 90 stup�n�u vpravo a vlevo podle os proch�azej��c��ch
st�redy protilehl�ych st�en, tj

g 2 f(1234); (1432); (1635); (1536); (2645); (2546)g
a 6 p�reklopen�� podle os proch�azej��c��ch st�redy protilehl�ych hran, tedy g le�z��
v mno�zin�e

f(13)(64)(25); (13)(26)(45); (24)(16)(35); (24)(15)(36); (56)(14)(23); (56)(12)(34)g
a jXgj = n3,

(4) 2 cykly obsahuje 8 oto�cen�� o 120 stup�n�u vpravo a vlevo podle os proch�azej��c��ch
protilehl�ymi vrcholy, tj. g le�z�� v mno�zin�e f(164)(235); (146)(253); (126)(345);
(162)(354); (145)(263); (154)(236); (125)(634); (125)(634)g a jXgj = n2,

Tedy zjistili jsme, �ze jX= � j = 1
24 (n

6 + 3n4 + 12n3 + 8n2). �

22.4.

2.7. Ur�cete kolika zp�usoby lze krychli obarvit (bez ohledu na jej�� polohu) pomoc��
3 barev

Sta�c�� dosadit do odvozen�eho vzore�cku: 1
24 (3

6 + 3 � 34 + 12 � 33 + 8 � 32) = 57. �
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3. Okruhy a t�elesa

3.1. Uva�zujme okruh Z = (Z;+;�; �; 0; 1) a zvolme n 2 Z.
a) Doka�zte, �ze (n) = fnzj z 2 Zg je ide�al Z,
b) popi�ste v�sechny ide�aly Z,
c) kolik prvk�u m�a faktor Z=(n)?

(a) V��me, �ze (n) je podgrupa komutativn�� grupy (Z;+;�; 0), zb�yv�a si v�simnout,
�ze pro ka�zd�e z; t 2 Z nzt 2 (n)�.

(b) Proto�ze je ka�zd�y ide�al podgrupou aditivn�� grupy okruhu a (Z;+;�; 0) obsa-
huje pr�av�e cyklick�e podgrupy, tvo�r�� mno�zinu v�sech ide�al�u okruhu Z podle (a) pr�av�e
syst�em f(n)j n 2 N [ f0gg

(c) Podle Prvn�� v�ety o izomor�smu je Z=(n) �= Zn, proto jZ=(n)j = jZnj = n. �

3.2. Najd�ete v�sechny ide�aly okruh�u Zn = (Zn;+;�; �; 0; 1) pro n = 5; 8; 15 a pro
obecn�e n.

Stejn�e jako v p�redchoz��m p�r��klad�e sta�c�� prozkoumat podgrupy p�r��slu�sn�ych cyk-
lick�ych grup. Tedy gener�atory jsou pr�av�e d�elitel�e �c��sla n. Konkr�etn�e

podgrupy Z5 jsou jen f0g;Z5,
podgrupy Z8 jsou f0g; 2Z8; 4Z8;Z8,
a podgrupy Z15 jsou f0g; 3Z15; 5Z15;Z15.

�

3.3. Spo�ct�ete prvky nejmen�s��ho ide�alu okruhu (Z;+;�; �; 0; 1) obsahuj��c��ho a) 28; 63,
b) 15; 18; 40.

I tentokr�at vyu�zijeme toho, �ze ide�aly okruhu (Z;+;�; �; 0; 1) a podgrupy grupy
(Z;+;�; 0) spl�yvaj��. Gener�atory ide�al�u jsou tedy gener�atory cyklick�ych podgrup,
kter�e najdeme jako nejv�et�s�� spole�cn�e d�elitele. To znamen�a, �ze

(28)+(63) = (gcd(28; 63))Z = 7Z; (15)+(18)+(40) = (gcd(15; 18; 40))Z = 1Z = Z:

�

3.4. Spo�ct�ete prvky nejmen�s��ho ide�alu okruhu Q obsahuj��c��ho 3
4 .

Proto�ze je Q t�eleso, tak nejmen�s��ho ide�alu ( 34 ) obsahuj��c��
3
4 je cel�e Q �

3.5. Popi�ste v�sechny ide�aly okruh�u a) (Q[x];+;�; �; 0; 1), b) (Zp[x];+;�; �; 0; 1) pro
p prvo�c��slo. Kter�e z nich jsou maxim�aln��?

Proto�ze jsou okruhy (Q;+;�; �; 0; 1) i (Zp;+;�; �; 0; 1) t�elesa, v��me, �ze (Q[x];+;�; �; 0; 1)
i (Zp[x];+;�; �; 0; 1) jsou Ekleidovsk�e obory, tedy obory hlavn��ch ide�al�u, tedy v�sechny
ide�aly jsou tvaru uQ[x], resp. uZp[x] pro n�ejak�y polynom u.

M�ame dok�az�ano, �ze hlavn�� ide�al generovan�y prvkem u jak�ehokoli oboru hlavn��ch
ide�al�u je maxim�aln��, pr�av�e kdy�z je u ireducibiln��. To znamen�a , �ze uQ[x], resp.
uZp[x] je maxim�aln�� pr�av�e pro u ireducibiln�� polynomy. �

3.6. Rozhodn�ete, zda je ireducibiln��

a) polynom x2 � 2 v oboru (Q[x];+;�; �; 0; 1),
b) polynom x2 + 1 v oboru (Z5[x];+;�; �; 0; 1).
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a) x2�2 um��me rozlo�zit nad re�aln�ymi �c��sly na sou�cin x2�2 = (x�p2)(x+p2),
ale proto�ze

p
2 =2 Q, je polynom x2 � 2 v oboru (Q[x];+;�; �; 0; 1) ireducibiln��.

b) proto�ze v (Z5[x];+;�; �; 0; 1) m�ame x2+1 = x2� 4 = (x� 2)(x� 3), je tento
polynom reducibiln��. �

3.7. Doka�zte, �ze je Q[x]=(x2 � 2)Q[x] t�eleso izomorfn�� t�elesu Q[
p
2].

Sta�c�� uv�a�zit dosazovac�� homomor�smus 
p2Q[x]! R dan�y p�redpisem 
p2(f) =

f(
p
2). Potom snadno nahl�edneme, �ze Ker
p2 = (x2 � 2)Q[x] a d��ky Prvn�� v�et�e o

izomor�smu dost�av�ame

Q[x]=(x2 � 2)Q[x] = Q[x]=Ker
p2
�= 
p2(Q[x]) = Q[

p
2]

�

3.8. Uva�zujme t�elesa re�aln�ych �c��sel R a jeho podt�eleso racion�aln��ch �c��sel Q.

(a) Doka�zte , �ze je prvek
p
3 algebraick�y nad Q,

(b) spo�c��tejte stupe�n roz�s���ren�� [Q(
p
3) : Q],

(c) najd�ete nad Q minim�aln�� polynom prvku
p
3,

(d) ov�e�rte, �ze je prvek 2 + 5
p
3 algebraick�y nad Q a najd�ete jeho minim�aln��

polynom nad Q,

(e) ov�e�rte, �ze 2�p3
3+

p
3
je algebraick�y prvek nad Q a najd�ete jeho minim�aln�� po-

lynom nad Q,
(f) doka�zte , �ze je prvek 3

p
2 algebraick�y nad Q,

(g) najd�ete nad Q minim�aln�� polynom prvku 3
p
2 a spo�c��tejte stupe�n roz�s���ren��

[Q( 3
p
2) : Q],

(h) ov�e�rte, �ze [Q( 3
p
2; 5
p
5) : Q] � 15,

(i) najd�ete n�ejakou generuj��c�� mno�zinu vektorov�eho prostoru Q( 3
p
2; 5
p
5) nad

t�elesem Q.

(a) Prvek � je podle de�nice algebraick�y nad Q, pr�av�e kdy�z existuje polynom

p 2 Q[x], jeho�z je � ko�renem. V na�sem p�r��pad�e okam�zit�e vid��me, �ze
p
3
2
= 3, a

proto je
p
3 ko�renem polynom x2 � 3 2 Q[x].

(b) Nahl�edneme, �ze je t�eleso Q(
p
3), tedy nejmen�s�� podt�eleso t�elesa R obsahuj��c��

mno�zinu Q [ f�g, rovno mno�zin�e A = fa + b
p
3 2 Rj a; b 2 Qg. Proto�ze pro

ka�zd�e a; b 2 Q, m�ame z uzav�renosti na operace a; b; b
p
3; a+ b

p
3 2 ;Q(

p
3), proto

A � Q(
p
3). P�ritom je A zjevn�e mno�zina uzav�ren�a na s�c��t�an��, od�c��t�an�� a n�asoben�� a

0; 1 2 A, tedy je A podokruh okruhu R. Vezmeme-li nenulov�e a+ b
p
3 2 A, potom

(a + b
p
3)�1 = (a�bp3)

(a+b
p
3)(a�bp3)

= a
a2�3b2 � b

a2�3b2

p
3 2 A, proto�ze a

a2�3b2 2 Q a

� b
a2�3b2 2 Q. To znamen�a, �ze je A podt�eleso t�elesa Q(

p
3) obsahuj��c�� Q [ f�g,

proto A = Q(
p
3).

T��m jsme uk�azali, �ze Q(
p
3) je jako racion�aln�� vektorov�y prostor generov�ano

prvky 1 a
p
3. Ov�e�r��me, �ze jde o line�arn�e nez�avislou mno�zinu. P�redpokl�adejme, �ze

je
p
3 racion�aln��, tj. existuj�� nesoud�eln�a p�rirozen�a c a j, pro kter�a

p
3 = c

j
, a proto

c2 = 3j2. Potom 3=c, tedy 9=c2, a proto 3=j, spor s nesoud�elnost�� c a j. Proto�ze je

prvek
p
3 iracion�aln��, nen�� racion�aln��m n�asobkem prvku 1, tud���z je line�arn�e nez�avisl�y

na 1. Na�sli jsme dvouprvkovou b�azi Q(
p
3) ch�apan�eho jako vektorov�y prostor nad

t�elesem Q(
p
3), tedy [Q(

p
3) : Q] = dimQQ(

p
3) = 2.
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(c) P�ripome�nme, �ze minim�aln�� polynom m 2 Q[x] prvku � je ireducibiln�� mo-
nick�y polynom, jeho�z ko�renem je �, ekvivalentn�e jemmonick�y polynom nejmen�s��ho
mo�zn�eho stupn�e, jeho�z ko�renem je �. Nav��c bylo na p�redn�a�sce dok�az�ano, �ze deg(

p
3) =

[Q(
p
3) : Q]. Vyu�zijeme-li pozorov�an�� [Q(

p
3) : Q] = 2 a v�simneme-li, �ze jsme v (a)

u�z polynom stupn�e 2 s ko�renem
p
3 na�sli, tedy nutn�e mus�� j��t o minim�aln�� polynom.

Tedy x2 � 3 je minim�aln�� polynom prvku
p
3 nad Q.

(d,e) Na p�redn�a�sce bylo dok�az�ano, �ze ka�zd�e roz�s���ren�� kone�cn�eho stupn�e je al-

gebraick�e, tedy d��ky (b) je ka�zd�y prvek Q(
p
3) algebraick�y nad Q. Proto�ze 2 +

5
p
3; 2�

p
3

3+
p
3
2 Q(

p
3), jde o prvky algebraick�e nad Q.

D�ale v��me, �ze ka�zd�e t�ri prvky vektorov�eho prostoru dimenze 2 mus�� b�yt line�arn�e
z�avisl�e, tedy existuje netrivi�aln�� racion�aln�� line�arn�� kombinace q0 + q1(2 + 5

p
3) +

q2(2 + 5
p
3)2 = q1 + q2(2 + 5

p
3) + q2(79 + 20

p
3) = 0. Vyj�ad�reno v sou�radnic��ch

vzhledem k b�azi 1,
p
3 �re�s��me homogenn�� soustavu line�arn��ch rovnic q0 + 2q1 +

79q2 = 0, 5q1 + 20q2 = 0 s matic��

�
1 2 79
0 5 20

�
. Tedy �re�sen��m je nap�r��klad vektor

(q0; q1; q2) = (�71;�4; 1), co�z znamen�a, �ze je algebraick�y prvek 2 + 5
p
3 ko�renem

polynomu m1 = x2 � 4x� 71.

Podobn�e budeme uva�zovat o prvku 2�p3
3+

p
3
. Nejprve ho ov�sem vyj�ad�r��me v b�azi 1,

p
3, tedy 2�p3

3+
p
3
= (2�p3)(3�p3)

(3+
p
3)(3�p3)

= 9�5
p
3

6 a op�et hled�ame qi 2 Q, aby q0+q1
9�5

p
3

6 +

q2(
9�5

p
3

6 )2 = 0, tedy 36q0 + q1(54 � 30
p
3) + q2(156 � 90

p
3) = 0. �Re�s��me proto

soustavu s matic�� �
36 54 156
0 �30 �90

�
�
�
6 0 �1
0 1 3

�
:

Tedy snadno najdeme �re�sen�� (q0; q1; q2) = (� 1
6 ;�3; 1), jemu�z odpov��d�a monick�y

polynom m2 = x2 � 3x � 1
6 s ko�renem 2�p3

3+
p
3
. Proto�ze jsou oba polynomy m1 a

m2 monick�e stupn�e dva a ani jedno z uva�zovan�ych iracion�aln��ch �c��sel nen�� ko�renem
racion�aln��ho polynomu stupn�e jedna, je m1 minim�aln�� polynom prvku 2+5

p
3 nad

Q a m2 minim�aln�� polynom prvku 2�p3
3+

p
3
nad Q.

(f) Jako v (a) sta�c�� uv�a�zit, �ze 3
p
2 je ko�renem polynom x3 � 2 2 Q[x].

(g) Proto�ze minim�aln�� polynom ur�cit�e d�el�� x3 � 2 v oboru Q[x], m�ame [Q( 3
p
2) :

Q] � deg(x3 � 2) = 3. To znamen�a, �ze mocniny prvku ( 3
p
2)0 = 1, ( 3

p
2)1 = 3

p
2

a ( 3
p
2)2 = 3

p
4 generuj�� vektorov�y prostor Q( 3

p
2) nad t�elesem Q. Uk�a�zeme, �ze se

jedn�a o b�azi Q( 3
p
2).

6.5.

(h) Uv�a�z��me-li, �ze podle (b) je [Q(
p
3) : Q] = 3 a �ze prvek 5

p
5 je ko�renem poly-

nomu x5� 5, kter�y m�u�zeme ch�apat jako polynom nad t�elesem Q( 3
p
2), tedy stupe�n

minim�aln��ho polynomu prvku 5
p
5 nad Q( 3

p
2) je nejv�y�se 5, proto [Q( 3

p
2; 5
p
5) :

Q( 3
p
2)] � 5. Podle pozorov�an�� z p�redn�a�sky je

[Q(
3
p
2;

5
p
5) : Q] = [Q(

3
p
2;

5
p
5) : Q(

3
p
2)] � [Q(

p
3) : Q] � 5 � 3 = 15:

(i) Sta�c�� si podrobn�eji prohl�ednout d�ukazy tvrzen�� vyu�z��van�ych v (h), abychom

zjistili, �ze mno�zina f 3
p
2
i � 5

p
5
j j i = 0; 1; 2; j = 0; 1; 2; 3; 4g, proto�ze 1; 3

p
2; 3
p
2
2

generuje Q( 3
p
2) nad Q 1; 5

p
5; 5
p
5
2
; 5
p
5
3
; 5
p
5
4
generuje Q( 3

p
2; 5
p
5) nad Q( 3

p
2). �
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3.9. Uva�zujme faktorov�y okruhQ[x]=(x3�2)Q[x] okruhu polynom�u (Q[x];+;�; 0; �; 1).
(a) Doka�zte, �ze je Q[x]=(x3 � 2)Q[x] t�eleso,

(b) ov�e�rte, �ze Q[x]=(x3 � 2)Q[x] �= Q( 3
p
2),

(c) ov�e�rte, �ze (x+ 1) + (x3 � 2)Q[x] = (x3 + x� 1) + (x3 � 2)Q[x],
(d) najd�ete v Q[x]=(x3 � 2)Q[x] inverzn�� prvek k prvku x+ 1 + (x3 � 2)Q[x].

(a) Proto�ze je podle 3.8(c) polynom x3�2 minim�aln��m polynomem prvku 3
p
2 nad

Q, jedn�a se o nerozlo�ziteln�y polynom okruhu (Q[x];+;�; 0; �; 1), tedy je hlavn�� ide�al
(x3 � 2)Q[x] maxim�aln��. Nyn�� sta�c�� p�ripomenou, �ze faktor komutativn��ho okruhu
podle maxim�aln��ho ide�alu je t�eleso.

(b) Vezmeme-li dosazovac�� homomor�smus Id 3
p
2 : Q[x] ! Q( 3

p
2), vid��me d��ky

3.8, �ze jde o homomor�smus na a j�adro Ker(Id 3
p
2) = (x3� 2)Q[x]. D��ky prvn�� v�et�e

o izomor�smu dost�av�ame Q[x]=(x3 � 2)Q[x] = Q[x]=Ker(Id 3
p
2)
�= Q( 3

p
2).

(c) P�ripome�nme, �ze dv�e rozkladov�e t�r��dy podle ide�alu I spl�yvaj��, jestli�ze rozd��l
jejich reprezentant�u le�z�� v I. Tedy sta�c�� nahl�ednout, �ze (x3 + x � 1) � (x + 1) =
x3 � 2 2 (x3 � 2)Q[x].

(d) Najdeme-li Eukleidov�ym algoritmem polynomy q; r 2 Q[x], aby (x + 1)q +
(x3 � 2)r = c, kde c je invertibiln��, vid��me, �ze c�1q je prvek rozkladov�e t�r��dy
hledan�eho inverzu. Tedy vyd�el��me se zbytkem x3 � 2 = (x + 1)(x2 � x + 1) � 3, a
proto �3 = �(x+1)(x2� x+1)+ (x3� 2) a 1 = (x+1) 13 (x

2� x+1)� 1
3 (x

3� 2).

Tud���z (x+ 1 + (x3 � 2)Q[x])�1 = 1
3 (x

2 � x+ 1) + (x3 � 2)Q[x]. �

3.10. Najd�ete ko�renov�e nadt�eleso polynomu p 2 T [x] nad t�elesem T , jestli�ze

(a) T = Q a p = x3 � 1,
(b) T = Q a p = x3 � 2,
(c) T = Z2 a p = x2 + 1,
(d) T = Z2 a p = x2 + x+ 1.

(a) Proto�ze je 1 2 Q ko�renem polynomu x3 � 1, je samotn�e t�eleso Q u�z jeho
ko�renov�ym nadt�elesem.

(b) V 3.8 jsme zjistili, �ze v t�elese Q( 3
p
2) m�a polynom p = x3�2 ko�ren 3

p
2, nav��c

je Q( 3
p
2) nejmen�s�� podt�eleso R obsahuj��c�� 3

p
2 a Q, proto jde pr�av�e o ko�renov�e

nadt�eleso.
Tak�e jsme mohli sestrojit ko�renov�e nadt�eleso stejn�e jako ve v�et�e, kter�a ukazuje

jeho existenci, tj. mohli jsme uv�a�zit, �ze je p = x3 � 2 ireducibiln�� v Q[x] a vz��t
faktorov�y okruh Q[x]=(x3 � 2)Q[x].

(c) Podobn�e jako v (a) je Proto�ze je 1 2 Z2 ko�renem polynomu x2 + 1, je Z2

ko�renov�ym nadt�elesem tohoto polynomu.
(d) Tentokr�at stejn�e jako v 2.konstrukci z (b) vezmeme t�eleso Z2[x]=(x

2 + x +
1)Z2[x]. Ozna�c��me-li [a] = a+(x2+x+1)Z2[x], v�simn�eme si, �ze m�a t�eleso Z2[x]=(x

2+
x+ 1)Z2[x] pr�av�e 4 prvky: [0], [1], [x], [x+ 1]. �

18./20.5.

3.11. Je-li U rozkladov�e nadt�eleso polynomu x3 � 2 nad t�elesem Q. Uka�zte, �ze

(a) U = Q[ 3
p
2; e

2�i

3 ],
(b) [U : Q] = 6,
(c) Gal(U=Q) �= S3.
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(a) Vid��me, �ze komplexn�� �c��sla 3
p
2, 3
p
2e

2�i

3 a 3
p
2e�

2�i

3 jsou pr�av�e ko�reny po-

lynomu p = x3 � 2, proto U = Q[ 3
p
2; 3
p
2e

2�i

3 ; 3
p
2e�

2�i

3 ]. Nyn�� si sta�c�� v�simnout,
�ze

3
p
2e

2�i

3 ;
3
p
2e�

2�i

3 =
3
p
2 � (e 2�i

3 )�1 2 Q[ 3
p
2; e

2�i

3 ];

proto U � Q[ 3
p
2; e

2�i

3 ], a �ze

e
2�i

3 =
3
p
2e

2�i

3 � ( 3
p
2)�1 2 U;

odkud dost�av�ame, �ze U = Q[ 3
p
2; e

2�i

3 ].
(b) Vyu�zijeme-li tvrzen�� z p�redn�a�sky a bod (a), v��me, �ze pro ka�zd�y prvek � 2 U

plat��

[U : Q] = [U : Q[�]] � [Q[�] : Q]:
Polo�z��me-li � = 3

p
2, pak

[Q[
3
p
2] : Q] = degm 3

p
2];Q = deg x3 � 2 = 3

a proto�ze minim�aln�� polynom prvku e
2�i

3 nad t�elesem Q[ 3
p
2] d�el�� polynom x3 � 12

a tud���z i x2 + x+ 1, a o line�arn�� polynom se kv�uli imagin�arn��m hodnot�am nem�u�ze
jednat, dost�av�ame

[U : Q[
3
p
2]] = [(Q[

3
p
2])[e

2�i

3 ] : Q[
3
p
2]] = degm

e
2�i

3 ;Q[ 3
p
2]
= deg x2 + x+ 1 = 2

Tedy [U : Q] = [U : Q[�]] � [Q[�] : Q] = 6.
(c) Proto�ze je polynom x3 � 2 nad t�elesem racion�aln��ch �c��sel ireducibiln��, v��me

z p�redn�a�sky, �ze je grupa Gal(U=Q) izomorfn�� podgrup�e grupy permutac�� v�sech
ko�ren�u polynomu x3 � 2, kter�a je izomorfn�� S3. Snadno nahl�edneme, �ze zobrazen��
komplexn��ho sdru�zen�� id je prvek Gal(U=Q) �r�adu 2, co�z podle Lagrangeovy v�ety
znamen�a, �ze 2=jGal(U=Q)j. D�ale n�am za dan�ych p�redpoklad�u tvrzen�� z p�redn�a�sky

zaru�cuje existenci prvku ' 2 Gal(U=Q) spl�nuj��c��ho '( 3
p
2) = 3

p
2e

2�i

3 . Proto�ze
id 6= ' 6= id, vid��me, �ze jGal(U=Q)j = 6. Proto�ze je Gal(U=Q) izomorfn�� podgrup�e
S3, nutn�e u�z to znamen�a, �ze Gal(U=Q) �= S3. �

3.12. Spo�c��tejte Galoisovy grupyGal(U=Q) je-li U rozkladov�e nadt�eleso polynomu

(a) x4 + 4x2 + 2,
(b) x4 � 2.

(a) Nejprve snadno najdeme komplexn�� ko�reny �2�p
2 polynomu y2 + 4y + 2,

proto jsou �i
p
2�p

2 v�sechny ko�reny polynomu x4 + 4x2 + 2. D�ale si v�simn�eme,p
2 2 Q[i

p
2 +

p
2], proto i

i

q
2�

p
2 =

p
2

i
p
2 +

p
2

p
2�p

2p
2�p

2
2 Q[i

q
2 +

p
2]:

To znamen�a, �ze U = Q[i
p
2 +

p
2] ka�zd�y Q-automor�smus t�elesa U je ur�cen obra-

zem prvku i
p
2 +

p
2 na kter�ykoli ko�ren �i

p
2�p

2. Nav��c lze snadno p�r��mo�ca�re
uk�azat, �ze x4 + 4x2 + 2 je ireducibiln�� polynom nad t�elesem racion�aln��ch �c��sel,
co�z znamen�a, �ze jGal(U=Q)j = 4. Zb�yv�a rozhodnout, zda Gal(U=Q) �= Z4 nebo
Gal(U=Q) �= Z2�Z2. Proto�ze je id op�et prvekGal(U=Q), sta�c�� si v�simnout, �ze exis-

tuje homomor�smus ' 2 Gal(U=Q) ur�cen�y podm��nkou '(i
p
2 +

p
2) = i

p
2�p

2

z�rejm�e spl�nuje '(�i
p
2 +

p
2) = �i

p
2�p

2, proto jsou automor�smy id a ' r�uzn�e
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prvky Galoisovy grupy �r�adu 2. Takovou vlastnost ov�sem ur�cit�e �z�adn�a cyklick�a grupa
nespl�nuje, tud���z Gal(U=Q) �= Z2 � Z2.

(b) Obdobn�e jako v �uloze 3.11 nejprve zjist��me, �ze U = Q[ 4
p
2; i]. Proto�ze Q[i] je

rozkladov�e nadt�eleso polynomu x2 + 1 na t�elesem Q, �r��k�a n�am Galoisova v�eta, �ze
Gal(U=Q[i]) je norm�aln�� podgrupa Gal(U=Q) a nav��c plat��, �ze

Gal(U=Q)=Gal(U=Q[i]) �= Gal(Q[i]=Q):

Snadno spo�c��t�ame, �ze je polynom x4 � 2 ireducibiln�� nad t�elesem Q[i], proto plat��,
�ze jGal(U=Q[i])j = 4, dokonce Gal(U=Q[i]) �= Z4, nebot' automor�smus ' 2
Gal(U=Q) ur�cen�y podm��nkou '( 4

p
2) = 4

p
2i je prvek �r�adu 4. Proto�zeGal(Q[i]=Q) �=

Z2, je grupa Gal(U=Q) izomorfn�� grup�e D8 symetri�� �ctverce. �

Dal�s�� �ulohy

(1) Popi�ste v�sechny homomor�smy mezi symetrickou grupy (Sn; �;�1 ; id) a
obecnou kone�cnou komutativn�� grupou.

(2) Je-li Q osmiprvkov�a kvaternionov�a grupa, ov�e�rte, �ze f�1g tvo�r�� norm�aln��
podgrupu N a rozhodn�ete, zda je Q=N izomorfn�� grup�e Z4 nebo grup�e
Z2 � Z2.

(3) Popi�ste v�sechny kongruence na algeb�re a) (Z;+) b) (Z;+; �) c) (Z; 0; 1) (tj.
m�ame pouze nul�arn�� operace) d) (Zn;+), e) (Q;+; �).

(4) Najd�ete v�sechny ide�aly okruhu (Z10;+;�; �; 0; 1)� (Z10;+;�; �; 0; 1).
(5) Spo�ct�ete prvky nejmen�s��ho ide�alu okruhu Z[x] obsahuj��c��ho a) x2; x3, b)

x2 + 2; x, c) 2; x2.
(6) Rozhodn�ete, zda mno�zina fPn

i=0 aix
i 2 Z[x] : a0+ a1+ : : :+ an = 0g tvo�r��

ide�al okruhu Z[x]. Je to hlavn�� ide�al? Pokud ano, najd�ete gener�ator.
(7) Rozhodn�ete, zda mno�zina fx � f + 3g : f; g 2 Z[x]g tvo�r�� ide�al okruhu Z[x].

Je to hlavn�� ide�al? Pokud ano, najd�ete gener�ator.
(8) Popi�ste operace a hled�an�� inverzu a najd�ete primitivn�� prvky t�eles

(a) F4 = Z2[x]=(x
2 + x+ 1), (b) F8 = Z2[x]=(x

3 + x+ 1).
(c) F9 = Z3[x]=(x

2 + 1).
(9) Najd�ete gener�ator hlavn��ho ide�alu v oboru (Q[x];+;�; �; 0; 1)

a) (x3 � 1)Q[x] \ (x2 + 3)Q[x],
b) (x3 � 1)Q[x] + (x2 + 3)Q[x],
c) (x3 � 1)Q[x] \ (x2 � 1)Q[x],
d) (x3 � 1)Q[x] + (x2 � 1)Q[x].


