
19.2.

9. Obecn�e determinanty

9.1. Najd�ete nad t�elesem racion�aln��ch �c��sel rekurentn�� vzorec pro v�ypo�cet deter-
minant obecn�e �ctvercov�e matice Cn = (cij) stupn�e n, kde cii = 1, cii+1 = �1 a

cii+1 = 1 a jinde je cij = 0, tj. Cn =

0BBBBBB@
1 �1 0 0 : : : 0 0
1 1 �1 0 : : : 0 0
0 1 1 �1 : : : 0 0
: : : : : : : : :

: : : : : : : : :

0 0 0 0 : : : 1 1

1CCCCCCA.

Rozvedeme-li matici Cn podle prvn��ho �r�adku, dostaneme detCn = detCn�1 +
detAn�1, kde matici An�1 z��sk�ame z Cn vypu�st�en��m prvn��ho �r�adku a druh�eho
sloupce. Rozvojem podle prvn��ho sloupce matice An�1 zjist��me, �ze detAn�1 =
detCn�2. Tedy plat�� rekurentn�� vzorec detCn = detCn�1 + detCn�2 a p�r��m�ym
v�ypo�ctem zjist��me, �ze detC1 = 1 a �ze detC2 = 2. Vid��me, �ze hodnota detCn je
pr�av�e n+ 2. �clenem Fibonacciovy posloupnosti. �

9.2. Ur�cete hodnotu detC1001 matice z p�redchoz�� �ulohy nad t�elesem Z3.

Rekurentn�� vztah je samoz�rejm�e stejn�y jako v p�redchoz�� �uloze, nav��c m�u�zeme
dode�novat (z hlediska de�nice p�rirozen�ym zp�usobem) hodnotu detC0 = 1 a pot�e
pomoc�� rekurentn��ho vztahu spo�c��tat n�ekolik determinant�u:

detC0 = detC1 = 1; detC2 = 2;detC3 = 0; detC4 = 2;

detC5 = 2; detC6 = 1; detC7 = 0; detC8 = 1; detC9 = 1:

Vid��me, �ze detC0 = detC8 a detC1 = detC9, proto i detC2 = detC10 atd. Jed-
noduchou �uvahou tak dok�a�zeme, �ze je posloupnost fdetCng periodick�a s periodou
8, tj. detCn = detCn mod 8. To n�am umo�z�nuje snadno spo�c��tat

detC1001 = detC1001 mod 8 = detC1 = 1:

Z�av�erem poznamenejme, �ze by nebylo t�e�zk�e nad kone�cn�ym t�elesem T uk�azat, �ze
perioda nenulov�e posloupnosti, kde n-t�y �clen line�arn�e z�avis�� na p�redchoz��ch k hod-
not�ach m�a periodu nejv�y�se jT jk � 1, tedy, �ze v na�sem p�r��pad�e je perioda nejv�et�s��
mo�zn�a. �

9.3. Spo�c��tejte nad t�elesem racion�aln��ch �c��sel determinant �ctvercov�e matice Dn =
(dij) stupn�e n, kde dii = 1, dii+1 = di+1i = 1 a jinde je dij = 0, tj. Dn =0BBBBBB@
1 1 0 0 : : : 0 0
1 1 1 0 : : : 0 0
0 1 1 1 : : : 0 0
: : : : : : : : :

: : : : : : : : :

0 0 0 0 : : : 1 1

1CCCCCCA.

Stejn�ym postupem jako v p�redchoz�� �uloze zjist��me, �ze detDn = detDn�1 �
detDn�2. D�ale snadno spo�c��t�ame hodnoty detD1 = 1, detD2 = 0 a pot�e pomoc��
rekurentn��ho vzorce detD3 = �1, detD4 = �1, detD5 = 0, detD6 = 1, detD7 =
1 a detD8 = 0. Vid��me, �ze je posloupnost fdetDngn periodick�a s periodou 6.
Dode�nujeme-li detD0 = 1, pak dost�av�ame vztah detDn = detDnmod 6. �
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9.4. Spo�c��tejte determinant matice D500 z p�redchoz�� �ulohy.

Sta�c�� pou�z��t nerekurentn�� vztah detD500 = detD500mod 6 = detD2 = 0. �

9.5. Necht' T je t�eleso, n p�rirozen�e �c��slo a a1; : : : ; an 2 T . Uva�zujme matici

M(a1; : : : ; an) =

0BBBB@
1 a1 a21 : : : an�21 an�11

1 a2 a22 : : : an�22 an�12

: : : : : : : :

: : : : : : : :

1 an a2n : : : an�2n an�1n

1CCCCA
a de�nujme determinant V (a1; : : : ; an) = detM(a1; : : : ; an) a mno�zinu vektor�u A =
f(1; t; t2; : : : ; tn�1)T j t 2 Tg � Tn.

(a) Spo�c��tejte V (a1; : : : ; an),
(b) rozhodn�ete, proto kter�a a1; : : : ; an 2 T je matice M(a1; : : : ; an) regul�arn��,
(c) doka�zte, �ze je ka�zd�a n-prvkov�a podmno�zina mno�ziny A b�az�� aritmetick�eho

vektorov�eho prostoru Tn.
(d) je-li T nekone�cn�e t�eleso, doka�zte, �ze Tn nen�� pokryt sjednocen��m kone�cn�eho

syst�emu vlastn��ch podprostor�u.

(a) Nap�r��klad v kapitole 7.5 skript je k nalezen�� v�ypo�cet

V (a1; : : : ; an) =
Y
j>i

(aj � ai):

(b) Proto�ze je matice regul�arn��, pr�av�e kdy�z je jej�� determinant nenulov�y, je
M(a1; : : : ; an) regul�arn��, pr�av�e kdy�z jsou prvky a1; : : : ; an po dvou r�uzn�e.

(c) Ka�zdou n-tici vektor�u z A sta�c�� uspo�r�adat do �r�adk�u matice, kter�a je podle
(b) regul�arn�� , tedy tvo�r�� �r�adky b�azi Tn.

(d) P�redpokl�ad�ame-li ,�ze Tn =
Sk
i=1 Vi, kde k 2 N a Vi jsou podprostory Tn,

tak proto�ze je A nekone�cn�a, existuje i, pro n�e�z Vi \ A je nekone�cn�a, a proto Vi
obsahuje n-prvkov�a podmno�zina mno�ziny A. Ta je dle (c) b�aze cel�eho Tn, proto
Vi = Tn. �

26.2.

10. Skal�arn�� sou�cin

10.1. Uva�zujme standardn�� skal�arn�� sou�cin � na re�aln�em line�arn��m prostoru R2 a

necht' u =

�
1
3

�
, v =

�
2
1

�
2 R2.

(a) Spo�c��tejte hodnoty ku k, kv k, u �v a ur�cete �uhel, kter�y sv��raj�� vektory u
a v,

(b) najd�ete v�sechny vektory prostoru R2, kter�e jsou kolm�e na u,
(c) najd�ete v�sechny vektory prostoru R2, kter�e jsou kolm�e na v,
(d) najd�ete v�sechny vektory prostoru R2 kolm�e z�arove�n na u i na v.

(a) P�ripome�nme, �ze je standardn�� skal�arn�� sou�cin � na re�aln�em aritmetick�em
vektorov�em prostoru Rn de�nov�an maticov�ym n�asoben��m u �v := uT �v a norma
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je pro ka�zd�y skal�arn�� sou�cin dan�a podm��nkou ku k := p
u �u. Proto

ku k =
p
12 + 32 =

p
10; kv k =

p
22 + 12 =

p
5; u �v = 1 � 2 + 3 � 1 = 5

Ozna�c��me-li ' �uhel sv��ran�y vektory u a v, v��me, �ze

cos' =
u �v

ku kkv k =
5p
10
p
5
=

1p
2
;

tud���z ' = �
4 .

(b) Hled�ame mno�zinu v�sech vektor�u x 2 R2 spl�nuj��c��ch podm��nku u �x = 0,
tedy mno�zinu v�sech �re�sen�� homogenn�� soustavy rovnic s matic�� (1; 3). Snadno na-

jdeme jednoprvkovou b�azi

��3
1

�
tohoto podprostoru, tedy hledanou podmno�zinou

je pr�av�e podprostor h
��3

1

�
i. Z�av�erem poznamenejme, �ze se jedn�a pr�av�e o p�r��mku

s norm�alov�ym vektorem

�
1
3

�
proch�azej�� po�c�atkem, kter�a m�a pr�av�e (n�ami �re�senou)

rovnici x1 + 3x2 = 0.
(c) Stejn�e jako v (b) hled�ame parametrick�y popis podprostoru v�sech �re�sen�� ho-

mogenn�� soustavy rovnic s matic�� (2; 1). Kter�ym je pr�av�e p�r��mka h
��1

2

�
i s b�az����1

2

�
.

(d) Tentokr�at se pt�ame, kter�e vektory x 2 R2 spl�nuj�� podm��nku u �x = 0 a
z�arove�n v �x = 0, co�z maticov�e zaps�ano znamen�a, �ze hled�ame �re�sen�� homogenn��

soustavy rovnic s matic��

�
1 3
1 2

�
. Hledan�a mno�zina, jak jsme mohli zjistit i geome-

trickou �uvahou obsahuje pouze nulov�y vektor. �

10.2. Uva�zujme standardn�� skal�arn�� sou�cin � na re�aln�em line�arn��m prostoru R3 a

necht' u =

0@�11
2

1A, v =

0@1
2
1

1A 2 R3.

(a) Spo�c��tejte ku k, kv k a �uhel, kter�y sv��raj�� vektory u a v,
(b) najd�ete b�azi podprostoru v�sech vektor�u prostoru R3, kter�e jsou kolm�e na

u,
(c) najd�ete b�azi podprostoru v�sech vektor�u prostoru R3, kter�e jsou kolm�e na

v,
(d) najd�ete b�azi podprostoru v�sech vektor�u prostoru R3 kolm�e z�arove�n na u i

na v.

(a) Stejn�e jako v p�redchoz�� �uloze postupujeme podle de�nice:

ku k = p
1 + 1 + 4 =

p
6; kv k = p

1 + 4 + 1 =
p
6

Ozna�c��me-li op�et ' �uhel sv��ran�y vektory u a v, pak

cos' =
u �v

ku kkv k =
�1 + 2 + 2p

6
p
6

=
1

2
;

tud���z ' = �
3 .
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(b) Op�et hled�ame mno�zinu v�sech �re�sen�� homogenn�� soustavy rovnic, tentokr�at

s matic�� uT = (�1; 1; 2). Obvykl�ym postupem ur�c��me b�azi (

0@1
1
0

1A ;

0@2
0
1

1A) tohoto

podprostoru.

(c) Stejn�ym postupem jako v �c�asti (b) najdeme b�azi (

0@�21
0

1A ;

0@�10
1

1A) roviny s

norm�alov�ym vektorem v rovnicov�ym popisem x1 + 2x2 + x3 = 0.
(d) Tentokr�at �re�s��me homogenn�� soustavu rovnic s matic����1 1 2

1 2 1

�
�
��1 1 2

0 3 3

�
:

Snadno najdeme jednoprvkovou b�azi

0@ 1
�1
1

1A. �

10.3. Uva�zujme standardn�� skal�arn�� sou�cin � na re�aln�em line�arn��m prostoru R4 a

necht' u =

0BB@
1
1
�1
1

1CCA, v =

0BB@
1
1
1
1

1CCA 2 R4.

(a) Spo�c��tejte ku k, kv k a �uhel, kter�y sv��raj�� vektory u a v,
(b) najd�ete b�azi podprostoru v�sech vektor�u prostoru R4, kter�e jsou kolm�e na

u a v,
(c) najd�ete v�sechny vektory x = (a; b; 0; 0)T , kter�e s vektorem sv��raj�� �uhel �3 ,

(d) existuje-li, najd�ete b�azi podprostoru R4 obsahuj��c�� vektor u, v n���z jsou
ka�zd�e dva r�uzn�e vektory vz�ajemn�e kolm�e.

(a) Op�et jen vypo�cteme z de�nice:

ku k = kv k = p
1 + 1 + 1 + 1 = 2; cos' =

u �v
ku kkv k =

2

2 � 2 =
1

2
;

kde ' zna�c�� �uhel sv��ran�y vektory u a v, proto op�et ' = �
3 .

(b) �Re�s��me soustavu rovnic s matic���
1 1 1 1
1 1 �1 1

�
�
�
1 1 1 1
0 0 2 0

�
;

proto hledanou b�az�� tvo�r�� nap�r��klad posloupnost (

0BB@
�1
1
0
0

1CCA ;

0BB@
�1
0
0
1

1CCA).

(c) Nejprve poznamenejme, �ze (a; b)T 6= (0; 0)T a �ze hled�ame vektory x =
(a; b; 0; 0)T spl�nuj��c�� podm��nku

x �u
kx kku k =

a+ b

2
p
a2 + b2

=
1p
2

�

3
=

1

2
;
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co�ze je po p�ren�asoben�� ekvivalentn�� podm��nce a + b =
p
a2 + b2. Umocn��me-li a

ode�cteme-li od obou stran a2 + b2 dost�av�ame op�et ekvivalentn�� podm��nku

2ab = 0 a z�arove�n a+ b > 0:

To je spln�eno, pr�av�e kdy�z a = 0; b > 0 nebo a > 0; b = 0, tedy hledan�y vektory le�z��
pr�av�e v mno�zin�e

f

0BB@
a

0
0
0

1CCA j a 2 R+g [ f

0BB@
0
b

0
0

1CCA j b 2 R+g

proto hledanou b�az�� je nap�r��klad posloupnost (

0BB@
�1
1
0
0

1CCA ;

0BB@
�1
0
0
1

1CCA).

(d) Postupujeme obdobn�e jako v �uloze (b), jen �uvahu pou�z��v�ame induktivn�e a
v ka�zd�em kroku najdeme jen jeden nenulov�y kolm�y vektor. Nejprve zvol��me vektor
nap�r��klad (0; 0; 1; 1)T , kter�y je kolm�y na vektor u a pot�e hled�ame vektor kolm�y na
oba tyto vektory, tedy �re�sen�� soustavy s matic���

1 1 �1 1
0 0 1 1

�
;

j��m�z je nap�r��klad vektor (�1; 1; 0; 0)T . Nyn�� zb�yv�a naj��t vektor kolm�y na v�sechny
t�ri vektor, tj. �re�sen�� 0@ 1 1 �1 1

0 0 1 1
�1 1 0 0

1A �
0@1 1 �1 1
0 2 �1 1
0 0 1 1

1A ;

j��m�z je nap�r��klad

0BB@
1
1
1
�1

1CCA. Na�sli jsme b�azi (

0BB@
1
1
�1
1

1CCA ;

0BB@
0
0
1
1

1CCA ;

0BB@
�1
1
0
0

1CCA ;

0BB@
1
1
1
�1

1CCA) �

10.4. Najd�ete b�azi ortogon�aln��ho dopl�nku podprostoru

U = h(1; 2; 1; 1; 1)T ; (0;�1; 1; 1; 2)T i
re�aln�eho vektorov�eho prostoru R5 se standardn��m skal�arn��m sou�cinem.

P�ripome�nme, �ze

U? = fv 2 R5juT �v = 08u 2 Ug = fv 2 R5juT �v = 08u 2 Bg;
kde B je n�ejak�a b�aze U . Snadno uv�a�z��me, �ze pot�rebujeme naj��t pr�av�e �re�sen�� homo-

genn�� soustavy rovnic s matic��

�
1 2 1 1 1
0 �1 1 1 2

�
Tedy b�azi U? tvo�r�� nap�r��klad

vektory (�3; 1; 1; 0; 0)T ; (�3; 1; 0; 1; 0)T ; (�5; 2; 0; 0; 1)T . �

10.5. Je-li A =

�
1 �1
2 1

�
, de�nujme zobrazen�� �, kter�e dvojici vektor�u u a v z

re�aln�eho line�arn��ho prostoru R2 p�ri�rad�� hodnotu u �v = uT ATAv.

(a) Doka�zte, �ze je � skal�arn�� sou�cin,
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(b) spo�c��tejte ke1k, ke2k a e1 �e2 pro vektory kanonick�e b�aze a ur�cete cos' pro
�uhel ' sv��ran�y vektory e1 a e2,

(c) najd�ete b�azi podprostoru v�sech vektor�u prostoru R2, kter�e jsou kolm�e na
e1 vzhledem ke skal�arn��mu sou�cinu �.

(a) Podm��nka linearity v obou slo�zk�ach plyne okam�zit�e z linearity n�asoben�� ma-
tic�� a podm��nka symetrie plyne ze symetrie �ctvercov�e matice stupn�e jedna. Zb�yv�a si
v�simnout, �ze je matice A regul�arn��, a proto Au 6= 0 pro v�sechny nenulov�e vektory
u. Proto�ze je hodnota standardn��ho skal�arn��ho sou�cinu vektoru Au se sebou rovn�a
pr�av�e hodnot�e uT ATAu, je ta nutn�e nenulov�a (a tedy matice ATA pozitivn�e
de�nitn��).

(b) Spo�c��t�ame-li B = ATA =

�
5 1
1 2

�
, zb�yv�a p�r��mo�ca�re ur�cit

ke1k = p
e1 � e1 =

q
eT1Be1 =

p
5

ke2k = p
e2 � e2 =

q
eT2Be2 =

p
2

e1 � e2 = eT1Be2 = 1; cos' =
e1 � e2

ke1kke2k =
1p

5 � p2 =
1p
10
:

(c) Hled�ame mno�zinu v�sech vektor�u x 2 R2 spl�nuj��c��ch podm��nku

e1 � x = eT1Bx = 0;

to znamen�a, �ze po�c��t�ame homogenn�� soustavy rovnic s matic�� (5; 1). Snadno najdeme

jednoprvkovou b�azi

��1
5

�
. �

5.3.

10.6. Je-li A =

�
0 1
i �2

�
, de�nujme zobrazen�� �, kter�e dvojici vektor�u u a v z

komplexn��ho line�arn��ho prostoru C2 p�ri�rad�� hodnotu u �v = u�A�Av.

(a) Doka�zte, �ze je � skal�arn�� sou�cin,
(b) spo�c��tejte ke1k, ke2k, k

�
0
i

�
k, e1 � e2 a

�
0
i

�
�
�
1
�i
�
,

(c) najd�ete b�azi podprostoru v�sech vektor�u prostoru C2, kter�e jsou kolm�e na
e1 vzhledem ke skal�arn��mu sou�cinu �,

(d) najd�ete ortogon�aln�� b�azi C2 vzhledem ke skal�arn��mu sou�cinu �,
(e) najd�ete ortonorm�aln�� b�azi C2 vzhledem ke skal�arn��mu sou�cinu �,

(a) Uva�zujeme obdobn�e jako v p�redchoz�� �uloze. Linearity v druh�e slo�zce plyne z
linearity n�asoben�� matic��, maticov�ym v�ypo�ctem zjist��me, �ze

(u �v)� = (u�A�Av)� = v�mathbfA�Au = v �u
proto�ze je matice A regul�arn��, a tud���z je Au 6= 0 pro v�sechny nenulov�e vektory
u. Proto�ze se hodnota u �u rovn�a pr�av�e standardn��mu skal�arn��mu sou�cinu vektoru
Au se sebou sam�ym, m�ame u �u 2 R+.
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(b) Op�et nejprve ur�c��me B = A�A =

�
1 2i
�2i 5

�
. Z�rejm�e hodnoty ke1k = 1,

ke2k = 5 a e1 � e2 = 2i ur�c��me p�r��mo z matice B a snadno p�r��mo�ca�re spo�c��t�ame

k
�
0
i

�
k = kik � ke2k = ke2k = 5;�

0
i

�
�
�
1
�i
�
=
�
0 �i�� 1 2i

�2i 5

��
1
�i
�
=
��2 �5i�� 1

�i
�
= �7:

(c) Tentokr�at hled�ame mno�zinu v�sech vektor�u x 2 C2 spl�nuj��c��ch podm��nku

e1 � x = e�1Bx = 0;

to znamen�a, �ze po�c��t�ame homogenn�� soustavy rovnic s matic��
�
1 2i

�
, pro kterou

tvo�r�� b�azi nap�r��klad vektor

��2i
1

�
.

(d) Ortogon�aln�� b�azi jsme na�sli v p�redchoz��m bod�e, nebot' jsme zjistili, �ze po-

sloupnost (

�
1
0

�
,

��2i
1

�
) je ortogon�aln��, tud���z line�arn�e nez�avisl�a i generuj��c��.

(e) Nyn�� sta�c��, abychom nalezenou ortogon�aln�� b�azi normalizovali. U�z jsme spo�c��-
tali, �ze ke1k = 1, zb�yv�a spo�c��tat��2i

1

�
�
��2i

1

�
=
�
2i 1

�� 1 2i
�2i 5

���2i
1

�
=
�
0 1

���2i
1

�
= 1;

tedy b�aze nalezen�a v bod�e (d) u�z byla ortonorm�aln��. �

10.7. Necht' M =

0@ 0 0 1
2p
5

1p
5

0
1p
5

� 2p
5

0

1A, b1 =

0B@
1p
3
1p
3
1p
3

1CA ;b2 =

0@ 1p
2

� 1p
2

0

1A ;b3 =

0B@
1p
6
1p
6

� 2p
6

1CA
jsou re�aln�e matice a uva�zujme standardn�� skal�arn�� sou�cin na re�aln�em aritmetick�em
vektorov�em prostoru R3.

(a) Ov�e�rte, �ze B = (b1;b2;b3) je ortonorm�aln�� b�aze R3,
(b) spo�c��tejte sou�radnice vektor�u (0; 0; 1)T , (2; 1; 0)T a (1; 2; 3)T vzhledem k

ortonorm�aln�� b�azi B,
(c) ur�cete ortogon�aln�� projekce vektor�u (0; 0; 1)T , (2; 1; 0)T do podprostoru U =

hb1;b2i.
(a) Podle de�nice spo�c��t�ame

1p
3
(1; 1; 1) �

0B@
1p
3
1p
3
1p
3

1CA = 3 � ( 1p
3
)2 = 1;

1p
3
(1; 1; 1) �

0@ 1p
2

� 1p
2

0

1A =
1p
6
� 1p

6
= 0;

1p
3
(1; 1; 1) �

0B@
1p
6
1p
6

� 2p
6

1CA = 2 � 1p
18
� 1p

18
= 0;

1p
2
(1;�1; 0) �

0@ 1p
2

� 1p
2

0

1A = 2 �( 1p
2
)2 = 1;

1p
2
(1;�1; 0) �

0B@
1p
6
1p
6

� 2p
6

1CA = 0;
1p
6
(1; 1;�2) �

0B@
1p
6
1p
6

� 2p
6

1CA = 2 � ( 1p
6
)2 + (

2p
6
)2 = 1;
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tedy zjistili jsme, �ze B je ortonorm�aln��, a proto line�arn�e nez�avisl�a posloupnost.
Proto�ze jde o t�r��prvkovou line�arn�e nez�avislou posloupnost ve vektorov�em prostoru
dimenze 3, mus�� j��t o b�azi. Se�rad��me-li vektory b1;b2;b3 do matice N, mohli jsme
ot�azku zformulovat maticov�e, konkr�etn�e jsme m�eli zjistit (a zjistili), zdaNT �N = I3.

(b) P�ripome�nme, �ze pro ka�zdou ortonorm�aln�� b�azi B = (b1;b2;b3) tvo�r�� sou�rad-
nice vektoru v 2 R3 vzhledem k b�azi B jednozna�cn�e ur�cen�y aritmetick�y vektor
(x1; x2; x3)

T 2 R3, pro kter�y plat�� v =
P3

i=1 xibi. Vyu�zijeme-li ortonormality b�azi,
vid��me, �ze

bTj � v = bTj �
3X
i=1

xibi =

3X
i=1

xib
T
j � bi = xj ;

tedy sou�radnicev jsou pr�av�e Fourierovy koe�cienty. Konkr�etn�e dost�av�ame, �ze
NT � (0; 0; 1)T = (1 � 1p

3
; 1 � 0; 1 � �2p

6
)T = 1p

6
(
p
2; 0;�2)T jsou sou�radnice vektoru

(0; 0; 1)T vzhledem k B,

NT � (2; 1; 0)T = (2+1p
3
; 2�1p

2
; 2+1p

6
)T = (

p
3; 1p

2
;
q

3
2 )
T jsou sou�radnice vektoru

(2; 1; 0)T vzhledem k B a

NT � (1; 2; 3)T = ( 1+2+3p
3
; 1�2p

2
; 1+2�3�2p

6
)T = (2

p
3;� 1p

2
;�
q

3
2 )
T jsou sou�radnice

vektoru (1; 2; 3)T vzhledem k B.
(c) V p�redchoz�� �uvaze jsme zjistili, �ze0@0

0
1

1A =
1p
6
� b1 + 0 � b2 +

r
3

2
� b3;

proto ortogon�aln�� projekci vektoru

0@0
0
1

1A do U tvo�r�� vektor 1p
6
� b1 = 1

3
p
2

0@1
1
1

1A.

Obdobn�e proto�ze 0@2
1
0

1A =
p
3 � b1 + 1p

2
� b2 +

r
3

2
� b3;

je vektor
p
3 �b1+ 1p

2
�b2 =

0@ 3
2
1
2
1

1A ortogon�aln�� projekc�� vektoru

0@2
1
0

1A do do U . �

10.8. Uva�zujme standardn�� skal�arn�� sou�cin na re�aln�em vektorov�em prostoru R3, U
podprostor R3 a v 2 R3. Najd�ete vektor u 2 U a u? 2 U?, aby v = u+u?,

(a) je-li U = h(1; 3;�2)T ; (1; 1;�1)T i a v = (2; 4; 3)T ,
(b) je-li U = h(1; 2; 1)T ; (2; 1;�1)T i a v = (1; 2; 4)T ,
(c) je-li U = h(1; 2; 1)T ; (2; 1;�1)T i a v = (4; 2; 1)T .

Hled�ame takovou line�arn�� kombinaci vektor�u a(1; 3;�2)T + b(1; 1;�1)T , aby byl
vektor (2; 4; 3)T � a(1; 3;�2)T � b(1; 1;�1)T kolm�y na prostor U . To m�u�zeme ekvi-
valentn�e vyj�ad�rit tak, �ze vektor (2; 4; 3)T � a(1; 3;�2)T � b(1; 1;�1)T je kolm�y na
vektor (1; 3;�2)T i (1; 1;�1)T a odtud dost�av�ame soustavu rovnic

(1; 3;�2) � [(2; 4; 3)T � a(1; 3;�2)T � b(1; 1;�1)T ] = 0;

(1; 1;�1) � [(2; 4; 3)T � a(1; 3;�2)T � b(1; 1;�1)T ] = 0:



9

Tuto soustavu uprav��me na nehomogenn�� soustavu line�arn��ch rovnic, sep���seme do
(Gramovy) matice a vy�re�s��me: �

14 6
?? 8

6 3
?? 3

�
:

Snadno zjist��me, �ze a = 1 a b = �1, ortogon�aln�� projekce vektoru (2; 4; 3)T na
podprostor U je u = (1; 3;�2)T � (1; 1;�1)T = (0; 2;�1)T a u? = v�u =
(2; 4; 3)T � (0; 2;�1)T = (2; 2; 4)T .

(b) I tentokr�at standardn�e najdeme Gramovu matici

�
6 3

?? 9
3 6

?? 0

�
vyjad�ruj��c��

podm��nku, �ze (1; 2; 4)T � x(1; 2; 1)T � y:(2; 1;�1)T je kolm�e na podprostor U a
dopo�c��t�ame x = 2 a y = �1. Ortogon�aln�� projekce vektoru (1; 2; 4)T na podprostor
U je tedy u = 2 �(1; 2; 1)T �1 �(2; 1;�1)T = (0; 3; 3)T a u? = (1; 2; 4)T �(0; 3; 3)T =
(1;�1; 1)T .

(c) V�simn�eme si, �ze po�c��t�ame-li stejn�e jako v (b), dostaneme Gramovu matic se

stejn�ymi lev�ymi stranami, tj.

�
6 3

?? 9
3 6

?? 9

�
a dopo�c��t�ame x = 1 a y = 1, proto u =

�(1; 2; 1)T + (2; 1;�1)T = (3; 3; 0)T a u? = (4; 2; 1)T � (3; 3; 0)T = (1;�1; 1)T . �

12.3.

10.9. Uva�zujme standardn�� skal�arn�� sou�cin � na re�aln�em vektorov�em prostoru R3

a necht' V = h(1; 1; 0)T ; (1; 3; 2)T i.
(a) Najd�ete n�ejakou ortonorm�aln�� b�azi prostoru V ,
(b) najd�ete ortogon�aln�� b�azi V obsahuj��c�� vektor (2; 4; 2)T ,
(c) ur�cete ortonorm�aln�� b�azi (c1; c2; c3) prostoru R

3, pro ni�z V = hc1; c2i.
(d) ur�cete ortogon�aln�� projekci vektoru (2; 2;�1)T do podprostoru V ,

(a) Budeme upravovat nap�r��klad b�azi ((1; 1; 0)T ; (1; 3; 2)T ) Gramovu-Schmidtovu
ortogonalizac��. Polo�z��me nejprve v1 = 1

k(1;1;0)T k (1; 1; 0)
T = 1p

2
(1; 1; 0)T . D�ale hle-

d�ame vektor u2 ve tvaru u2 = (1; 3; 2)T +c �v1. Z podm��nky vT1 �v2 = 0 dost�av�ame,
�ze c = �vT1 �(1; 3; 2)T = � 4p

2
, proto u2 = (�1; 1; 2)T . Nyn�� vektor u2 normalizu-

jeme a dostaneme v1 =
1

k(�1;1;2)T k (�1; 1; 2)T = 1p
6
(�1; 1; 2)T .

Hledanou ortonorm�aln�� b�az�� V je tedy posloupnost ( 1p
2
(1; 1; 0)T ; 1p

6
(�1; 1; 2)T ).

(b) Postupujeme obdobn�e jako v (a) jen zvol��me b�azi V za�c��naj��c�� vektorem
(2; 4; 2)T , nap�r��klad b�azi ((2; 4; 2)T ; (1; 1; 0)T ). Poznamenejme, �ze kdybychom na�sli
postupem (a) ortonorm�aln�� b�azi, jednalo by se ur�cit�e i o b�azi ortogon�aln��. My
nyn�� pou�zijeme �uvahu obdobnou jako v (a), tentokr�at ov�sem nebudeme (proto�ze
nemus��me) normalizovat:

Polo�z��me nejprve v1 = (2; 4; 2)T a hled�ame vektor v2 ve tvaru v2 = (1; 1; 0)T +c�
v1. Z podm��nky v1 �v2 = 0 tentokr�at dost�av�ame, �ze c = �v

T
1
�(1;1;0)T
v
T
1
�v1 = � 6

24 = � 1
4 ,

proto v2 = (1; 1; 0)T � 1
4 � (2; 4; 2)T = 1

2 (1; 0;�1)T .
Hledanou ortogon�aln�� b�az�� V je tedy posloupnost ((2; 4; 2)T ; 12 (1; 0;�1)T ) nebo

posloupnost ((2; 4; 2)T ; (1; 0;�1)T ).
(c) V (a) jsme nalezli ortonorm�aln�� b�azi ( 1p

2
(1; 1; 0)T ; 1p

6
(�1; 1; 2)T ). P�ripome�n-

me, �ze ka�zd�y vektor kolm�a na b�azi podprostoru V je kolm�y na jeho v�sechny vek-
tory. Sta�c�� n�am tedy naj��t vektor u, pro (1; 1; 0)u = 0 a (1; 3; 2)u = 0, tedy
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hled�ame �re�sen�� homogenn�� soustavy rovnic s matic��

�
1 1 0
1 3 2

�
. Snadno spo�c��t�ame,

�ze takov�ym �re�sen��m je nap�r��klad vektor (�1; 1;�1)T . Sta�c�� tedy tento vektor nor-
malizovat, abychom na�sli posledn�� vektor hledan�e ortonorm�aln�� b�aze. Tedy je-li
c1 = 1p

2
(1; 1; 0)T , c2 = 1p

6
(�1; 1; 2)T c3 = 1p

3
(�1; 1;�1)T , dost�av�ame orto-

norm�aln�� b�azi (c1; c2; c3) po�zadovan�ych vlastnost��.
(d) Sou�radnice ortogon�aln�� projekce vektoru u na podprostor V vzhledem k orto-

norm�aln�� b�azi B = (b1;b2) lze spo�c��tat jako Fourierovy koe�cienty, tj. ozna�c��me-li
vu 2 V ortogon�aln�� projekci vektoru u na V a vu = a1b1 + a2b2, pak (a1; a2) =
(hb1;vi; hb2;vi), kde (b;b2) = ( 1p

2
(1; 1; 0)T ; 1p

6
(�1; 1; 2)T ) je ortonorm�aln�� b�aze

nalezen�a v �uloze (c). Tedy

(a1; a2) = (
1p
2
(1; 1; 0) � (2; 2;�1)T ; 1p

6
(�1; 1; 2) � (2; 2;�1)T ) = (

4p
2
;� 2p

6
)T ;

a proto

vu =
4p
2

1p
2
(1; 1; 0)T � 2p

6

1p
6
(�1; 1; 2)T =

1

3
(7; 5;�2)T :

Na z�av�er si zkontrolujme, �ze u�vu le�z�� v ortogon�aln��m dopl�nku V , tedy, �ze je vek-
tor (2; 2;�1)T � 1

3 (7; 5;�2)T = 1
3 (�1; 1;�1)T kolm�y na v�sechny (bazick�e) vektory

prostoru V . �

10.10. Bud' M = ((1; 1; 0)T ; (0; 1; 1)T ; (1; 1; 1)T ) b�aze re�aln�eho vektorov�eho pro-
storu R3 se standardn��m skal�arn��m sou�cinem. Najd�ete takovou ortonorm�aln�� b�azi
B = (v1;v2;v3) prostoru R3, aby h(1; 1; 0)T i = hv1i a h(1; 1; 0)T ; (0; 1; 1)T i =
hv1;v2i.

Postupujme op�et Gramovu-Schmidtovu ortogonalizac��.

1. v1 =
(1;1;0)T

k(1;1;0)T k = 1p
2
(1; 1; 0)T .

2. v02 = (0; 1; 1)T � 1p
2
(1; 1; 0)(0; 1; 1)T � 1p

2
(1; 1; 0)T = 1

2 (�1; 1; 2)T . Proto
kv02 k =

p
6
2 v2 =

1p
6
(�1; 1; 2)T .

3. P�redn�e 1p
2
(1; 1; 0)(1; 1; 1)T =

p
2 a 1p

6
(�1; 1; 2)(1; 1; 1)T = 2p

6
, proto v03 =

(1; 1; 1)T�p2� 1p
2
(1; 1; 0)T� 2p

6
1p
6
(�1; 1; 2)T = 1

3 (1;�1; 1)T . Tedy kv03 k =
1p
3
a v3 =

1p
3
(1;�1; 1)T .

Na�sli jsme ortonorm�aln�� b�azi ( 1p
2
(1; 1; 0)T ; 1p

6
(�1; 1; 2)T ; 13 (1;�1; 1)T ).

Chceme-li vytvo�rit ortonorm�aln�� b�azi z b�aze ((1; 1; 0)T ; (0; 1; 1)T ; (1; 1; 1)T ) mo-
di�kovan�ym Gramov�ym-Schmidtov�ym algoritmem, dost�av�ame:

1. v1 =
1p
2
(1; 1; 0)T , v02 = (0; 1; 1)T a v03 = (1; 1; 1)T .

2. v02 =
1
2 (�1; 1; 2)T , v03 = (1; 1; 1)T �p

2 � 1p
2
(1; 1; 0)T = (0; 0; 1)T a normu-

jeme v2 =
1p
6
(�1; 1; 2)T .

3. v03 = (0; 0; 1)T � 2p
6

1p
6
(�1; 1; 2)T = 1

3 (1;�1; 1)T a v3 =
1p
3
(1;�1; 1)T .

V�ysledek modi�kovan�eho algoritmu je stejn�y jako v p�r��pad�e klasick�eho algoritmu,
zm�enili jsme jen uspo�r�ad�an�� �uprav. �

P�ripome�nme, �ze QR-rozkladem maticeA nad re�aln�ym nebo komplexn��m t�elesem
rozum��me rozklad A = QR, kde QT �Q je jednotkov�a matice a R je regul�arn�� horn��
troj�uheln��kov�a matice s kladn�ymi re�aln�ymi hodnotami na diagon�ale.
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10.11. Najd�ete QR rozklady matic (a)

0@1 0
1 1
0 1

1A, (b)

0@1 0 1
1 1 1
0 1 1

1A, (c)

0BB@
1 1 0
1 0 1
1 1 0
1 0 2

1CCA.

Uva�zujme obecnou matici A = (a1j : : : jam) s line�arn�e nez�avisl�ymi sloupci. Je-li
q1; : : : ;qm je posloupnost ortonorm�aln��ch vektor�u, kterou z posloupnosti a1; : : : ;am
vytvo�r��me Gramovou-Schmidtovou ortogonalizac�� a polo�z��me-li Q = (q1j : : : jqm) a
R = (rij), kde rij = qTi � aj , potom je A = QR pr�av�e QR rozklad matice A.
Nav��c poznamenejme, �ze rii = qTi � ai = kq0ik, tedy matice Q sest�av�a z v�ysledn�ych
ortonorm�aln��ch vektor�u a matice R obsahuje pr�av�e v�sechny �udaje, kter�e p�ri Gra-
mov�e-Schmidtov�e ortogonalizaci spo�c��t�ame (tedy nad diagon�alou v�sechny pot�rebn�e
skal�arn�� sou�ciny a na diagon�ale v�sechny pot�rebn�e normy).

(a) Proto�ze jsou sloupce prvn�� matice pr�av�e prvn�� dva vektory z �ulohy 10.10,
vyu�zijeme prvn��ch dvou krok�u Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace z 10.10 a sep��-
�seme �udaje do matic

Q =

0B@
1p
2

� 1p
6

1p
2

1p
6

0 2p
6

1CA a R =

�k(1; 1; 0)T k 1p
2
(1; 1; 0)(0; 1; 1)T

0 k 12 (�1; 1; 2)T k
�
=

 p
2 1p

2

0
p
6
2

!
:

(b) Tentokr�at sep���seme do matic �udaje cel�e Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace
z 10.10, prvn�� dva sloupce matic Q a R u�z zn�ame (u prvn��ch dvou sloupc�u R

p�rid�ame nulov�y posledn�� �r�adek). Tedy dost�av�ame Q =

0B@
1p
2

� 1p
6

1p
3

1p
2

1p
6

� 1p
3

0 2p
6

1p
3

1CA a R =

0B@
p
2 1p

2
1p
2
(1; 1; 0)(1; 1; 1)T

0
p
6
2

1p
6
(�1; 1; 2)(1; 1; 1)T

0 0 k 1p
3
(1;�1; 1)T k

1CA =

0B@
p
2 1p

2

p
2

0
p
6
2

2p
6

0 0 1p
3

1CA.

(c) Nyn�� budeme Gramovou-Schmidtovou ortogonalizac�� upravovat line�arn�e nez�a-
vislou posloupnost vektor�u (1; 1; 1; 1)T , (1; 0; 1; 0)T , (0; 1; 0; 2)T meziv�ysledky sepsat
do matic Q a R. V�simn�eme si, �ze rii = hqi aii = kq0ik.

1. q1 =
(1;1;1;1)T

k(1;1;1;1)T k = ( 12 ;
1
2 ;

1
2 ;

1
2 )
T a r11 = k(1; 1; 1; 1)T k = 2.

2. q02 = (1; 0; 1; 0)T� 1
2 (1; 1; 1; 1)

T �(1; 0; 1; 0)T � 12 (1; 1; 1; 1)T = 1
2 (1;�1; 1;�1)T .

Proto r12 =
1
2 (1; 1; 1; 1)

T � (1; 0; 1; 0)T ) = 1, r22 = k 12 (1;�1; 1;�1)T k = 1 a

q2 = ( 12 ;� 1
2 ;

1
2 ;� 1

2 )
T .

3. Kone�cn�e r13 = hq1; (0; 1; 0; 2)T i = 3
2 , r23 = hq2; (0; 1; 0; 2)T i = � 3

2 , proto

q03 = (0; 1; 0; 2)T � 3
2 � ( 12 ; 12 ; 12 ; 12 )T + 3

2 � ( 12 ;� 1
2 ;

1
2 ;� 1

2 )
T = (0;� 1

2 ; 0;
1
2 )
T .

Tedy r33 = k(0;� 1
2 ; 0;

1
2 )
T k = 1p

2
a q3 = (0;� 1p

2
; 0; 1p

2
)T .

Dost�av�ame QR rozklad

0BB@
1 1 0
1 0 1
1 1 0
1 0 2

1CCA =

0BB@
1
2

1
2 0

1
2 � 1

2 � 1p
2

1
2

1
2 0

1
2 � 1

2
1p
2

1CCA
0@2 1 3

2
0 1 � 3

2
0 0 1p

2

1A : �

10.12. Najd�ete n�ejakou ortonorm�aln�� b�azi podprostoru V = h((1; 1;�2; 1)T , (2; 0; 1; 0)T ,
(0; 1; 0; 1)T i re�aln�eho aritmetick�eho vektorov�em prostoru R4 se standardn��m skal�arn��m
sou�cinem.
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Nejprve zvol��me vhodnou b�azi prostoru V , kterou budeme ortogonalizovat po-
moc�� Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace. Vektor (2; 0; 1; 0)T je z�rejm�e kolm�y na
zb�yvaj��c�� vektory, zvolme tedy b�azi V , tak aby byl vektor (2; 0; 1; 0)T na jej��m
prvn��m m��st�e. Tedy vyjdeme nap�r��klad z b�aze ((2; 0; 1; 0)T ; (0; 1; 0; 1)T ; (1; 1;�2; 1)T ).
Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci tentokr�at m��rn�e modi�kujeme: najdeme nej-
prve ortogon�aln�� b�azi a tu budeme normalizovat a�z na z�av�er.

U�z jsme v�simli, �ze ((2; 0; 1; 0)T � (0; 1; 0; 1)T = 0, tedy m�ame prvn�� dva (zat��m
jen ortogon�aln��, nikoli ortonorm�aln��) vektory hledan�e b�aze: v01 = (2; 0; 1; 0)T , v02 =
(0; 1; 0; 1)T . Nyn�� budeme hledat t�ret�� bazick�y vektor ve tvaru v03 = (1; 1;�2; 1)T �
c1 v

0
1�c2 v02. P�ritom m�a spl�novat podm��nky, �ze v0i �v03 = 0 pro i = 1; 2, z �ceho�z

vyu�zit��m linearity skal�arn��ho sou�cinu v druh�e slo�zce dost�av�ame, �ze

c1 =
(1; 1;�2; 1) � (2; 0; 1; 0)T
(2; 0; 1; 0) � (2; 0; 1; 0)T = 0; c2 =

(1; 1;�2; 1) � (0; 1; 0; 1)T
(0; 1; 0; 1) � (0; 1; 0; 1)T = �1:

V�simn�eme si, �ze koe�cient je roven 0 d��ky volb�e vektoru v01 kolm�eho na v�sechny
n�asleduj��c�� vektory, proto n�am sta�cilo hledat ortogon�aln�� b�azi podprostoru h(1; 1;�2; 1)T ;
(0; 1; 0; 1)T i, kter�a mus�� b�yt kolm�a na vektor (2; 0; 1; 0)T . Tedy v03 = (1; 1;�2; 1)T �
(0; 1; 0; 1)T = (1; 0;�2; 0)T je posledn��m hledan�ym kolm�ym vektorem. Posloupnost
vektor�u ((2; 0; 1; 0)T ; (0; 1; 0; 1)T ; (1; 0;�2; 0)T ) tvo�r�� z�rejm�e ortogon�aln�� b�azi pro-

storu V . Zb�yv�a n�am jednotliv�e vektory normalizovat: v1 =
v
0

1

kv0
1
k = 1p

5
(2; 0; 1; 0)T ,

v2 =
v
0

2

kv0
2
k = 1p

2
(0; 1; 0; 1)T , v3 =

v
0

3

kv0
3
k = 1p

5
(1; 0;�2; 0)T , Ortonorm�aln�� b�az�� je

tedy nap�r��klad posloupnost vektor�u ( 1p
5
(2; 0; 1; 0)T ; 1p

2
(0; 1; 0; 1)T ; 1p

5
(1; 0;�2; 0)T .

�

10.13. Uva�zujme standardn�� skal�arn�� sou�cin � na komplexn��m vektorov�em prostoru
C3, tj. u �v = uT v.

(a) Najd�ete ortonorm�aln�� b�azi podprostoru U = h(1; i; 1� i)T , (i; 2 + i;�1)T i,
(b) najd�ete b�azi ortogon�aln��ho dopl�nku UT ,
(c) spo�c��tejte ortogon�aln�� projekci vektoru (1; 0;�i)T do podprostoru U .

(a) Vyu�zijeme Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci provedenou na posloupnost

u1 = (1; i; 1�i)T , u2 = (i; 2+i;�1)T . Nejprve ur�c��me v1 =
(1;i;1�i)T
k(1;i;1�i)T k = 1

2 (1; i; 1�
i)T . Pot�e spo�c��t�ame c = v1 �(i; 2+i;�1)T = 1

2 (1;�i; 1+i)�(i; 2+i;�1)T = �2i
2 = �i

a d�ale v02 = u2�cv1 = (i; 2+ i;�1)T + i
2 (1; i; 1� i)T = 1

2 (3i; 3+2i;�1+ i)T , proto
v2 =

1p
24
(3i; 3 + 2i;�1 + i)T .

(b) u1 �(1;�1; 0; 0; 1)T = 0, u1 �(1;�1; 0; 0; 1)T = 0 Proto�ze pot�rebujeme naj��t
nenulov�y vektor v kolm�y na vektory u1, u2, tj. m�a platit, �ze (1; i; 1 � i)T � v =
(1;�i; 1 + i)T � v = 0 a (i; 2 + i;�1)T � v = (�i; 2 � i;�1)T � vT = 0, co�z snadno
zformulujeme matic��

�
1 �i 1 + i

�i 2� i �1
�
�
�
i 1 �1 + i

�i 2� i �1
�
�
�
1 �i 1 + i

0 3� i �2 + i

�
:

tedy vid��me, �ze b�az�� �re�sen�� soustavy i b�az�� U? je vektor (�3� 3i; 3 + i; 4 + 2i)T .
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(c) Sta�c��, abychom spo�c��tali sou�radnice ortogon�aln�� projekce vzhledem k orto-
norm�aln�� b�azi U , tedy hodnoty

a1 = v1 �(1; 0;�i)T =
1

2
(1;�i; 1 + i)

0@ 1
0
�i

1A =
1 + (1 + i) � (�i)

2
=

2� i

2
;

a2 = v2 �(1; 0;�i)T =
1p
24

(�3i; 3� 2i;�1� i)

0@ 1
0
�i

1A =
�3i+ i� 1p

24
=
�1� 2ip

24
:

Tedy ortogon�aln�� projekce je vektor

2� i

4
(1; i; 1� i)T +

�1� 2i

24
(3i; 3 + 2i;�1 + i)T =

1

24
(18� 9i; 7 + 4i; 21 + 5i)T :

�

19.3.

10.14. Uva�zujme standardn�� skal�arn�� sou�cin na re�aln�em vektorov�em prostoru R4.

(a) najd�ete n�ejakou ortogon�aln�� b�azi podprostoru U = h(1; 1; 0; 1)T ; (1; 0; 1; 1)T i,
(b) najd�ete n�ejakou ortogon�aln�� b�azi ortogon�aln��ho dopl�nku U?,
(c) spo�c��tejte ortogon�aln�� projekci vektoru (�1; 1; 0; 4)T do podprostoru W =

h(1; 2; 1;�1)T ; (1; 1; 0; 1)T i.
(a), (b) M�u�zeme postupovat n�ekolika zp�usoby. Jednak m�u�zeme doplnit vektory

(1; 1; 0; 1)T ; (1; 0; 1; 1)T na b�azi cel�eho prostoru R4 (nap�r��klad vektory (1; 0; 0; 0)T a
(0; 1; 0; 0)T ) a tuto b�azi upravit Gramovou-Schmidtovou ortogonalizac��. Prvn�� dva
vektory ortogonalizovan�e b�aze budou p�ritom tvo�rit ortogon�aln�� b�azi U , dal�s�� dva
vektory budou tvo�rit ortogon�aln�� b�azi dopl�nku U?.

Rovn�e�z n�am sta�c�� naj��t libovolnou b�azi U? (nap�r��klad t�ym�z postupem z 10.4)
a ob�e b�aze ortogonalizovat. Postupujme druh�ym zp�usobem: B�azi U? tvo�r�� nap�r��klad
posloupnost (�1; 1; 1; 0)T , (0; 1; 1;�1)T . Vektor (0; 1; 1;�1)T m�u�zeme upravit jedn��m
krokem Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace

(0; 1; 1;�1)T � (�1; 1; 1; 0) � (0; 1; 1;�1)T
3

(�1; 1; 1; 0)T =
1

3
(2; 1; 1;�3)T ;

a proto posloupnost (�1; 1; 1; 0)T ; (2; 1; 1;�3)T tvo�r�� ortogon�aln�� b�azi U?. Obdobn�e
zjist��me, �ze ((1; 1; 0; 1)T , (1;�2; 3; 1)T ) tvo�r�� ortogon�aln�� b�azi U .

(c) Pot�rebujeme nejprve ur�cit sou�radnice x1; x2 ortogon�aln�� projekce u = x1 �
(1; 2; 1;�1)T + x2 � (1; 1; 0; 1)T , ani�z budeme hledat ortogon�aln�� b�azi W , jak jsme
�cinili v p�redchoz�� �uloze. �Re�s��me tedy nehomogenn�� soustavu rovnic s matic��:0BBBBBBBBBB@

(1; 2; 1;�1) �

0BB@
1
2
1
�1

1CCA (1; 2; 1;�1) �

0BB@
1
1
0
1

1CCA ?? (1; 2; 1;�1) �

0BB@
�1
1
0
4

1CCA
(1; 1; 0; 1) �

0BB@
1
2
1
�1

1CCA (1; 1; 0; 1) �

0BB@
1
1
0
1

1CCA ?? (1; 1; 0; 1) �

0BB@
�1
1
0
4

1CCA

1CCCCCCCCCCA
=
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=

�
7 2

?? �3
2 3

?? 4

�
:

Snadno zjist��me, �ze x1 = �1 a x2 = 2, proto u = (1; 0;�1; 3)T .
Pro kontrolu je�st�e ov�e�rme, zda je vektor v�u = (�2; 1; 1; 1)T skute�cn�e kolm�y

na podprostor U . Z�rejm�e (�2; 1; 1; 1) �(1; 2; 1;�1)T = 0 a (�2; 1; 1; 1) �(1; 1; 0; 1)T =
0. �

10.15. Necht' U = h 1p
3

0BB@
1
1
0
1

1CCA ; 1p
3

0BB@
0
1
1
�1

1CCAi je podprostor re�aln�eho vektorov�eho pro-

storu R4 se standardn��m skal�arn��m sou�cinem.

(a) Najd�ete ortogon�aln�� b�azi ortogon�aln��ho dopl�nku U?,
(b) najd�ete ortogon�aln�� b�azi (v1; : : : ;v4) prostoru R

4, tak aby U = hv1;v2i,
(c) Ur�cete matice [PU ]

(vi)
(vi)

a [PU? ]
(vi)
(vi)

vzhledem k b�az��m (vi) ortogon�aln�� pro-

jekce na podprostory U a U?, kter�e ch�apeme jako line�arn��ho oper�atory na
R4,

(d) Ur�cete matice [PU ]
K4

K4
a [PU? ]K4

K4
vzhledem ke kanonick�ym b�az��m K4.

(a) M�u�zeme naj��t b�azi U? a pot�e pou�z��t Grammovu-Schmidtovu ortogonalizaci,
ale jednodu�s�s�� nejprve naj��t pomoc�� �re�sen�� soustavy rovnic jeden kolm�y vektor,

nap�r��klad

0BB@
1
�1
1
0

1CCA a pot�e vektor

0BB@
�1
0
1
1

1CCA �re�s�� soustavu

0@ 1 1 0 1
0 1 1 �1
�1 0 1 1

1A, kter�a na

�r�adc��ch obsahuje b�azi U a d�r��ve nalezen�y kolm�y vektor. Nyn�� zb�yv�a vektory nor-
malizovat. Ortogon�aln�� b�azi ortogon�aln��ho dopl�nku U? tvo�r�� nap�r��klad posloupnost

( 1p
3

0BB@
1
�1
1
0

1CCA ; 1p
3

0BB@
�1
0
1
1

1CCA).

(b) V�simneme-li si, �ze je generuj��c�� mno�zina z de�nice U u�z je ortogon�aln�� b�aze,
sta�c�� n�am tyto vektory sepsat spolu s vektory z �ulohy (a):

(v1;v2;v3;v4) = (
1p
3

0BB@
1
1
0
1

1CCA ;
1p
3

0BB@
0
1
1
�1

1CCA ;
1p
3

0BB@
1
�1
1
0

1CCA ;
1p
3

0BB@
�1
0
1
1

1CCA)

(c) Proto�ze PU (v1) = v1, PU (v2) = v2 a PU (v3) = PU (v4) = 0, dost�av�ame

p�r��mo z de�nice matice line�arn��ho zobrazen��, �ze [PU ]
(vi)
(vi)

=

0BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1CCA. Matici

ortogon�aln�� projekce PU? dostaneme bud' analogickou �uvahou nebo d��ky faktu Id =

PU + PU? , tedy [PU? ]
(vi)
(vi)

= [Id]
(vi)
(vi)

� [PU? ]
(vi)
(vi)

=

0BB@
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1CCA.
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(d) Vyu�zijeme v�ysledek a Tvrzen�� o matici line�arn��ho zobrazen�� vzhledem ke
zm�en�en�e b�azi

[PU ]
K4

K4
= [Id]

(vi)
K4

� [PU ](vi)(vi)
� [Id]K4

(vi)
:

V�simn�eme si, �ze je matice [Id]
(vi)
K4

= 1p
3

0BB@
1 0 1 �1
1 1 �1 0
0 1 1 1
1 �1 0 1

1CCA ortogon�aln��, a proto

plat��, �ze [Id]K4

(vi)
= ([Id]

(vi)
K4

)�1 = ([Id]
(vi)
K4

)T = 1p
3

0BB@
1 1 0 1
0 1 1 �1
1 �1 1 0
�1 0 1 1

1CCA : Nyn�� zb�yv�a

vyn�asobit

[PU ]
K4

K4
=

1p
3

0BB@
1 0 1 �1
1 1 �1 0
0 1 1 1
1 �1 0 1

1CCA �

0BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1CCA � 1p
3

0BB@
1 1 0 1
0 1 1 �1
1 �1 1 0
�1 0 1 1

1CCA =

= 1
3

0BB@
1 1 0 1
1 2 1 0
0 1 1 �1
1 0 �1 2

1CCA �

10.16. Napi�ste matici ortogon�aln�� projekce re�aln�eho vektorov�eho prostoru R2 se

standardn��m skal�arn��m sou�cinem na p�r��mku h
�
2
1

�
i vzhledem ke kanonick�ym b�az��m.

Nejprve spo�c��t�ame ortonorm�aln�� b�azi R2, jej���z prvn�� vektor generuje pr�av�e p�r��mku

h
�
2
1

�
i: B = ( 1p

5

�
2
1

�
; 1p

5

��1
2

�
). Nyn�� p�r��mo z de�nice matice homomor�smu do-

staneme [']BB =

�
1 0
0 0

�
. Zb�yv�a standardn�� cestou ur�cit matici [']K2

K2
= [Id]BK2

[']BB [Id]
K2

B .

Nejprve si v�simn�eme, �ze b�aze B je ortonorm�aln��, tedy matice p�rechodu [Id]K2

B je
ortogon�aln�� a je tedy velmi snadn�e ur�cit matici k n�� inverzn��

[Id]K2

B = ([Id]BK2
)�1 = ([Id]BK2

)T =
1p
5

�
2 �1
1 2

�T
=

1p
5

�
2 1
�1 2

�
:

Nyn�� snadno dopo�c��t�ame:

[']K2

K2
= [Id]BK2

[']BB [Id]
K2

B =
1p
5

�
2 �1
1 2

�
�
�
1 0
0 0

�
� 1p

5

�
2 1
�1 2

�
=

1

5

�
4 2
2 1

�
:

�

10.17. Metodou nejmen�s��ch �ctverc�u najd�ete p�ribli�zn�a �re�sen�� soustavy re�aln�ych rov-
nic Ax = v, jestli�ze

(a) A =

0BB@
1 1
2 1
1 0
�1 1

1CCA a v =

0BB@
�1
1
0
4

1CCA,
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(b) A =

0BBBB@
1 2 0
2 1 2
1 �2 1
1 2 2
0 �1 �1

1CCCCA a v =

0BBBB@
1
4
6
2
�1

1CCCCA.

Podle Tvrzen�� 8.71 z p�redn�a�sky m�ame �re�sit soustavu rovnic A�Ax = A� v:
(a) Po�c��t�ame tedy (jednozna�cn�e �re�sitelnou) soustavu s matic��

(A�AjA� v) =
�
7 2

?? �3
2 3

?? 4

�
;

jej���z �re�sen�� je pr�av�e dvojice

�
x

y

�
=

��1
2

�
.

(b) Hled�ame tentokr�at �re�sen�� soustavy rovnic s matic��

(A�AjA� v) =

0@7 4 7
?? 17

4 14 5
?? �1

7 5 10
?? 19

1A :

Zb�yv�a n�am dopo�c��tat, �ze

0@xy
z

1A =

0@ 2
�1
1

1A.

26.3.

11. Vlastn�� �c��sla a vlastn�� vektory

11.1. Ozna�cme  ortogon�aln�� projekci re�aln�eho vektorov�eho prostoru R3 se stan-
dardn��m skal�arn��m sou�cinem na rovinu h(1; 2; 3)T ; (1; 0; 1)T i.

(a) Najd�ete v�sechna vlastn�� �c��sla a v�sechny vlastn�� vektory  ,
(c) rozhodn�ete, zda je  diagonalizovateln�y,

(d) ur�cete v�sechna vlastn�� �c��sla a v�sechny vlastn�� vektory matice [ ]K3

K3
.

(a) Nejprve si v�simneme, �ze line�arn�� oper�ator  nen�� izomor�smem, proto�ze nen��
na, tedy podle Tvrzen�� 9.10 a 9.14 je 0 jeho vlastn�� �c��slo. Vlastn�� vektory p�r��slu�sn�e
vlastn��mu �c��slu 0 tvo�r�� pr�av�e j�adro Ker = h(1; 2; 3)T ; (1; 0; 1)T i? = h(1; 2;�1)T i.
Proto�ze na rovin�e h(1; 2; 3)T ; (1; 0; 1)T i p�usob��  jako identita, jedn�a se o podprostor
v�sech vlastn��ch vektor�u p�r��slu�sn�ych vlastn��mu �c��slu 1. �Z�adn�e dal�s�� nenulov�e vlastn��
�c��slo nem�u�ze existovat, proto�ze jin�e p�r��mky ne�z ty, kter�e le�z�� v h(1; 2; 3)T ; (1; 0; 1)T i
nejsou vzhledem k oper�atoru  invariantn��.

Geometrick�ymi �uvahami jsme zjistili, �ze line�arn�� oper�ator ortogon�aln�� projekce
m�a pr�av�e vlastn�� �c��sla 0 a 1 a mno�zinu vlastn��ch vektor�u tvo�r�� v�sechny nenulov�e
vektory z mno�ziny h(1; 2; 3)T ; (1; 0; 1)T i [ h(1; 2;�1)T i.

(b) Nahl�edneme, �ze nap�r��klad posloupnostM = ((1; 2;�1)T ; (1; 2; 3)T ; (1; 0; 1)T )
tvo�r�� b�azi R3 slo�zenou z vlastn��ch vektor�u line�arn��ho oper�atoru  , tedy ortogon�aln��
projekce je diagonalizovateln�y line�arn�� oper�ator. Z�av�erem si v�simn�eme, �ze [ ]MM =0@1 0 0
0 1 0
0 0 0

1A.
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(c) Vyu�zijeme-li Tvrzen�� 9.14, nemus��me nic po�c��tat, proto�ze vlastn�� �c��sla line�arn��ho

oper�atoru  a matice [ ]K3

K3
jsou shodn�a, tedy 0 a 1 a sou�radnicov�e vektory vzhle-

dem ke kanonick�e b�azi se rovn�e�z nem�en��, proto h(1; 2; 3)T ; (1; 0; 1)T i [ h(1; 2;�1)T i
tvo�r�� mno�zinu v�sech vlastn��ch vektor�u matice [ ]K3

K3
. �

V n�asleduj��c��m textu budeme pro jednoduchost ps�at [']B m��sto [']BB pro jak�ykoli
line�arn�� oper�ator ' na vektorov�em prostoru s b�az�� B.

11.2. M�ejme line�arn�� oper�ator ' na re�aln�em line�arn��m prostoru R2 s matic�� [']K2

K2
=�

3 2
0 3

�
vzhledem ke kanonick�e b�azi K2.

(a) Ov�e�rte, �ze je ' izomor�smus,
(b) najd�ete v�sechna vlastn�� �c��sla a v�sechny vlastn�� vektory ',
(c) najd�ete v�sechna vlastn�� �c��sla a v�sechny vlastn�� vektory '�1,
(d) rozhodn�ete, zda jsou line�arn�� oper�atory ' a '�1 diagonalizovateln�e,

(a) Sta�c�� si v�simnout, �ze je matice [']K2

K2
regul�arn��.

(b) V��me, �ze � je vlastn�� �c��slo line�arn��ho oper�ator ', pr�av�e kdy�z je to vlastn��

�c��slo matice [']K2

K2
, co�z nast�av�a pr�av�e tehdy, kdy�z je parametrick�a matice

[']K2

K2
� �In =

�
3� � 2
0 3� �

�
singul�arn��. Proto�ze se jedn�a o horn�� troj�uheln��kovou matici, nemus��me pou�z��vat cha-
rakteristick�y polynom (tedy v dan�em p�r��pad�e polynom (3� �)2), abychom zjistili,
�ze m�a line�arn�� oper�ator ' jedin�e vlastn�� �c��slo 3.

Nyn�� pomoc�� V�ety 9.15 spo�c��t�ame vlastn�� vektory matice [']K2

K2
jako nulov�y pro-

stor

Ker([']K2

K2
� 3In) = Ker

�
0 2
0 0

�
= h
�
1
0

�
i:

Podle Tvrzen�� 9.14 jsme pr�av�e na�sli sou�radnice vlastn��ch vektor�u ' vzhledem ke
kanonick�e b�azi, tedy mno�zinu vlastn��ch vektor�u tvo�r�� pr�av�e nenulov�e vektory pod-

prostoru h
�
1
0

�
i.

(c) Poznamenejme, �ze ani ' a '�1 nemohou m��t d��ky Tvrzen�� 9.10 a 9.14 vlastn��
�c��sla 0, proto�ze se jedn�a o izomor�smy. D�ale si v�simn�eme, �ze pro nenulov�y vektor v
a nenulov�e �c��slo � m�ame '(v) = �v, pr�av�e kdy�z '�1(v) = ��1 v. P�r��mo z de�nice
vlastn��ho �c��sla a vlastn��ho vektoru tak dost�av�ame pozorov�an��, �ze v je vlastn�� vektor
line�arn��ho oper�atoru ' p�r��slu�sn�y vlastn��mu �c��slu �, pr�av�e kdy�z je to vlastn�� vektor
line�arn��ho oper�atoru '�1 p�r��slu�sn�y vlastn��mu �c��slu ��1. Odtud bez dal�s��ho po�c��t�an��
vid��me, �ze '�1 m�a jedin�e vlastn�� �c��slo 3�1 = 1

3 a mno�zina vlastn��ch vektor�u je stejn�a

jako u ', tedy h
�
1
0

�
i.

(d) Zjistili jsme, �ze pro dan�e endomor�smy nem�ame b�azi slo�zenou z vlastn��ch
vektor�u, tedy podle Tvrzen�� 9.8 ' ani '�1 nen�� diagonalizovateln�y. �

11.3. Je-li � line�arn�� oper�ator na na re�aln�em line�arn��m prostoru R2 s matic�� [']K2

K2
=�

4 2
0 3

�
vzhledem ke kanonick�e b�azi K2, spo�c��tejte v�sechna vlastn�� �c��sla a v�sechny

jim p�r��slu�sn�e vlastn�� vektory � a rozhodn�ete, zda je � diagonalizovateln�y.
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Postupujeme obdobn�e jako v p�redchoz�� �uloze. Nejprve zjist��me, �ze je matice

[�]K2

K2
� �In =

�
4� � 2
0 3� �

�
singul�arn�� pr�av�e pro � = 3 a � = 4 (charakteristick�y polynom m�a matice i line�arn��
oper�ator (3��)(4��)) a pomoc�� V�ety 9.15 a Tvrzen�� 9.14 spo�c��t�ame vlastn�� vektory

matice [']K2

K2
, tedy i vlastn�� vektory oper�atoru � jako jader matic

Ker([�]K2

K2
� 3In) = Ker

�
1 2
0 0

�
= h
��2

1

�
i;

Ker([�]K2

K2
� 4In) = Ker

�
0 2
0 6

�
= h
�
1
0

�
i:

Zjistili jsme, �ze h
��2

1

�
i [ h

�
1
0

�
i jsou v�sechny vlastn�� vektory �.

Kone�cn�e tentokr�at vid��me, �ze najdeme b�azi slo�zenou z vlastn��ch vektor�u, konkr�et-

n�e nap�r��klad pro b�azi C = (

�
5
1

�
;

�
1
0

�
) m�ame diagon�aln�� [�]CC =

�
3 0
0 4

�
. �

11.4. Uva�zujme line�arn�� oper�ator ' na re�aln�em vektorov�em prostoru R2 s matic��

[']K2
=

�
3 2
2 6

�
vzhledem ke kanonick�e b�azi K2.

(a) Najd�ete v�sechna vlastn�� �c��sla a v�sechny jim p�r��slu�sn�e vlastn�� vektory '.
(b) Rozhodn�ete, zda je ' diagonalizovateln�y,
(c) Existuje ortonorm�aln�� b�az�� R2 se standardn��m skal�arn��m sou�cinem, v�u�ci n���z

m�a ' diagon�aln�� matici?

(a) M�ame zjistit, pro kter�a re�aln�a (vlastn��) �c��sla � existuje nenulov�y (vlastn��)
vektor v, aby '(v) = �v. To m�u�zeme ekvivalentn�e vyj�ad�rit ve tvaru ('��Id)(v) =
0, a v maticov�em z�apisu pro libovolnou b�azi B prostoru R2 ve tvaru

([']B � �I2)[v]
T
B = [('� �Id)]B [v]

T
B = [0]TB = (0; 0)T :

Hled�ame tedy v�sechna takov�a � 2 R, pro n�e�z existuje netrivi�aln�� �re�sen�� homogenn��
soustavy rovnic se �ctvercovou matic�� [('��Id)]B . To nast�av�a pr�av�e tehdy, kdy�z je
matice [']B��I2 singul�arn��. Spo�c��t�ame tedy nejprve vlastn�� �c��sla matice line�arn��ho
oper�atoru vzhledem k n�ejak�e pevn�e zvolen�e b�azi. Poznamenejme, �ze p�ri tom nez�ale�z��
na volb�e b�aze, ale je d�ule�zit�e, abychom po�c��tali s matic�� line�arn��ho oper�atoru, tj.
s matic�� dan�eho homomor�smu vzhledem k stejn�e b�azi v de�ni�cn��m oboru i oboru
hodnot. V na�sem p�r��pad�e budeme pracovat s matic�� [']K2

.
Ur�c��me charakteristick�y polynom matice

det([']K2
� �I2) = (3� �)(6� �)� 4 = �2 � 9�+ 14 = (�� 2)(�� 7):

Vlastn�� �c��sla matice [']K2
jsou tedy pr�av�e ko�reny charakteristick�eho polynomu,

tedy �c��sla 2 a 7. D�ale budeme postupn�e dosazovat do matice [']K2
��I2 vypo�cten�a

vlastn�� �c��sla a budeme hledat vlastn�� vektory matice [']K2
, tedy nenulov�a �re�sen��

homogenn��ch soustav rovnic s maticemi, kter�a tvo�r�� pr�av�e sou�radnicov�e vektory
vlastn��ch vektor�u line�arn��ho oper�atoru ':

[']K2
� 2 � I2 =

�
1 2
2 4

�
; [']K2

� 7 � I2 =
��4 2

2 �1
�
:
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Snadno zjist��me, �ze v�sechny nenulov�e n�asobky vektoru

��2
1

�
jsou vlastn��mi vektory

matice [']K2
p�r��slu�sn�ymi vlastn��mu �c��slu 2 a v�sechny nenulov�e n�asobky vektoru

�
1
2

�
jsou vlastn��mi vektory matice [']K2

p�r��slu�sn�ymi vlastn��mu �c��slu 7.
Kone�cn�e m�ame-li spo�c��tan�e sou�radnice vlastn��ch vektor�u [v]K2

vzhledem ke ka-
nonick�e b�azi, okam�zit�e vid��me, �ze mno�zinu v�sech vlastn��ch vektor�u p�r��slu�sn�ych
vlastn��mu �c��slu 2 tvo�r�� h(�2; 1)T i � f(0; 0)T g a mno�zinu v�sech vlastn��ch vektor�u
p�r��slu�sn�ych vlastn��mu �c��slu 7 tvo�r�� h(1; 2)T i � f(0; 0)T g.

(b) Uv�a�z��me-li, �ze m�ame dv�e r�uzn�a vlastn�� �c��sla line�arn��ho oper�atoru na prostoru
dimenze 2, v��me, �ze jde o diagonalizovateln�y line�arn�� oper�ator. Proto�ze jsme v (a)
na�sli vlastn�� vektory sta�c�� vz��t b�aziM = ((�2; 1)T ; (1; 2)T ), abychom dostali matici

[']M =

�
2 0
0 7

�
vzhledem k b�azi M .

(c) Nahl�edneme, �ze je b�aze M ortogon�aln�� (brzy uk�a�zeme, �ze to nen�� n�ahoda),
tedy normov�an��m dostaneme ortonorm�aln�� b�azi B = ( 1p

5
(�2; 1)T ; 1p

5
(1; 2)T ) pro-

storu R2 se standardn��m skal�arn��m sou�cinem sest�avaj��c�� s vlastn��ch vektor�u, tedy

[']B =

�
2 0
0 7

�
. Na z�av�er poznamenejme, �ze b�az�� s po�zadovan�ymi vlastnostmi

existuje pr�av�e osm: (� 1p
5

��2
1

�
;� 1p

5

�
1
2

�
) a (� 1p

5

�
1
2

�
;� 1p

5

��2
1

�
). �

11.5. Najd�ete pro re�alnou matici A =

�
3 2
2 6

�
regul�arn�� matici R a diagon�aln��

matici D spl�nuj��c�� D = R�1AR.

V�se pot�rebn�e jsme spo�c��tali v p�redchoz�� �uloze, kde A = [']K2
. Sta�c�� si uv�edomit,

�ze b�azi M = (

��2
1

�
;

�
1
2

�
) m�ame

�
2 0
0 7

�
= [']M = [Id]K2

M [']K3

K3
[Id]MK2

= R�1AR;

kde R = [Id]MK2
=

��2 1
1 2

�
. �

2.4.

11.6. Najd�ete v�sechna vlastn�� �c��sla a v�sechny vlastn�� vektory re�aln�e matice A =0@2 1 1
1 2 1
1 1 2

1A a rozhodn�ete, zda je (ortogon�aln�e) diagonalizovateln�a.

Nejprve ur�c��me vlastn�� �c��sla. Mohli bychom standardn�e spo�c��tat charakteris-
tick�y polynom det(A� �I3) a naj��t jeho ko�reny. V na�sem p�r��pad�e je ov�sem snadn�e

uh�adnout vlastn�� �c��slo 1, proto�ze maticeA�1�In =

0@1 1 1
1 1 1
1 1 1

1A je zjevn�e singul�arn��.

Vy�re�s��me-li homogenn�� soustavu rovnic s matic�� A � 1 � In dostaneme v�sechny

p�r��slu�sn�e vlastn�� vektory v1, tedy v1h
0@ 1
�1
0

1A ;

0@ 1
1
�2

1Ai. Brzy bude na p�redn�a�sce

dok�az�ano, �ze vlastn�� vektory p�r��slu�sn�e r�uzn�ym vlastn��m �c��sl�um re�aln�e symetrick�e



20

matice jsou ortogon�aln�� vzhledem ke standardn��mu skal�arn��mu sou�cinu. To zna-
men�a, �ze dal�s�� vlastn�� vektor mus�� b�yt kolm�y na vektory p�r��slu�sn�e vlastn��mu �c��slu

1, tedy mus�� le�zet v podprostoru h
0@ 1
�1
0

1A ;

0@ 1
1
�2

1Ai? = h
0@1
1
1

1Ai. Proto
0@1
1
1

1A mus��

b�yt vlastn�� vektor matice A a spo�c��t�ame-li sou�cin A �
0@1
1
1

1A =

0@4
4
4

1A, dost�av�ame

druh�e (a posledn��) vlastn�� �c��slo 4. Zopakujme, �ze v4 je vlastn�� vektor p�r��slu�sn�y

vlastn��mu �c��slu 4, pr�av�e kdy�z v4 2 h
0@1
1
1

1Ai, tedy, �ze h
0@1
1
1

1Ai je mno�zina v�sech �re�sen��

homogenn�� soustavy s matic��

0@�2 1 1
1 �2 1
1 1 �2

1A.

Na z�av�er poznamenejme, �ze z nalezen�ych vlastn��ch �c��sel a dimenz�� podprostor�u
vlastn��ch vektor�u (tzv. geometrick�e n�asobnosti) m�u�zeme zjistit, �ze charakteristick�y
polynom matice A je det(A� �I3) = �(�� 1)2(�� 4). �

11.7. Necht' ' je line�arn�� oper�ator na vektorov�e prostoru R3 nad t�elesem re�aln�ych

�c��sel s matic�� [f ]K2
=

0@2 1 1
1 2 1
1 1 2

1A vzhledem ke kanonick�e b�azi K2.

(a) Doka�zte, �ze je f bijekce,
(b) najd�ete v�sechna vlastn�� �c��sla a v�sechny vlastn�� vektory line�arn��ch oper�ator�u

f�1 a f3,
(b) existuje-li, najd�ete b�aze B�1 a B3, v�u�ci nim�z maj�� line�arn�� oper�atory f�1

a f3 diagon�aln�� matici.

Proto�ze pracujeme s matic�� z p�redchoz�� �ulohy, v�et�sinu pot�rebn�ych v�ypo�ct�u u�z
jsme provedli.

(a) f bijekce, pr�av�e kdy�z nem�a 0 jako vlastn�� �c��slo, co�z jsme uk�azali v p�r��kladu
11.6.

(b) Je-li v vlastn�� vektor line�arn��ho oper�atoru f p�r��slu�sn�y vlastn��mu �c��slu �, tedy
plat�� f(v) = �v, pak

�f�1(v) = f�1(�v) = v;

proto je v vlastn�� vektor f�1 p�r��slu�sn�y vlastn��mu �c��slu ��1. Stejnou �uvahu m�u�zeme
naopak prov�est pro vlastn�� �c��sla a vlastn�� vektory line�arn��ho oper�atoru f�1, proto
maj�� oper�atory f a f�1 stejnou mno�zinu vlastn��ch vektor�u, ji�z podle 11.6 tvo�r��

h
0@ 1
�1
0

1A ;

0@ 1
1
�2

1Ai [ h
0@1
1
1

1Ai
a vlastn�� �c��sla f�1 jsou 1 a 1

4 .

Obdobnou �uvahou zjist��me, �ze f3(v) = �3 v, tedy v�sechny vlastn�� vektory oper�atoru
f jsou i vlastn��mi vektory oper�atoru f3 p�r��slu�sn�ymi vlastn��mu �c��slu �3. Proto�ze
vlastn�� vektory f generuj�� cel�y prostor R3, nemohou se �z�adn�a nov�a vlastn�� �c��sla ani
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vlastn�� vektory f3 objevit, tedy podobn�e jako pro inverzn�� oper�ator zji�st'ujeme, �ze

h
0@ 1
�1
0

1A ;

0@ 1
1
�2

1Ai [ h
0@1
1
1

1Ai
jsou v�sechny vlastn�� vektory a 1; 64 v�sechna vlastn�� �c��sla oper�atoru f3.

(c) M�u�zeme zvolit dokonce ortonorm�aln�� (vzhledem ke standardn��mu skal�arn��mu
sou�cinu) b�azi stejnou pro oba oper�atory

B = B�1 = B3 = (
1p
2

0@ 1
�1
0

1A ;
1p
6

0@ 1
1
�2

1A ;
1p
3

0@1
1
1

1A)

a dost�av�ame [f�1]B =

0@1 0 0
0 1 0
0 0 1

4

1A a [f3]B =

0@1 0 0
0 1 0
0 0 64

1A �

11.8. M�ejme matici A =

0@4 0 2
4 1 1
2 0 4

1A nad t�elesem Z5.

(a) Najd�ete (nad Z5) v�sechna vlastn�� �c��sla a v�sechny vlastn�� vektory matice A,
(b) doka�zte, �ze je matice A diagonalizovateln�a,
(c) najd�ete regul�arn�� matici P nad Z5, pro ni�z je P�1AP diagon�aln��.
(d) Spo�c��tejte A100

(a) Nejprve hled�ame nad t�elesem Z5 ko�reny polynomu p(�) = det(A � �I3) =
4�3 + 4�2 + 2. Prost�ym dosazen��m, zjist��me, �ze p(1) = 0 a p(2) = 0, tedy vlastn��
�c��sla matice A jsou pr�av�e 1 a 2. D�ale �re�s��me homogenn�� soustavy rovnic s matic��
A� 1 � I3 A� 2 � I3:

A� 1 � I3 =
0@3 0 2
4 0 1
2 0 3

1A ; A� 2 � I3 =
0@2 0 2
4 4 1
2 0 2

1A
Z�rejm�e nap�r��klad vektory (1; 0; 1)T a (0; 1; 0)T tvo�r�� b�azi podprostoru vlastn��ch
vektor�u p�r��slu�sn�ych vlastn��mu �c��slu 1 a vektor (1; 3; 4)T tvo�r�� b�azi podprostoru
vlastn��ch vektor�u p�r��slu�sn�ych vlastn��mu �c��slu 2.

(b) Uv�a�z��me-li, �ze posloupnost M = ((1; 0; 1)T , (0; 1; 0)T , (1; 3; 4)T ) je b�aze Z5,
vid��me, �ze je matice A diagonalizovateln�a.

(c) Interpretujeme-li matici A jako matici line�arn��ho oper�atoru ' vzhledem ke
kanonick�e b�azi a vezmeme-li matici p�rechodu P = [Id]BK3

, pak vid��me, �ze P�1AP =

[Id]K3

B [']K3

K3
[Id]BK3

= [']BB =

0@1 0 0
0 1 0
0 0 2

1A. Tedy zjistili jsme, �ze

P = [Id]BK3
=

0@1 0 1
0 1 3
1 0 4

1A :
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(d) Ozna�cme J = [']BB . V�simneme-li si, �ze A100 = PJ100P�1 a �ze J100 =0@1100 0 0
0 1100 0
0 0 2100

1A = I3, proto�ze u�z 2
4 = 1, pak vid��me, �ze

A100 = PJ100P�1 = PI3P
�1 = I3:

�

11.9. Necht'  je line�arn�� oper�ator na vektorov�e prostoru R3 nad t�elesem re�aln�ych
�c��sel dan�y p�redpisem  ((x; y; z)T ) = (x+ 2y + z; 2x� y + 2z;�2y)T .

(a) Najd�ete v�sechna vlastn�� �c��sla a v�sechny vlastn�� vektory line�arn��ho oper�atoru
 ,

(b) existuje-li, najd�ete b�azi B, v�u�ci n���z m�a line�arn�� oper�ator  diagon�aln�� ma-
tici,

(c) najd�ete matici line�arn��ch oper�ator�u  11 a  154 vzhledem ke kanonick�e b�azi,
(d) ur�cete vlastn�� �c��sla a v�sechny vlastn�� vektory line�arn��ho oper�atoru  2,
(e) najd�ete v�sechny invariantn�� podprostory line�arn��ho oper�atoru  ,
(f) najd�ete v�sechny invariantn�� podprostory line�arn��ho oper�atoru  2.

(a) Nejprve snadno ur�c��me matici line�arn��ho oper�atoru [ ]K3
=

0@1 2 1
2 �1 2
0 �2 0

1A
vzhledem ke kanonick�e b�azi K3 a pot�e najdeme jej�� vlastn�� �c��sla. M�ame t�ri r�uzn�a

vlastn�� �c��sla 0, 1 a �1. Vy�re�s��me-li soustavy s maticemi [ ]K3
+1I3 =

0@2 2 1
2 0 2
0 �2 1

1A,

[ ]K3
�0I3 =

0@1 2 1
2 �1 2
0 �2 0

1A, [ ]K3
�1I3 =

0@0 2 1
2 �2 2
0 �2 �1

1A, najdeme pr�av�e v�sechny

vlastn�� vektory h(1; 0;�1)T i, h(3; 1;�2)T i a h(�2; 1; 2)T i.
(b) Posloupnost B = ((3; 1;�2)T ; (1; 0;�1)T ; (�2; 1; 2)T ) je tvo�rena vlastn��mi

vektory p�r��slu�sn�ymi r�uzn�ym vlastn��m �c��sl�um, tud���z jde o line�arn�e nez�avislou po-

sloupnost. Proto je B b�aze R3 a [ ]B =

0@1 0 0
0 0 0
0 0 �1

1A.

(c) Uv�edom��me-li si, �ze [ n]B = [ ]nB , ur�c��me snadno matice  11 a  154 vzhledem
k b�azi:

[ 11]B = [ ]11B =

0@111 0 0
0 0 0
0 0 (�1)11

1A =

0@1 0 0
0 0 0
0 0 �1

1A = [ ]B ;

[ 154]B = [ ]154B =

0@1154 0 0
0 0 0
0 0 (�1)154

1A =

0@1 0 0
0 0 0
0 0 1

1A = [ 2]B ;
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Tedy okam�zit�e vid��me, �ze [ 11]K3
=

0@1 2 1
2 �1 2
0 �2 0

1A a [ 154]K3
=

0@1 2 1
2 �1 2
0 �2 0

1A2

=0@ 5 �2 5
0 1 0
�4 2 �4

1A.

(d) U�cin��me-li obdobnou �uvahu jako v (c), vid��me, �ze matice [ n]B = [ ]nB , a
tedy i line�arn�� oper�ator  n m�a vlastn�� �c��sla �n pro vlastn�� �c��sla line�arn��ho oper�atoru
 , tedy  2 pr�av�e vlastn�� �c��sla 0, 1. Je-li nav��c v� vlastn�� vektor p  (v�) = �v�, pak
 n(v�) = �n v�, tedy h(3; 1;�2)T i a h(�2; 1; 2)T i jsou vlastn�� vektory  2 p�r��slu�sn�e
vlastn��mu �c��slu 1 a h(1; 0;�1)T i jsou vlastn�� vektory  8 p�r��slu�sn�e vlastn��mu �c��slu
0. Uv�a�z��me-li, �ze s vlastn��mi vektory p�r��slu�sn�ymi stejn�emu vlastn��mu �c��slu jsou
vlastn��mi vektory i jejich line�arn�� kombinace, pak

h
0@ 1

0
�1

1Ai [ h
0@ 3

1
�2

1A ;

0@�21
2

1Ai
jsou pr�av�e v�sechny vlastn�� vektory line�arn��ho oper�atoru  2.

(e) Nejprve si uv�edomme, �ze trivi�aln�� podprostory f0g a R3 jsou invariantn�� pod-
prostory pro ka�zd�y line�arn�� oper�ator. Nalezen�e vlastn�� vektory n�am p�r��mo d�avaj��
gener�atory v�sech invariantn��ch p�r��mek, tedy podprostor�u dimenze 1. Tedy invari-
antn�� podprostory dimenze 1 jsou

h
0@ 1

0
�1

1Ai; h
0@ 3

1
�2

1Ai; h
0@�21

2

1Ai:
Zb�yv�a popsat invariantn�� podprostory dimenze 2. Vyu�zijeme faktu, �ze n�a�s line�arn��
oper�ator je diagonalizovateln�y. Proto�ze charakteristick�y polynom line�arn��ho oper�atoru
omezen�eho na invariantn�� podprostor je stupn�e 2 a mus�� d�elit charakteristick�y poly-
nom p�uvodn��ho line�arn��ho oper�atoru podle Tvrzen�� 9.47, m�a pr�av�e 2 r�uzn�a vlastn��
�c��sla (viz tak�e �uvaha Pozorov�an�� 9.46). Proto�ze je zjevn�e ka�zd�y vlastn�� vektor ome-
zen�eho oper�atoru podle Pozorov�an�� 9.46 vlastn��m vektorem p�uvodn��ho oper�atoru,
mus�� b�yt invariantn�� tedy i stejn�e jim p�r��slu�sn�e vlastn�� vektory. Proto mus�� b�yt
invariantn�� rovina generov�ana pr�av�e odpov��daj��c��mi vlastn��mi vektory. Tedy dvou-
dimenzion�aln�� invariantn�� podprostory jsou pr�av�e:

h
0@ 1

0
�1

1A ;

0@ 3
1
�2

1Ai; h
0@ 3

1
�2

1A ;

0@�21
2

1Ai; h
0@�21

2

1A ;

0@ 1
0
�1

1Ai:
(f) I line�arn�� oper�ator  2 je podle (d) diagonalizovateln�y, proto m�u�zeme postu-

povat stejn�e jako v p�redchoz�� �uloze. Budeme invariantn�� podprostory prob��rat podle
dimenze.

dim=0: Zjevn�e je v�zdy jedin�ym invariantn��m podprostorem dimenze 0 pr�av�e pod-
prostor f0g.

dim=1: Jednodimenzion�aln�� invariantn�� podprostory jsou v�zdy ur�ceny vlastn��m vek-
torem, tedy tentokr�at m�ame op�et jeden invariantn�� podprostor h(1; 0;�1)T i
dan�y vlastn��m �c��slem 0 a nespo�cetn�e mnoho invariantn��ch p�r��mek hvi pro
ka�zd�y vektor v 2 h(3; 1;�2)T ; (�2; 1; 2)T i.
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dim=2: Dvoudimenzion�aln�� invariantn�� podprostory jsou op�et generov�any dvojic��
vlastn��ch vektor�u. Tentokr�at m�ame tedy invariantn�� roviny:

h
0@ 3

1
�2

1A ;

0@�21
2

1Ai a h
0@ 1

0
�1

1A ;vi

pro ka�zd�y vektor v 2 h(3; 1;�2)T ; (�2; 1; 2)T i.
dim=3: Trivi�aln�e je podprostor R3 v�zdy jedin�ym invariantn��m podprostorem di-

menze 3. �

�

9.4.

11.10. Ov�e�rte, �ze podprostor U = h(3; 1;�2)T ; (�2; 1; 2)T i invariantn��m podpro-
storem line�arn��ho oper�atoru  z �ulohy 11.9. Ozna�cme � line�arn�� oper�ator na U ,
kter�y vznikne z�u�zen��m  na U (tedy �(u) =  (u)). Najd�ete matice:

(a) [�]BB pro b�azi B = ((3; 1;�2)T ; (�2; 1; 2)T ),
(b) [�2]BB pro b�azi B z (a),
(c) [�]CC pro b�azi C = ((1; 2; 0)T ; (�2; 1; 2)T ),
(d) [�2]CC pro b�azi C z (c).

�Ze jde o invariantn�� podprostor jsme dok�azali v 11.9. Obecn�e sta�c�� dok�azat, �ze
 (ui) 2 U pro jakoukoli generuj��c�� mno�zinu u1 : : : ;uk podprostoru U .

(a) Proto�ze jsou B vlastn�� vektory line�arn��ho oper�atoru v dost�av�ame p�r��mo z

de�nice matici [�]BB =

�
1 0
0 �1

�
.

(b) Podobn�e jako v (a) vyu�zijeme faktu zji�st�en�eho v 11.9(d), �ze B obsahuje
pr�av�e vlastn�� vektory line�arn��ho oper�atoru �2 p�r��slu�sn�e vlastn��mu �c��slu 1. Tedy

[�2]BB =

�
1 0
0 1

�
.

(c) Tentokr�at bud' m�u�zeme pou�z��t v�etu o tom, jak se zm�en�� matice homomor-
�smu, kdy�z zm�en��me b�aze nebo lze op�et postupovat p�r��mo podle de�nice. Proto�ze
(1; 2; 0)T = (3; 1;�2)T + (�2; 1; 2)T m�ame

�(

0@1
2
0

1A) = �(

0@ 3
1
�2

1A) + �(

0@�21
2

1A) =

0@ 3
1
�2

1A�
0@�21

2

1A =

0@1
2
0

1A� 2

0@�21
2

1A ;

proto [�]BB =

�
1 0
�2 �1

�
.

(d) V (b) jsme zjistili, �ze �2 na U operuje jako identita, tedy nemus��me nic

po�c��tat, abychom vid�eli, �ze [�2]CC =

�
1 0
0 1

�
pro libovolnou b�azi C. �

11.11. Najd�ete v�sechny invariantn�� podprostory matice A =

0@4 0 2
4 1 1
2 0 4

1A nad

t�elesem Z5. Kolik jich celkem je?
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Vyu�zijeme vlastn��ch vektor�u matice, kter�e jsme na�si v �uloze 11.8 a postupujeme
stejn�e jako v 11.9:

dim=0: f0g je invariantn�� podprostor.
dim=1: P�r��mky jsou ur�ceny vlastn��m vektorem, tedy m�ame invariantn�� p�r��mky

h
0@1
3
4

1Ai a hvi;

kde v 2 h(1; 0; 1)T ; (0; 1; 0)T i.
dim=2: Dvoudimenzion�aln�� invariantn�� podprostory jsou generov�any dvojic�� vlastn��ch

vektor�u, tedy dost�av�ame invariantn�� roviny:

h
0@1
0
1

1A ;

0@0
1
0

1Ai a h
0@1
3
4

1A ;vi

pro ka�zd�y vektor v 2 h(1; 0; 1)T ; (0; 1; 0)T i
dim=3: Z35 je invariantn�� podprostor.

Vid��me, �ze invariantn��ch p�r��mek i rovin je pr�av�e 7 (p�r��mek v rovin�e nad Z5

toti�z najdeme pr�av�e 6 = 52�1
5�1 ), tedy celkem m�a matice A pr�av�e 16 invariantn��ch

podprostor�u . �

11.12. Uva�zujme line�arn�� oper�ator f na re�aln�em vektorov�em prostoru R3 s matic��

[f ]K3

K3
=

0@1 �2 0
1 �1 0
0 0 1

1A vzhledem ke kanonick�e b�azi K3. Najd�ete v�sechny invariantn��

podprostory line�arn��ho oper�atoru f .

Spo�c��t�ame-li charakteristick�y polynom [f ]K3

K3
� �I3 = (1� �)(�2 + 1), vid��me, �ze

f m�a jedin�e re�aln�e vlastn�� �c��slo 1 a jemu odpov��daj��c�� podprostor vlastn��ch vektor�u
je h(0; 0; 1)T i. Jedin�ym invariantn��m podprostorem dimenze 1 je tud���z podprostor
h(0; 0; 1)T i.

P�r��mo z matice [f ]K3

K3
vid��me, �ze

f(e1) = e1 + e2 a f(e2) = �2e1 � e2; proto f(e1); f(e2) 2 he1; e2i
a he1; e2i je invariantn�� podprostor dimenze 2. Trivi�aln�� podprostory f0g a R3 jsou
samoz�rejm�e invariantn�� podprostory. Zb�yv�a nahl�ednout, �ze �z�adn�e dal�s�� invariantn��
podprostory f neexistuj��.

Nyn�� budeme f ch�apat jako line�arn�� oper�ator na komplexn��m vektorov�em pro-
storu C3 se stejnou matic��. V takov�em p�r��pad�e se charakteristick�y polynom [f ]K3

K3
�

�I3 = (1��)(�+i)(��i) rozkl�ad�a na ko�renov�e �cinitele, m�ame t�ri komplexn�� vlastn��
�c��sla 1; i;�i jednodimenzion�aln�� invariantn�� podprostory jsou pr�av�e h(0; 0; 1)T i,
h(2; 1 � i; 0)T i, h(2; 1 + i; 0)T i. Obvykl�ym zp�usobem nahl�edneme, �ze invariantn��
roviny jsou v tomto p�r��pad�e pr�av�e

U1 = h
0@0
0
1

1A ;

0@ 2
1� i

0

1Ai; U2 = h
0@0
0
1

1A ;

0@ 2
1 + i

0

1Ai; U3 = h
0@ 2
1� i

0

1A ;

0@ 2
1 + i

0

1Ai:
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Proto�ze je ka�zd�y invariantn�� podprostor re�aln�eho oper�atoru f invariantn��m pod-
prostorem komplexn��ho oper�atoru f , sta�c�� abychom si v�simli, �ze

U1 \ R3 = h
0@0
0
1

1Ai; U2 \ R3 = h
0@0
0
1

1Ai; U3 \ R3 = h
0@1
0
0

1A ;

0@0
1
0

1Ai:
T��m jsme nahl�edli, �ze he1; e2i je jedin�y invariantn�� podprostor re�aln�eho oper�atoru
f dimenze 2. �

11.13. Necht' (v1;v2;v3;v4) je b�aze R
4 a uva�zujme line�arn�� oper�ator g na re�aln�em

vektorov�em prostoru R4 dan�y vztahy g(v1) = v2+v3, g(v2) = �2v2�v3, g(v3) =
v1+v2 a g(v4) = 2v2�v4.

(a) Ov�e�rte, �ze je V = hv1;v2+v3i invariantn�� podprostor g,
(b) je-li h restrikce g na V , spo�c��tejte matici [h]MM pro b�azi (v1;v2+v3) a

spo�c��tejte vlastn�� �c��sla h,

(c) rozhodn�ete, zda je � 1+
p
5

2 vlastn�� �c��slo line�arn��ho oper�atoru g.

(a) Sta�c�� spo�c��tat g(v1) = v2+v3 2 V a

g(v2+v3) = g(v2) + g(v3) = �2v2�v3+v1+v2 = v1�(v2+v3) 2 V

(b) �Udaje pot�rebn�e pro sestaven�� matice [h]MM =

�
0 1
1 �1

�
u�z jsme spo�c��tali v

(a). Nyn�� zb�yv�a naj��t ko�reny charakteristick�eho polynomu det

��� 1
1 �1� �

�
=

�2 + �� 1. Vlastn�� �c��sla h jsou tedy pr�av�e hodnoty �1�p5
2 .

(c) Podle Pozorov�an�� 9.46 je ka�zd�e vlastn�� �c��slo line�arn��ho oper�atoru h vlastn��m

�c��slem line�arn��ho oper�atoru g. Proto�ze jsme v (b) zjistili, �ze � 1+
p
5

2 je vlastn�� �c��slo
line�arn��ho oper�atoru h, nemus��me u�z nic po�c��tat. �

16.4.

12. Jordan�uv kanonick�y tvar

12.1. Bud' M =

�
5 3
�3 �1

�
, N =

�
1 1
�1 3

�
, K =

�
2 0
3 1

�
matice nad t�elesem

re�aln�ych �c��sel.

(a) Spo�c��tejte vlastn�� �c��sla a vlastn�� vektory matic M, N a K,
(b) existuje-li, najd�ete Jordan�uv kanonick�y tvar matic M, N a K,
(c) rozhodn�ete, kter�e dvojice matic M, N a K, jsou podobn�e.
(d) najd�ete regul�arn�� matice P Q nad t�elesem re�aln�ych �c��sel, aby P�1MP a

Q�1NQ byly Jordanovy matice,
(e) najd�ete regul�arn�� matici S, aby S�1MS = N.

(a) Obvykl�ym zp�usobem snadno zjist��me, �ze charakteristick�y polynom matice
M a N je (� � 2)2 a charakteristick�y polynom matice K je (� � 2)(� � 1), proto
maj�� matice M jedin�e vlastn�� �c��slo 2 algebraick�e n�asobnosti 2, a matice K m�a
pr�av�e vlastn�� �c��sla 1 a 2 (ob�e algebraick�e a tedy i geometrick�e n�asobnosti 1). Nyn��

vy�re�s��me homogenn�� soustavy rovnic s maticemiM�2I2 =

�
3 3
�3 �3

�
, N�2I2 =



27��1 1
�1 1

�
, K � 1I2 =

�
1 0
3 0

�
a K � 2I2 =

�
0 0
3 �2

�
. Tedy mno�zina vlastn��ch

vektor�u matice M je h(1;�1)T i, mno�zina vlastn��ch vektor�u matice N je h(1; 1)T i a
mno�zina vlastn��ch vektor�u matice K je h(0; 1)T i [ h(2; 3)T i.

(b) Poznamenejme, �ze se charakteristick�e polynomy v�sech t�r�� matic rozkl�adaj��
na sou�cin ko�renov�ych �cinitel�u, proto podle V�ety 17.8 v�sechny matice maj�� Jordan�uv
norm�aln�� tvar.

Z�rejm�e m�a Jordan�uv norm�aln�� tvar matice na diagon�ale pr�av�e hodnoty spektra
a nad diagon�alou nuly nebo jedni�cky. P�ritom r�uzn�a vlastn�� �c��sla ur�cuj�� r�uzn�e Jor-
danovy bu�nky, proto je matice K diagonalizovateln�a, a tud���z podobn�a Jordanov�e

matici

�
2 0
0 1

�
. Matice M i N mohou b�yt podobn�e pouze Jordanov�ym matic��m�

2 0
0 2

�
nebo

�
2 1
0 2

�
, Podobnost s prvn�� z nich by ov�sem znamenala, �ze je matice

M �ci N diagonalizovateln�a, zat��mco v (a) jsme zjistili, �ze vlastn�� vektory ani ma-
tice M ani matice N netvo�r�� b�azi, tedy matice diagonalizovateln�e nejsou. Tedy je

Jordan�uv kanonick�y tvar matice M i N roven pr�av�e Jordanov�e bu�nce

�
2 1
0 2

�
.

(c) V��me, �ze dv�e podobn�e matice maj�� nutn�e stejn�e charakteristick�e polynomy,
tedy matice K nen�� podobn�a matici M ani N. Na druhou stranu, dv�e matice se
stejn�ym Jordanov�ym kanonick�ym tvarem jsou podobn�e, tedy M � N.

(d) Ozna�cme ' line�arn�� oper�ator na prostoru R2 s matic�� [']K2
= M vzhledem

ke kanonick�e b�azi. Podobn�e jako u �uloh t�ykaj��c��ch se diagonalizovatelnosti m�u�zeme
probl�em p�rev�est na ot�azku nalezen�� b�aze B = (v1;v2) v�u�ci n���z bude m��t matice

line�arn��ho oper�atoru ' Jordan�uv kanonick�y tvar, tj [']B =

�
2 1
0 2

�
. To ov�sem

znamen�a, �ze '(v1) = 2v1 a '(v2) = v1+2v2. Odtud okam�zit�e vid��me, �ze vektor
v1 je pr�av�e vlastn��m vektorem matice M, zvolme nap�r��klad vektor (1;�1) a druh�y
vektor v2 dostaneme jako �re�sen�� nehomogenn�� soustavy rovnic (M � 2I2)v= v1 s

matic��

�
3 3

?? 1
�3 �3 ?? �1

�
. Vid��me, �ze soustavu �re�s�� nap�r��klad vektor ( 13 ; 0)

T , na�sli

jsme tak hledanou matici P = [Id]BK2
=

�
1 1

3
�1 0

�
.

Stejn�e postupujeme pro matici Q. Nejprve najdeme vlastn�� vektor v1 =

�
1
1

�
matice N a pot�e hled�ame druh�y vektor Jordanova �ret��zku, tedy vektor v2 spl�nuj��c��
rovnost '(v2) = v1+2v2. Pot�rebujeme tedy vy�re�sit nehomogenn�� soustavu s matic����1 1

??1
�1 1

??1
�
, nalezen�ym �re�sen��m je nap�r��klad vektor v2 =

�
0
1

�
. Proto Q =

[Id]
(vi)
K2

=

�
1 0
1 1

�
.

(e) Sta�c�� uv�a�zit, �ze jsou ob�e matice podobn�e t�e�ze Jordanov�e matici, tedy, �ze
P�1MP = Q�1NQ, a proto (PQ�1)�1MPQ�1 = N. Obvykl�ym zp�usobem tedy

najdeme sou�cin S = PQ�1 =
�

1 1
3

�1 0

��
1 0
1 1

��1
=

�
2
3

1
3

�1 0

�
. �
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12.2. Existuje-li, najd�ete nad t�elesem Z5 Jordan�uv kanonick�y tvar matic D1 =0@2 0 0
2 2 0
4 3 2

1A, D2 =

0@2 0 0
0 2 0
4 3 2

1A, D3 =

0@2 0 0
2 1 0
4 3 2

1A. Existuj��-li, najd�ete d�ale re-

gul�arn�� matice Pi, aby P
�1
i DiPi byly Jordanovy matice.

(a) Existuje-li, najd�ete Jordan�uv kanonick�y tvar matic Di pro i = 1; 2; 3.
(b) najd�ete regul�arn�� matice Pi, aby P

�1
i DiPi pro i = 1; 2; 3 byly Jordanovy,

(c) rozhodn�ete pro kter�a a 2 Z5 je matice Fa =

0@2 0 0
a 2 0
4 3 2

1A podobn�a D1,

(d) rozhodn�ete, kolik existuje matic P1, aby P
�1
1 D1P1 byla Jordanova.

(a) Proto�ze je matice D1 doln�� troj�uheln��kov�a, okam�zit�e dostaneme jej�� charak-
teristick�y polynom (2 � �)3, tedy d��ky D�usledku 9.61 v��me, �ze Jordan�uv kano-
nick�y tvar matice D existuje. Postupujeme-li stejn�e jako v �uloze 12.1, zjist��me, �ze

rank(D1�2I3) = rank(

0@0 0 0
2 0 0
4 3 0

1A) = 2, a proto D �
0@2 1 0
0 2 1
0 0 2

1A, tedy �ze geome-

trick�a n�asobnost vlastn��ho �c��sla 2 matice D1 je 1. Proto�ze je geometrick�a n�asobnost
vlastn��ch �c��sel podobn�ych matic stejn�a, proto mus�� b�yt matice D1 nutn�e podobn�a

Jordanov�e bu�nce

0@2 1 0
0 2 1
0 0 2

1A.

Podobn�e zjist��me, �ze je charakteristick�y polynom matice D2 op�et (2��)3 a rank
maticeD2�2I3 roven 1, proto m�a vlastn�� �c��slo 2 maticeD2 geometrickou n�asobnost

2. Tud���z Jordan�uv kanonick�y tvar matice D2 je nutn�e tvaru

0@2 1 0
0 2 0
0 0 2

1A.

Kone�cn�e vlastn�� �c��slo 1 matice D3 m�a algebraickou i geometrickou n�asobnost 1
a vlastn�� �c��slo 2 matice D3 m�a algebraickou i geometrickou n�asobnost 2, tedy se

jedn�a o diagonalizovatelnou matici s Jordanov�ym kanonick�ym tvar

0@2 0 0
0 2 0
0 0 1

1A.

(b) P�ri hled�an�� matic Pi op�et vyu�zijeme postup z 12.1.

Nejprve najdeme vlastn�� vektor v1 =

0@0
0
1

1A matice D1 a pot�e po�c��t�ame postupn�e

nehomogenn�� soustavy rovnic0@0 0 0
??0

2 0 0
??0

4 3 0
??1
1A) v2 =

0@0
2
0

1A ;

0@0 0 0
??0

2 0 0
??2

4 3 0
??0
1A) v3 =

0@1
2
0

1A
Spo�c��tali jsme P1 =

0@0 0 1
0 2 2
1 0 0

1A.

Pro matici D2 op�et snadno spo�c��t�ame jej�� charakteristick�y polynom (2 � �)3,

d�ale podprostor vlastn��ch vektor�u je tentokr�at dvoudimenzion�aln�� h
0@0
0
1

1A ;

0@1
2
0

1Ai,
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proto nejprve vybereme vlastn�� vektor v1 tak, aby rovnice (D2 � 2I3)x = v1 m�ela
�re�sen�� (tj. vektor z pr�uniku Ker(D2 � 2I3) \ Im(D2 � 2I3)). Snadno nahl�edneme,

�ze tuto podm��nku op�et spl�nuje vlastn�� vektor v1 =

0@0
0
1

1A, pro n�ej�z dopo�c��t�ame

vektor v2 =

0@4
0
0

1A spl�nuj��c�� nehomogenn�� soustavu

0@0 0 0
??0

0 0 0
??0

4 3 0
??1
1A. Za posledn��

vektor sta�c�� vz��t kter�ykoli line�arn�e nez�avisl�y vlastn�� vektor, nap�r��klad op�et vektor

v3 =

0@1
2
0

1A. Tentokr�at jsme na�sli matici P2 =

0@0 4 1
0 0 2
1 0 0

1A (poznamenejme zde,

�ze by podm��nk�am vyhovovala i p�redchoz�� matice P1). Nav��c si v�simn�eme pokud

vhodn�e zm�en��me po�rad�� sloupc�u dostaneme matici fP2 =

0@1 0 4
2 0 0
0 1 0

1A, kter�a tak�e

spl�nuje p�uvodn�� podm��nky, av�sak sou�ciny n�am d�avaj�� r�uzn�e byt' podobn�e Jordanovy
matice:

P�1
2 D2P2 =

0@2 1 0
0 2 0
0 0 2

1A a fP2

�1
D2
fP2 =

0@2 0 0
0 2 1
0 0 2

1A :

Kone�cn�e posledn�� �uloha obn�a�s�� pouze nalezen�� b�aze slo�zen�e z vlastn��ch vektor�u a jej��
se�razen�� do sloupc�u matice P3 (viz nap�r��klad 11.8). Hled�ame tedy b�aze podprostor�u

Ker

0@0 0 0
2 4 0
4 3 0

1A a Ker

0@1 0 0
2 0 0
4 3 1

1A a dostaneme P3 =

0@0 1 0
0 2 1
1 0 2

1A.

(c) Proto�ze m�a matice doln�� troj�uheln��kov�a matice Fa op�et charakteristick�y po-
lynom (2� �)3, sta�c�� obdobn�e jako v p�r��pad�e (a) ur�cit, kdy je Jordan�uv kanonick�y
tvar matice Fa stejn�y jako matice D1. Tedy se pt�ame, kdy je hodnost matice

Fa � 2I3 =

0@0 0 0
a 0 0
4 3 0

1A rovna dv�ema, co�z nast�av�a pr�av�e tehdy, kdy�z a 2 Z5 n f0g.

(d) V�simn�eme si, �ze postup, jak sestavit matici P1 n�am poskytne v�sechny takov�e
matice, tedy, �ze je nutn�e prvn�� sloupcov�y vektor vlastn��m vektorem a dal�s�� sloupcov�y
vektor �re�s�� nehomogenn�� soustavu s tou�z matic�� lev�ych stran a vektorem prav�ych
stran obsa�zen�ym v p�redchoz��m sloupci. Tedy se pt�ame, kolik vhodn�ych �re�sen�� sou-
stav existuje. Podprostor vlastn��ch vektor�u je jednodimenzion�aln��, tedy existuj�� 4
nenulov�e vlastn�� vektory, druh�y i t�ret�� sloupcov�y vektor potom m�u�zeme vybrat p�eti
zp�usoby (�re�s��me nehomogenn�� soustavu, tedy se mezi �re�sen��mi nulov�y, respektive
line�arn�e z�avisl�y vektor nevyskytne). To znamen�a, �ze existuje pr�av�e 4 � 5 � 5 = 100
r�uzn�ych matic P1. �

12.3. Uva�zujme matice A =

0@�1 3 2
�1 1 1
�2 3 3

1A a B =

0@ 4 3 1
�3 �2 �1
0 0 1

1A nad t�elesem

racion�aln��ch �c��sel.

(a) Existuje-li, najd�ete Jordan�uv kanonick�y tvar matic A a B
(b) rozhodn�ete, zda jsou si matice A a B podobn�e.
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(a) U obou matic snadno zjist��me, �ze

det(A� �I3) = det(B� �I3) = ��3 + 3�2 � 3�+ 1 = (1� �)3:

Ob�e tedy maj�� vlastn�� �c��slo 1 n�asobnosti 3, proto mus�� b�yt podle D�usledku 9.61
podobn�e jedn�e z n�asleduj��c��ch matic v Jordanov�e norm�aln��m tvaru:

J1 =

0@1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A ; J2 =

0@1 1 0
0 1 0
0 0 1

1A ; J3 =

0@1 1 0
0 1 1
0 0 1

1A :

To znamen�a, �ze existuj�� regul�arn�� matice PA a PB a indexy iA a iB , pro n�e�z
JiA = P�1

A APA a JiB = P�1
B BPB . D�ale si v�simn�eme, �ze pro ka�zd�e � plat��

P�1
A (A� �E)PA = P�1

A APA � �P�1
A EPA = JiA � �E:

Zvol��me-li za � vlastn�� �c��slo 1, vid��me, �ze matice A � 1E a JiA � 1E se li�s�� jen
vyn�asoben��m zprava a zleva regul�arn�� matic��, proto mus�� m��t stejnou hodnost.

P�ritom snadno nahl�edneme, �ze rank(J1 � I3) = rank(

0@0 0 0
0 0 0
0 0 0

1A) = 0, rank(J2 �

I3) = rank(

0@0 1 0
0 0 0
0 0 0

1A) = 1 a rank(J3 � I3) = rank(

0@0 1 0
0 0 1
0 0 0

1A) = 2, tedy zb�yv�a

spo�c��tat rank(A� I3) = 2 a rank(B�E) = 1. Matice A nutn�e podobn�a Jordanov�e
matici J3 a matice B je podobn�a Jordanov�e matici J2.

(b) Matice J2 a J3 z�rejm�e nejsou podobn�e, proto nejsou podobn�e ani matice A
a B. �

23.4.

12.4. M�ejme line�arn�� oper�ator ' na C3 s matic�� [']K3

K3
=

0@2 �2 �1
1 3 1
1 2 4

1A vzhledem

ke kanonick�e b�azi K3.

(a) Najd�ete b�azi B, v�u�ci n���z bude m��t ' Jordanovu matici,
(b) spo�c��tejte ['45]BB pro b�azi B z (a),

(c) polo�z��me-li A = 1
3 [']

K3

K3
, spo�c��tejte mocninu A45.

(a) Nejprve spo�c��t�ame charakteristick�y polynom line�arn��ho oper�atoru ', j��m�z je
(3� �3). De�nujme-li f = '� 3Id. Ur�c��me d�ale j�adro

Ker('� 3Id) = Ker([']K3
� 3I3) =

0@�1 �2 �1
1 0 1
1 2 1

1A = h
0@ 1

0
�1

1Ai
Zvol��me si nap�r��klad vlastn�� vektor v1 =

0@�20
2

1A a d�ale po�c��t�ame obvykl�ym zp�usobem

Jordan�uv �ret��zek0@�1 �2 �1 ?? �2
1 0 1

?? 0
�1 �2 �1 ?? 2

1A) v2 =

0@�11
1

1A ;

0@�1 �2 �1 ?? �1
1 0 1

?? 1
�1 �2 �1 ?? 1

1A) v3 =

0@1
0
0

1A :
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Na�sli jsme b�azi B = (

0@�20
2

1A ;

0@�11
1

1A ;

0@1
0
0

1A), pro n���z [']B =

0@3 1 0
0 3 1
0 0 3

1A.

(b) Jordanova v�eta n�am m�u�ze pomoct p�ri po�c��t�an�� mocnin matic. Nejd�r��ve
p�ripome�nme, �ze mocninu libovoln�e Jordanovy bu�nky dostaneme jako

Jki =

0BBBBB@
�i 1 0 : : : 0
0 �i 1 : : : 0
...

...
. . .

. . .
...

0 0 : : : �i 1
0 0 : : : 0 �i

1CCCCCA

k

=

0BBBBB@
�ki

�
k
1

�
�k�1i

�
k
2

�
�k�2i : : :

�
k

n�1
�
�k�n+1i

0 �ki
�
k
1

�
�k�1i : : :

�
k

n�2
�
�k�n+2i

...
...

. . .
. . .

...

0 0 : : : �ki
�
k
1

�
�k�1i

0 0 : : : 0 �ki

1CCCCCA ;

kde de�nitoricky polo�z��me
�
k
r

�
�k�ri = 0 pro r > k. To pou�zijeme na matici

['45]BB = ([']BB)
45 =

0@3 1 0
0 3 1
0 0 3

1A45

=

0@345 45 � 344 990 � 343
0 345 45 � 344
0 0 345

1A :

(c) V (a) jsme fakticky spo�c��tali regul�arn�� matici P = [Id]BK3
, tak, �ze plat�� 3A =

PJP�1, kde J je Jordan�uv kanonick�y tvar matice [']K3

K3
. Proto

Ak = P
1

3
JP�1P

1

3
JP�1 : : :P

1

3
JP�1 = P

1

3k
JkP�1:

Popsan�ym postupem tedy najdeme mocninu A45:

A45 =
1

345

0@�2 �1 1
0 1 0
2 1 0

1A0@345 45 � 344 990 � 343
0 345 45 � 344
0 0 345

1A0@�2 �1 1
0 1 0
2 1 0

1A�1

=

=

0@�2 �1 1
0 1 0
2 1 0

1A0@1 15 110
0 1 15
0 0 1

1A0@0 � 1
2

1
2

0 1 0
1 0 1

1A =

0@�234 �30 �235
15 1 15
235 30 236

1A :

�

12.5. M�ejme komplexn�� matice G =

0@ 1 1 2
1 �2 1
�1 �2 �2

1A, H =

0@�2 3 2
�1 0 1
�2 3 2

1A.

(a) Najd�ete Jordan�uv kanonick�y tvar matic G a H,
(b) spo�c��tejte G50,
(c) existuje-li, najd�ete p�rirozen�e n, pro kter�e Hn = 0.

(a) Op�et nejprve spo�c��t�ame charakteristick�e polynomy det(G��E) = �(�+1)3 a
det(H��E) = ��3, tedy �(G) = f�1;�1;�1g a �(H) = f0; 0; 0g. Nyn�� stejn�e jako
v 12.3 vyu�zijeme pozorov�an��, �ze pro dv�e podobn�e matice h(A� �E) = h(B� �E)
A a B plat��, �ze h(A� �E) = h(B� �E) pro ka�zd�a skal�ar �, speci�aln�e pro vlastn��
�c��sla. Proto�ze h(G+E) = 2 a h(H) = 2, dost�av�ame

G �
0@�1 1 0

0 �1 1
0 0 �1

1A ; H �
0@0 1 0
0 0 1
0 0 0

1A :

(b) Zn�ame-li Jordan�uv norm�aln�� tvar J matice G a spo�c��t�ame-li regul�arn�� matici
P, pro kterou G = PJP�1 G50 = PJ50P�1, zbude n�am proto ur�cit J50.
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Matici P spo�c��t�ame obvykl�ym zp�usobem. Nejd�r��ve hled�ame vlastn�� vektor v1,
tj. vy�re�s��me homogenn�� soustavu rovnic s matic�� G+E a pot�e �re�s��me nehomogenn��
soustavy rovnic (G+E)vT2 = vT1 a (G+E)vT3 = vT2 (A+E)v3=v2, tedy postupn�e
hled�ame �re�sen�� soustav s maticemi:0@ 2 1 2

?? 0
1 �1 1

?? 0
�1 �2 �1 ?? 0

1A ;

0@ 2 1 2
?? 1

1 �1 1
?? 0

�1 �2 �1 ?? �1

1A ;

0@ 2 1 2
?? 1

3
1 �1 1

?? 1
3

�1 �2 �1 ?? 0

1A :

Spo�c��tali jsme, �ze nap�r��klad v1 = (1; 0;�1), v2 = 1
3 (1; 1; 0) a v3 =

1
9 (2;�1; 0). Tyto

vektory sep���seme do matice p�rechodu P =

0@ 1 1
3

2
9

0 1
3

�1
9

�1 0 0

1A od b�azi (v1;v2;v3) ke

kanonick�e b�azi a obvykl�ym zp�usobem ur�c��me inverzn�� maticiP�1 =

0@0 0 �1
1 2 1
3 �3 3

1A.

D�ale ur�c��me podobn�e jako v 11.10(c) hodnotu J50 =

0@(�1)50 ��501 � �
50
2

�
0 (�1)50 ��501 �
0 0 (�1)50

1A.

Kone�cn�e zb�yv�a dopo�c��tat G50 = PJ50P�1 =

=

0@ 1 1
3

2
9

0 1
3

�1
9

�1 0 0

1A0@1 �50 1225
0 1 �50
0 0 1

1A0@0 0 �1
1 2 1
3 �3 3

1A =

0@ 3576 �3725 3575
�50 51 �50
�3625 3775 3624

1A :

(c) Uva�zujeme stejn�e jako v (b), tedy uv�edom��me si, �ze existuje regul�arn�� matice

Q, pro kterou Hn = Q

0@0 1 0
0 0 1
0 0 0

1An

Q�1 sta�c�� nahl�ednout, �ze

0@0 1 0
0 0 1
0 0 0

1A2

6= 0 a

0@0 1 0
0 0 1
0 0 0

1A3

= 0, tedy hledan�e minim�aln�� n = 3. �

12.6. M�ejme re�aln�e maticeA1 =

0BB@
1 0 0 0
1 1 0 0
2 0 1 0
4 2 �1 1

1CCA aA2 =

0BB@
1 0 0 0
1 1 0 0
2 0 1 0
4 2 1 1

1CCA. Najd�ete

jejich Jordan�uv kanonick�y tvar a rozhodn�ete, zda jsou si podobn�e.

Okam�zit�e ze zad�an�� vid��me, �ze maj�� ob�e matice jedin�e vlastn�� �c��slo 1 algebraick�e
n�asobnosti 4 a snadno spo�c��t�ame, �ze je jeho geometrick�a n�asobnost 2. Proto maj��
ob�e matice jednu z n�asleduj��c��ch Jordanov�ych matic

J1 =

0BB@
1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1CCA ; J2 =

0BB@
1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

1CCA :

To znamen�a, �ze existuj�� regul�arn�� matice P1 a P2 a indexy i1 a i2, pro n�e�z Ji1 =
P�1
1 A1P1 a Ji2 = P�1

2 A2P2. V�simn�eme si, �ze plat��

(J2 � I4)
2 = 0; zat��mco (J1 � I4)

2 6= 0:
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Proto�ze (Jij � I4)2 = P�1
j (Aj� I4)2Pj , sta�c�� tedy rozhodnout, zda (Aj� I4)2 = 0:

(A1 � I4)
2 =

0BB@
0 0 0 0
1 0 0 0
2 0 0 0
4 2 �1 0

1CCA
2

=

0BB@
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1CCA ;

(A1 � I4)
2 =

0BB@
0 0 0 0
1 0 0 0
2 0 0 0
4 2 1 0

1CCA
2

=

0BB@
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
4 0 0 0

1CCA :

Zjistil jsme, �ze je matice A1 m�a Jordan�uv kanonick�y tvar J2 a matice A2 m�a
Jordan�uv kanonick�y tvar J1, co�z znamen�a, �ze matice A1 a A2 nejsou podobn�e. �

13. Unit�arn�� diagonalizovatelnost

13.1. Najd�ete re�alnou ortogon�aln�� matici U, pro n���z je nad R

(a) matice UT

��1 3
3 7

�
U diagon�aln��,

(b) matice UT

0@5 2 2
2 5 2
2 2 5

1AU diagon�aln��.

Nejprve si uv�edomme, �ze ob�e matice jsou symetrick�e, tedy norm�aln��, a proto
unit�arn�e diagonalizovateln�a.

(a) Snadno si v�simneme (nebo obvykl�ym zp�usobem spo�c��t�ame), �ze �2 je vlastn��
�c��slo algebraick�e i geometrick�e n�asobnosti 1 a jemu p�r��slu�sn�y normalizovan�y vlastn��
vektor je bud' 1p

10
(3;�1)T nebo 1p

10
(�3; 1)T . Zvolme nap�r��klad u1 =

1p
10
(3;�1)T .

Proto�ze je matice unit�arn�e diagonalizovateln�a, nezb�yv�a ne�z, aby ka�zd�y vektor kolm�y
na 1p

10
(3;�1)T byl tak�e vlastn��m vektorem, zvolme tedy normalizovan�y vektor

u2 = 1p
10
(1; 3)T . V�simneme si, �ze z podm��nky

��1 3
3 7

��
1
3

�
=

�
8
24

�
snadno

ur�c��me druh�e vlastn�� �c��slo 8. B�aze B je nyn�� ortonorm�aln�� a skl�ad�a se s vlastn��ch

vektor�u, proto polo�z��me-li U = [Id]BK3
= 1p

10

��3 1
1 3

�
, je tato matice p�rechodu

ortogon�aln�� a UTAU = 1p
10

��3 1
1 3

���1 3
3 7

�
1p
10

��3 1
1 3

�
=

��2 0
0 8

�
:

(b) Ur�c��me vlastn�� �c��sla a jim p�r��slu�sn�e vlastn�� vektory. Jedno vlastn�� �c��slo je

z�rejm�e � = 3 a vy�re�s��me homogenn�� soustavu rovnic s matic��A�3�E =

0@2 2 2
2 2 2
2 2 2

1A
a dostaneme vlastn�� vektory v1 2 h(�1; 1; 0)T ; (�1; 0; 1)T i n f0g, a proto�ze dal�s��
vlastn�� vektor mus�� b�yt kolm�y na vektory p�r��slu�sn�e vlastn��mu �c��slu 3, tj. le�z�� v pod-
prostoru h(�1; 1; 0)T ; (�1; 0; 1)T i? = h(1; 1; 1)T i, je j��m nap�r��klad vektor (1; 1; 1)T .
Nyn�� spo�c��t�ame A(1; 1; 1)T = (9; 9; 9)T , odkud dost�av�ame vlastn��mu �c��slo � = 9.

Nyn�� najdeme ortonorm�aln�� b�aze obou podprostor�u vlastn��ch vektor�u. Pro vlastn��

�c��slo 9 sta�c�� normalizovat, abychom dostali vektor 1p
3

0@1
1
1

1A a pro � = 3 najdeme
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ortonorm�aln�� b�azi ( 1p
2

0@�11
0

1A ; 1p
6

0@�1�1
2

1A) podprostoru h
0@�11

0

1A ;

0@�10
1

1Ai nap�r��klad
Gramovou-Schmidtovou ortogonalizac��. Nyn�� polo�zme

B = (
1p
3

0@1
1
1

1A ;
1p
2

0@�11
0

1A ;
1p
6

0@�1�1
2

1A):

Proto�ze je B ortonorm�aln�� b�aze, je z�rejm�e matice p�rechodu U = [Id]BK3
ortogon�aln��

a UTAU =

0B@
1p
3

1p
3

1p
3�1p

2
1p
2

0
�1p
6

�1p
6

2p
6

1CA
0@5 2 2
2 5 2
2 2 5

1A
0B@

1p
3

�1p
2

�1p
6

1p
3

1p
2

�1p
6

1p
3

0 2p
6

1CA =

0@9 0 0
0 3 0
0 0 3

1A. �

30.4.

13.2. Najd�ete ortonorm�aln�� b�azi B re�aln�eho vektorov�eho prostoru R3, aby byla
matice [f ]BB diagon�aln��, jestli�ze

(a) [f ]K3

K3
=

0@5 2 2
2 5 2
2 2 5

1A,

(b) [f ]K3

K3
=

0@2 1 2
1 2 2
2 2 5

1A.

(a) Sta�c�� n�am vz��t ortonorm�aln�� b�azi B z 13.1, o n���z v��me, �ze

[f ]BB = ([Id]BK3
)�1[f ]K3

[Id]BK3
= UTAU =

0@4 0 0
0 1 0
0 0 1

1A ;

tedy B = ( 1p
3

0@1
1
1

1A ; 1p
2

0@�11
0

1A ; 1p
6

0@�1�1
2

1A) je hledan�a ortonorm�aln�� b�aze.

(b) Postupujeme stejn�e jako v �uloze (a). Nejprve standardn��m zp�usobem na-

jdeme vlastn�� �c��sla matice [f ]K3

K3
, jimi�z jsou 1 (algebraick�e n�asobnosti 2) a 7 (alge-

braick�e n�asobnosti 1) Pro vlastn�� �c��slo 1 najdeme podprostor vlastn��ch vektor�u V1 =
h(1;�1; 0)T ; (2; 0;�1)T i a pro vlastn�� �c��slo 7 tvo�r�� podprostor vlastn��ch vektor�u V7 =
h(1; 1; 2)T i. Zb�yv�a n�am nap�r��klad pomoc�� Grammovy-Schmidtovy ortogonalizace
naj��t ortonorm�aln�� b�azi V1 (tedy nap�r��klad ( 1p

2
(1;�1; 0)T ; 1p

3
(1; 1;�1))T a nor-

malizovat vektor (1; 1; 2)T . Nyn�� je B = ( 1p
2
(1;�1; 0)T ; 1p

3
(1; 1;�1)T ; 1p

6
(1; 1; 2))T

takovou ortonorm�aln�� b�az�� R3, �ze [f ]BB =

0@1 0 0
0 1 0
0 0 7

1A. �

13.3. Jestli�ze A =

0@ 1 1� i �1
1 + i 2 �1� i

�1 �1 + i 1

1A, najd�ete komplexn�� unit�arn�� matici

U, pro n���z je U
T
AU diagon�aln��.
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Snadno spo�c��t�ame, �ze A
T

= A, a proto je komplexn�� matice A norm�aln��,
tedy unit�arn�e diagonalizovateln�a. Chceme-li naj��t ortonorm�aln�� b�azi C3 slo�zenou
z vlastn��ch vektor�u, sta�c�� n�am naj��t ortonorm�aln�� b�aze podprostor�u �re�sen�� homo-
genn�� soustavy rovnic s matic�� A� �E pro jednotliv�a vlastn�� �c��sla �.

Charakteristick�y polynom matice A je ��3+4�2, proto jsou vlastn�� �c��sla matice
A pr�av�e 0 a 4. Snadno najdeme ortonorm�aln�� b�azi mno�ziny v�sech �re�sen�� soustavy
s matic�� A� 4E =

=

0@ 1 1� i �1
1 + i 2 �1� i

�1 �1 + i 1

1A�
0@4 0 0
0 4 0
0 0 4

1A =

0@ �3 1� i �1
1 + i �2 �1� i

�1 �1 + i �3

1A :

Podprostor v�sech �re�sen�� je jednodimenzion�aln��, jeho b�azi tvo�r�� nap�r��klad vektor
(1; 1 + i;�1)T . Proto�ze je norma k(1; 1 + i;�1)T k = 2, je vektor 1

2 (1; 1 + i;�1)T
hledan�ym normalizovan�ym vektorem. D�ale snadno zjist��me, �ze nap�r��klad vektory0@�1 + i

1
0

1A,

0@1
0
1

1A tvo�r�� b�azi dvoudimenzion�aln��ho podprostoru v�sech �re�sen�� soustavy

s matic�� A. Zb�yv�a tyto vektory ortogonalizovat a normalizovat. To m�u�zeme prov�est
nap�r��klad Gramovou-Schmidtovou ortogonalizac��, tak dostaneme ortonorm�aln�� b�azi

1p
2

0@1
0
1

1A, 1
2
p
2

0@�1 + i

2
1� i

1A. Zjistili jsme, �ze

0@4 0 0
0 0 0
0 0 0

1A =

=

0B@
1
2

1
2 � i

2 � 1
2

1p
2

0 1p
2�1�i

2
p
2

1p
2

1�i
2
p
2

1CA
0@ 1 1� i �1
1 + i 2 �1� i

�1 �1 + i 1

1A
0B@

1
2

1p
2

�1+i
2
p
2

1
2 +

i
2 0 1p

2

� 1
2

1p
2

1�i
2
p
2

1CA :

�

13.4. Napi�ste line�arn�� oper�ator f na re�aln�em vektorov�em prostoru Rn se stan-
dardn��m skal�arn��m sou�cinem jako line�arn�� kombinaci projekc�� na p�r��mku, jestli�ze

(a) n = 2 a f

�
x

y

�
=

�
3y � x

3x+ 7y

�
,

(b) n = 3 a f

0@xy
z

1A =

0@5x+ 2y + 2z
2x+ 5y + 2z
2x+ 2y + 5z

1A.

Nejprve p�ripome�nme obecn�e pozorov�an�� pro line�arn�� oper�ator f na re�aln�eho vek-
torov�eho prostoru se standardn��m skal�arn��m sou�cinem: Je-li B = (bi) ortonorm�aln��
b�aze slo�zen�a z vlastn��ch vektor�u line�arn��ho oper�atoru f , potom

[f ]BB =

0BB@
�1 0 : : : 0
0 �2 : : : 0
� � : : : �
0 0 : : : �n

1CCA =

nX
i=1

�i

0BB@
�1i 0 : : : 0
0 �2i : : : 0
� � : : : �
0 0 : : : �ni

1CCA =

nX
i=1

[�ifi]
B
B ;

kde fi je pr�av�e ortogon�aln�� projekce na p�r��mku hbii. To znamen�a, �ze f =
Pn

i=1 �ifi.
Pot�rebujeme tedy pouze naj��t vlastn�� �c��sla a ortonorm�aln�� b�azi slo�zenou z vlastn��ch

vektor�u. Snadno nahl�edneme, �ze (a) [f ]K2

K2
=

��1 3
3 7

�
a (b) [f ]K3

K3
=

0@5 2 2
2 5 2
2 2 5

1A.
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�Udaje, kter�e pot�rebujeme k vy�re�sen�� �ulohy jsme spo�c��tali u�z v p�r��kladu 13.1, nyn��
jich tedy vyu�zijeme:

(a) Ortonorm�aln�� b�azi B slo�zenou z vlastn��ch vektor�u line�arn��ho oper�atoru f

tvo�r�� posloupnost B = (

 �3p
10
1p
10

!
;

 
1p
10
3p
10

!
) a skl�ad�a se s vlastn��ch vektor�u. Proto je

line�arn�� oper�ator f1 pr�av�e ortogon�aln�� projekc�� na p�r��mku h
��3

1

�
i, line�arn�� oper�ator

f2 je ortogon�aln�� projekc�� na p�r��mku h
�
1
3

�
i a f = �2f1 + 8f2. P�ripome�nme, �ze

zn�ame-li matici p�rechodu U = [Id]BK3
= 1p

10

��3 1
1 3

�
, je snadn�e spo�c��tat matice

obou ortonorm�aln��ch projekc�� vzhledem ke kanonick�ym b�az��m:

[f1]
K2

K2
= U

�
1 0
0 0

�
UT =

 �3p
10

1p
10

1p
10

3p
10

!�
1 0
0 0

� �3p
10

1p
10

1p
10

3p
10

!
=

�
9
10

�3
10�3

10
1
10

�
;

[f2]
K2

K2
= U

�
1 0
0 0

�
UT =

 �3p
10

1p
10

1p
10

3p
10

!�
0 0
0 1

� �3p
10

1p
10

1p
10

3p
10

!
=

�
1
10

3
10

3
10

9
10

�
;

dost�av�ame tak tak�e maticov�y rozklad��1 3
3 7

�
= �2 �

�
9
10

�3
10�3

10
1
10

�
+ 8 �

�
1
10

3
10

3
10

9
10

�
:

(b) Tentokr�at m�ame spo�c��t�anu ortonorm�aln�� b�azi slo�zenou z vlastn��ch vektor�u

B = (u1;u2;u3) = (

0B@
1p
3
1p
3
1p
3

1CA ;

0@�1p
2
1p
2

0

1A ;

0B@
�1p
6�1p
6
2p
6

1CA): To znamen�a, �ze m�ame ortogon�aln��

projekce fi na p�r��mky huii. Nav��c plat�� rovnost f = 9f1 + 3f2 + 3f3 a op�et tedy
m�u�zeme spo�c��tat matice ortogon�aln��ch projekc�� vzhledem ke kanonick�ym b�az��m
jako [fi]

K2

K2
= ui �uTi :

[f1]
K3

K3
=

0B@
1p
3
1p
3
1p
3

1CA� 1p
3

1p
3

1p
3

�
=

0@ 1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1A ;

[f2]
K3

K3
=

0@�1p
2
1p
2

0

1A��1p
2

1p
2

0
�
=

0@ 1
2

�1
2 0

�1
2

1
2 0

0 0 0

1A ;

[f3]
K3

K3
=

0B@
�1p
6�1p
6
2p
6

1CA��1p6 �1p
6

2p
6

�
=

0@ 1
6

1
6

�1
3

1
6

1
6

�1
3�1

3
�1
3

2
3

1A :

�

13.5. Najd�ete singul�arn�� rozklad re�aln�e matice A =

0@1 1 0 1
2 0 1 1
1 �1 1 0

1A.
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Nejprve spo�c��t�ameA
T
A =

0BB@
6 0 3 3
0 2 �1 1
3 �1 2 1
3 1 1 2

1CCA a standardn�� cestou ur�c��me vlastn��

�c��sla matice �(A
T
A): f0; 3; 9g. Singul�arn�� hodnoty matice A jsou

p
3; 3. Obvyklou

cestou najdeme normalizovan�e vlastn�� vektory p�r��slu�sn�e vlastn��m �c��sl�um 3 a 9:

v3 = (0;
2p
6
;� 1p

6
;
1p
6
)T ;v9 = (

2p
6
; 0;

1p
6
;
1p
6
)T :

D8le spo�c��t�ame, �ze tuto dvojici m�u�zeme doplnit dvojic�� vektor�u (� 1p
6
; 1p

6
; 2p

6
; 0)T ,

( 1p
6
; 1p

6
; 0;� 2p

6
)T vlastn��ch vzhledem k vlastn��mu �c��slu 0 na ortonorm�aln�� b�azi

cel�eho prostoru R4.
Nyn�� spo�c��t�ame u3 =

1p
3
Av3 = ( 1p

2
; 0;� 1p

2
)T a u9 =

1
3Av9 = ( 1p

6
; 2p

6
; 1p

6
)T .

Vektor ( 1p
3
;� 1p

3
; 1p

3
)T dopl�nuje dvojici u3;u9 na ortonorm�aln�� b�azi R3. Nyn�� u�z

m�u�zeme napsat singul�arn�� rozklad matice A =

0@1 1 0 1
2 0 1 1
1 �1 1 0

1A =

=

0B@
1p
2

1p
6

1p
3

0 2p
6

� 1p
3

� 1p
2

1p
6

1p
3

1CA
0@p3 0 0 0

0 3 0 0
0 0 0 0

1A
0BBB@

0 2p
6

� 1p
6

1p
6

2p
6

0 1p
6

1p
6

� 1p
6

1p
6

2p
6

0
1p
6

1p
6

0 � 2p
6

1CCCA :

�

7.5.

14. Biline�arn�� a kvadratick�e formy

14.1. Bud'A n�ejak�a �ctvercov�a matice stupn�e n nad t�elesem T a de�nujme zobrazen��
f : Tn � Tn ! T p�redpisem f(u;v) = u �A � vT a d�ale pro ka�zd�e u 2 Tn dvojici
zobrazen�� fu;u f : Tn ! T podm��nkou fu(v) = f(v;u) a uf(v) = f(u;v). Doka�zte,
�ze fu a uf jsou pro ka�zd�e u 2 Tn line�arn�� formy.

Ob�e zobrazen�� fu i uf zobrazuj�� vektorov�y prostor nad t�elesem T do t�elesa T ,
tedy sta�c�� ov�e�rit linearitu. Vyu�zijeme k tomu vlastnosti s�c��t�an�� a n�asoben�� matic
a dostaneme pro ka�zd�e u;v;v1;v2 2 Tn a ka�zd�e t 2 T , �ze fu(v1 + v2) = (v1 +
v2)Au = v1Au+v2Au = fu(v1)+ fu(v2) a fu(tv) = tvAu = tfu(v). Symetricky
i uf(v1 + v2) = uA(v1 + v2) =u f(v1) +u f(v2) a uf(tv) = tuAv = tuf(v). �

Poznamenejme, �ze zobrazen��, kter�e jsme zavedli v 14.1 je biline�arn�� forma.

14.2. Uva�zujme zobrazen�� f : Z25�Z25 ! Z5 dan�e p�redpisem (analytick�ym vyj�ad�ren��m)

f(

�
x1
x2

�
;

�
y1
y2

�
) = x1y1 + 2x1y2 + 4x2y1 + 3x2y2

(a) Ov�e�rte, �ze je f biline�arn�� forma,
(b) najd�ete matici f vzhledem ke kanonick�e b�azi,

(c) najd�ete matici f vzhledem k b�azi B = (

�
3
3

�
;

�
4
1

�
).
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(a) Sta�c��, abychom si v�simli, �ze f f(

�
x1
x2

�
;

�
y1
y2

�
) = (x1; x2)

�
1 2
4 3

��
y1
y2

�
, a

proto se jedn�a o biline�arn�� formu podle pozorov�an�� p�redchoz��ho p�r��kladu.
(b) Ozna�cme [f ]K2

matici f vzhledem ke kanonick�e b�azi. Postupujeme-li podle
de�nice, tedy uv�a�z��me, �ze obsahuje na i-t�em �r�adku a j-t�em sloupci pr�av�e hodnotu

f(ei; ej) = eiAe
T
j , vid��me, �ze [f ]K2

=

�
1 2
4 3

�
.

(c) Ozna�cme [f ]B matici f vzhledem k b�azi B. Vyu�zijeme de�nice a V�etu 10.6
z p�redn�a�sky, kter�a �r��k�a, �ze

[f ]B = ([Id]BK2
)T �A � [Id]BK2

=

�
3 3
4 1

�
�
�
1 2
4 3

�
�
�
3 4
3 1

�
=

�
0 0
2 3

�
�

14.3. Bud' g biline�arn�� forma na racion�aln��m vektorov�em prostoru Q3 s matic��

[g]B =

0@1 2 0
0 �1 1
1 0 1

1A vzhledem k b�azi B = ((1; 1; 1)T ; (1; 1; 0)T ; (1; 0; 0)T ).

(a) Spo�c��tejte g((1; 1; 0)T ; (1; 1; 1)T ).
(b) spo�c��tejte g((1; 2; 1)T ; (0; 2; 2)T ),
(b) najd�ete matici g vzhledem k b�azi M = ((1; 0; 2)T ; (2;�1; 0)T ; (1; 0; 1)T ).
(a) Proto�ze jsou vektory (1; 1; 0)T , (1; 1; 1)T p�r��mo bazick�e vektory b�aze g, �udaj

ode�ctem p�r��mo z matice g vzhledem k b�azi B, tedy g((1; 1; 0)T ; (1; 1; 1)T ) = 0.
(b) Vyu�zijeme Tvrzen�� 11.9, kter�e �r��k�a, jak zjistit hodnotu biline�arn�� formy z

matice a sou�radnicov�ych vektor�u g(u;v) = [u]TB � A � [v]B . Obvykl�ym zp�usobem
ur�c��me sou�radnice [(1; 2; 1)T ]B = (1; 1;�1)T a [(0; 2; 2)T ]B = (2;�2; 0)T , proto

g(

0@1
2
1

1A ;

0@0
2
2

1A) = (1; 1;�1) �
0@1 2 0
0 �1 1
1 0 1

1A �
0@ 2
�2
0

1A = �2:

(c) Nejprve obvykl�ym zp�usobem standardn�� cestou spo�c��t�ame matici p�rechodu

[Id]MB = ([Id]BK3
)�1 � [Id]MK3

=

0@1 1 1
1 1 0
1 0 0

1A�1

�
0@1 2 1
0 �1 0
2 0 1

1A =

0@ 2 0 1
�2 �1 �1
1 3 1

1A :

Nyn�� zb�yv�a vyu�z��t V�etu 10.6:

[g]M = ([Id]MB )T � [g]B � [Id]MB =

0@2 �2 1
0 �1 3
1 �1 1

1A �
0@1 2 0
0 �1 1
1 0 1

1A �
0@ 2 0 1
�2 �1 �1
1 3 1

1A :

Snadno dopo�c��t�ame, �ze [g]M =

0@�7 �9 �4
6 5 4
�2 �3 �1

1A. �

14.4. Rozhodn�ete, zda je zobrazen�� h2 : R2 ! R dan�e p�redpisem h2(

�
x1
x2

�
) =

x21 + 4x1y2 + 3x22 kvadratick�a forma.
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Snadno nahl�edneme, �ze m�u�zeme dan�e zobrazen�� vyj�ad�rit ve tvaru

h2(

�
x1
x2

�
) = (x1; x2) �

�
1 2
2 3

�
�
�
x1
x2

�
; a proto h2(

�
x1
x2

�
) = h(

�
x1
x2

�
;

�
x1
x2

�
)

pro symetrickou biline�arn�� formu h s matic�� [h]K2
=

�
1 2
2 3

�
. Tedy h2(u) = h(u;u)

je podle de�nice kvadratick�a forma. �

14.5. M�ejme kvadratickou formu f2 na Z
3
5 danou analytick�ym vyj�ad�ren��m

f2((x1; x2; x3)
T ) = 3x21 + x1x2 + 2x22 + 3x2x3 + 4x23

vzhledem ke kanonick�e b�azi.

(a) Najd�ete symetrickou biline�arn�� formu f na Z35, kter�a vytv�a�r�� kvadratickou
formu f2,

(b) ur�cete radik�al f ,
(c) ur�cete hodnost a nulitu f .

(a) Stejn�e jako v p�redchoz�� �uloze p�r��mo�ca�re (tj. ,,rozp�ulen��m"koe�cient�u u �clen�u
xiyj pro i 6= j) ur�c��me matici hledan�e symetrick�e biline�arn�� formy f vzhledem

ke kanonick�e b�azi [f ]K3
=

0@3 3 0
3 2 4
0 4 4

1A. Tuto biline�arn�� formu m�u�zeme popsat i

analyticky (vzhledem ke kanonick�e b�azi):

f((x1; x2; x3)
T ; (y1; y2; y3)

T ) = 3x1y1+3x1y2+3x2y1+2x2y2+4x2y3+4x3y2+4x3y3:

(b) Vzhledem k tomu, �ze radik�alem kvadratick�e formy je prav�y (nebo lev�y) ra-
dik�al symetrick�e biline�arn�� formy f , kter�a vytv�a�r�� kvadratickou formu f2, sta�c�� naj��t
�re�sen�� homogenn�� soustavy rovnic s matic�� [f ]K3

. Proto�ze

[f ]K3
=

0@3 3 0
3 2 4
0 4 4

1A �
0@1 1 0
0 4 4
0 0 0

1A
je radik�al rad(f) = h(1; 4; 1)T i.

(c) Hodnost biline�arn�� formy f je rovna hodnosti matice [f ]K3
, tedy je rovna 2

a nulita je dimenze radik�alu a je tud���z rovna 1. �

14.6. Necht' je f symetrick�a biline�arn�� forma na re�aln�em vektorov�em prostoru R3

s matic�� [f ]K3
=

0@5 2 2
2 5 2
2 2 5

1A vzhledem ke kanonick�e b�azi. Najd�ete b�azi B, kter�a

je ortonorm�aln�� vzhledem ke standardn��mu skal�arn��mu sou�cinu ! a ortogon�aln��
vzhledem k symetrick�e biline�arn�� form�e f .

Sta�c�� n�am vz��t ortonorm�aln�� b�azi B, o n���z v��me, �ze

[f ]B = [Id]TBK3
[f ]K3

[Id]BK3
= UTAU =

0@4 0 0
0 1 0
0 0 1

1A ;

kterou jsme spo�c��tali v 13.1(b), tedy B = ( 1p
3

0@1
1
1

1A ; 1p
2

0@�11
0

1A ; 1p
6

0@�1�1
2

1A). �
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14.7. Najd�ete ortogon�aln�� b�azi symetrick�e biline�arn�� formy g na vektorov�em pro-
storu R3, kter�a je ortonorm�aln�� vzhledem ke standardn��mu skal�arn��mu sou�cinu,

jestli�ze [g]K3
=

0@2 1 2
1 2 2
2 2 5

1A.

Nejprve standardn��m zp�usobem najdeme vlastn�� �c��sla matice [g]K3
, jimi�z jsou 1 a

7. Pro vlastn�� �c��slo 1 najdeme podprostor vlastn��ch vektor�u V1 = h(1;�1; 0)T ; (2; 0;�1)T i
a pro vlastn�� �c��slo 7 tvo�r�� podprostor vlastn��ch vektor�u V7 = h(1; 1; 2)T i. Zb�yv�a n�am
nap�r��klad pomoc�� Grammovy-Schmidtovy ortogonalizace naj��t ortonorm�aln�� b�azi
V1 (tedy nap�r��klad ( 1p

2
(1;�1; 0)T ; 1p

3
(1; 1;�1)T ) a normalizovat vektor (1; 1; 2).

Nyn�� je M = ( 1p
2
(1;�1; 0)T ; 1p

3
(1; 1;�1)T ; 1p

6
(1; 1; 2)T ) ortonorm�aln�� b�az�� R3,

kter�a je z�arove�n ortogon�aln�� vzhledem ke g. Z�av�erem poznamenejme, �ze [g]M =0@1 0 0
0 1 0
0 0 7

1A. �

14.5.

14.8. Bud' h symetrick�a biline�arn�� forma na vektorov�em prostoru Z57 dan�a podm��n-
kou h(ei; ej) = 2 pro v�sechna i; j = 1; : : : ; n Najd�ete n�ejakou b�azi radik�alu a
n�ejakou ortogon�aln�� b�azi h.

Z podm��nky, j���z je zad�ana biline�arn�� forma h, vid��me, �ze matice h vzhledem ke ka-

nonick�e b�az�� sest�av�a ze sam�ych dvojek, tedy [h]K5
=

0BBBB@
2 2 2 2 2
2 2 2 2 2
2 2 2 2 2
2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

1CCCCA. Hled�ame-

li radik�al, sta�c�� jako obvykle vy�re�sit homogenn�� soustavu rovnic s matic�� [h]K5
.

Vid��me, �ze nap�r��klad posloupnost

M = ((6; 1; 0; 0; 0)T ; (6; 0; 1; 0; 0)T ; (6; 0; 0; 1; 0)T ; (6; 0; 0; 0; 1)T )

je b�aze radik�alu h. Vzhledem k tomu, �ze je hodnost dan�e biline�arn�� formy (tj.
hodnost kter�ekoli jej�� matice) rovna jedn�e, sta�c�� n�am v tomto p�r��pad�e pro nalezen��
ortogon�aln�� b�aze naj��t libovoln�y dopln�ek posloupnostiM na b�azi Z57 (v jednodimen-
zion�aln��m dopl�nku toti�z u�z nen�� co d�ale upravovat). Tedy dost�av�ame h-ortogon�aln��
b�azi

N = (

0BBBB@
6
1
0
0
0

1CCCCA ;

0BBBB@
6
0
1
0
0

1CCCCA ;

0BBBB@
6
0
0
1
0

1CCCCA ;

0BBBB@
6
0
0
0
1

1CCCCA ;

0BBBB@
0
0
0
0
1

1CCCCA) pro n���z [h]N =

0BBBB@
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 2

1CCCCA :

�

14.9. (a) Najd�ete matice vzhledem ke kanonick�e b�azi a vzhledem k b�azi B symet-
rick�e biline�arn�� formy fs a antisymetrick�e biline�arn�� formy fa, pro kter�e f = fs+fa,
kde forma f a b�aze B jsou z 14.2.
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(b) Najd�ete matice vzhledem k b�azi B symetrick�e biline�arn�� formy gs a antisy-
metrick�e biline�arn�� formy ga, pro kter�e g = gs + ga, kde forma g a b�aze B jsou z
14.3.

(a) Z p�redn�a�sky v��me, �ze sta�c�� polo�zit fs(u;v) =
1
2 (f(u;v)+f(v;u)) a fa(u;v) =

1
2 (f(u;v)� f(v;u)), abychom dostali jednozna�cn�e ur�cenou symetrickou biline�arn��
formu fs a antisymetrickou biline�arn�� formu fa, pro ne�z f = fs + fa. Ozna�cme
[fs]K3

matici fs a [fa]K3
matici fa vzhledem ke kanonick�e b�azi. D��ky izomor�smu,

kter�y pro pevn�e zvolenou b�azi C p�ri�rad�� biline�arn�� form�e jej�� matici vzhledem k C,
m�u�zeme ot�azku vy�re�sit p�r��mo v maticov�em z�apisu, tj.

[fs]K3
= 2�1 � ([f ]K3

+ [f ]TK3
) = 3 � (

�
1 2
4 3

�
+

�
1 4
2 3

�
) =

�
1 3
3 3

�
;

[fa]K3
= 2�1 � ([f ]K3

� [f ]K3
) = 3 � (

�
1 2
4 3

�
�
�
1 4
2 3

�
) =

�
0 4
1 0

�
:

V�simn�eme si, �ze m��sto druh�eho v�ypo�ctu jsme mohli uv�a�zit, �ze [fa]K3
= [f ]K3

�
[fs]K3

.
P�ri hled�an�� matic [fs]B a [fa]B pracujeme s matic�� [f ]B biline�arn�� formy f vzhle-

dem k b�azi B = ((3; 3); (4; 1)):

[fs]B � ([f ]B + [f ]TB) = 3 � (
�
0 0
2 3

�
+

�
0 2
0 3

�
) =

�
0 1
1 3

�
;

[fa]B = [f ]B � [fs]B =

�
0 0
2 3

�
�
�
0 1
1 3

�
=

�
0 4
1 0

�
:

(b) Op�et ozna�c��me [gs]B matici gs a [ga]B matici ga vzhledem k b�azi B a postu-
pujeme stejn�e jako v p�r��kladu (a):

[gs]B =
1

2
([g]B + [g]TB) =

1

2
(

0@1 2 0
0 �1 1
1 0 1

1A+

0@1 0 1
2 �1 0
0 1 1

1A) =

0@1 1 1
2

1 �1 1
2

1
2

1
2 1

1A ;

[ga]B = [g]B � [gs]B =

0@1 2 0
0 �1 1
1 0 1

1A�
0@1 1 1

2
1 �1 1

2
1
2

1
2 1

1A =

0@ 0 1 � 1
2

�1 0 1
2

1
2 � 1

2 0

1A :

V�simn�eme si, �ze v obou p�r��padech je diagon�ala matice symetrick�e �c�asti rovna di-
agon�ale matice p�uvodn�� formy a �ze diagon�ala matice antisymetrick�e �c�asti je nulov�a,
to znamen�a, �ze sta�c��, abychom po�c��tali hodnoty nad (�ci pod) diagon�alou symetrick�e
matice a hodnoty antisymetrick�e snadno dopo�c��tali. �

14.10. Bud' g biline�arn�� forma dan�a analytick�ym vyj�ad�ren��m

g((x1; x2; x3)
T ; (y1; y2; y3)

T ) = x1y1 + 3x1y2 � x1y3 + x3y1 + 2x2y2 � 2x3y2

vzhledem ke kanonick�e b�azi na racion�aln��m vektorov�em prostoru Q3.

(a) Najd�ete matici g vzhledem ke kanonick�e b�azi,
(b) najd�ete matice symetrick�e gs a antisymetrick�e ga �c�asti g vzhledem ke ka-

nonick�e b�azi,
(c) ur�cete analytick�e vyj�ad�ren�� symetrick�e gs a antisymetrick�e ga �c�asti g vzhle-

dem ke kanonick�e b�azi,
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(a) Sta�c�� si uv�edomit, �ze koe�cient u �clenu xiyj v analytick�em vyj�ad�ren�� vzhledem
ke kanonick�e b�azi je pr�av�e hodnota na i-t�em �r�adku a j-t�em sloupci matice biline�arn��
formy vzhledem ke kanonick�e b�azi, tedy

[g]K3
=

0@1 3 �1
0 2 0
1 �2 0

1A :

(b) Postupujeme jako v 14.9 s vyu�zit��m zn�am�e matice [g]K3
, proto [gs]K3

=

1
2 ([g]K3

+ [g]TK3
) =

0@1 3
2 0

3
2 2 �1
0 �1 0

1A a [ga]K3
= [g]K3

� [gs]K3
=

0@ 0 3
2 �1

� 3
2 0 1
1 �1 0

1A :

(c) U�zijeme �uvahu p�ripomenutou v (a), abychom z matic nalezen�ych v (b) dostali

gs((x1; x2; x3)
T ; (y1; y2; y3)

T ) = x1y1 +
3

2
x1y2 +

3

2
x2y1 + 2x2y2 � x2y3 � x3y2;

ga((x1; x2; x3)
T ; (y1; y2; y3)

T ) =
3

2
x1y2 � 3

2
x2y1 � x1y3 + x3y1 + x2y3 � x3y2:

�

14.11. Bud' B �ctvercov�a matice stupn�e 2 nad t�elesem Z7 a uva�zujme zobrazen��
f : Z27 � Z27 ! Z7 dan�e p�redpisem f(u;v) = u �B � vT . Ur�cete matici B, v��te-li, �ze
f((1; 4); (1; 4)) = f((1; 4); (3; 3)) = 1, f((3; 3); (1; 4)) = 2 a f((3; 3); (3; 3)) = 0.

Z pozorov�an�� p�r��kladu 14.1 v��me, �ze je f biline�arn�� forma. Vezmeme-li b�azi
M = ((1; 4)T ; (3; 3)T ) vektorov�eho prostoru Z27, vid��me, �ze v zad�an�� p�r��kladu m�ame

uvedeny �udaje, kter�e m�u�zeme sepsat do matice [f ]M =

�
1 1
2 0

�
f biline�arn�� formy

f vzhledem k b�aziM . Uv�a�z��me-li, �ze je matice B pr�av�e matic�� f vzhledem ke kano-
nick�e b�azi K2, sta�c�� podobn�e jako v 14.2(b) vyu�z��t vztahu dok�azan�eho na p�redn�a�sce

B = [f ]K3
= [1]TK2M

� [f ]M � [1]K2M :

Obvykl�ym zp�usobem potom spo�c��t�ame

[Id]K2

M = ([Id]MK2
)�1 =

�
1 3
4 3

��1
=

�
2 5
2 3

�
;

a proto

B = ([Id]K2

M )T � [f ]M � [Id]K2

M =

�
2 2
5 3

�
�
�
1 1
2 0

�
�
�
2 5
2 3

�
=

�
2 1
4 0

�
:

�

25.4.

14.12. Necht' g2(x1; x2; x3) = 4x1x2 + 4x1x3 + 3x22 � 6x2x3 + x23 je kvadratick�a
forma.

(a) Najd�ete matici symetrick�e biline�arn�� formy g na R3 vzhledem ke kanonick�e
b�azi, kter�a vytv�a�r�� kvadratickou formu g2,

(b) ur�cete hodnost g a rozhodn�ete, zda je g regul�arn��
(c) najd�ete ortogon�aln�� b�azi symetrick�e biline�arn�� formy g.
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(a) Op�et bezprost�redn�e z p�redpisu ur�c��me matici hledan�e symetrick�e biline�arn��

formy g vzhledem ke kanonick�e b�azi [g]K3
=

0@0 2 2
2 3 �3
2 �3 1

1A. Budeme postupovat

metodou Pozorov�an�� 10.22 z p�redn�a�sky.
(b) Sta�c�� spo�c��tat hodnost matice rank[g]K3

= 3, tedy matice i forma jsou re-
gul�arn��.

(c) Nejprve zvol��me vektor p1, pro kter�y g2(p1) 6= 0. Z matice B vid��me, �ze sice
g2(e1) = 0, ale pro druh�y vektor kanonick�e b�aze je g2(e1) = 3 6= 0. Polo�z��me tedy
nap�r��klad p1 = e2.

Je-li to mo�zn�e, vol��me nyn�� vektor p2 2 hp1i?g , pro kter�y g2(p2) 6= 0, tj.
pot�rebujme nejprve vy�re�sit homogenn�� soustavu rovnic s matic��

p1 �B = (0; 1; 0) �
0@0 2 2
2 3 �3
2 �3 1

1A =
�
2 3 �3�

a pot�e mezi t�emito �re�sen��mi naj��t takov�e, na n�em�z je hodnota g2 nenulov�a. P�ripome�nme,
�ze prvn�� ot�azku um��me zodpov�ed�et v�zdy a kdyby pot�e neexistoval vektor s nenu-
lovou hodnotou g2, mohli bychom u�z zbyl�e vektory ortogon�aln�� b�aze volit mezi na-
lezen�ymi �re�sen��mi libovoln�e. V na�sem p�r��pad�e vid��me, �ze nap�r��klad p2 = (0; 1; 1)T

�re�s�� rovnici a g2(p2) = pT2Bp2 = �2 6= 0.
Kone�cn�e tentokr�at vol��me vektor p3 2 hp1;p2i?g , tedy �re�s��me soustavu rovnic s

matic��

�
p1
p2

�
�B =

�
0 1 0
0 1 1

�
�
0@0 2 2
2 3 �3
2 �3 1

1A =

�
2 3 �3
4 0 �2

�

Snadno ur�c��me posledn�� bazick�y vektor p3 = (3; 4; 6) a pro n�ej dopo�c��t�ame g2(p3) =
pT3Bp3 = 60. Na�sli jsme ortogon�aln�� b�azi P = ((0; 2; 0)T ; (0; 1; 1)T ; (3; 4; 6)T ) v�u�ci

n���z m�a biline�arn�� forma g matici [g]P =

0@3 0 0
0 �2 0
0 0 60

1A. �

14.13. Najd�ete n�ejakou ortogon�aln�� b�azi symetrick�e biline�arn�� formy f z 14.5 na
vektorov�em prostoru Z35.

Postupujme stejn�e jako v �uloze 14.12. V 14.5 jsme na�sli b�azi ((1; 4; 1)T ) radik�alu
f . Vektor (1; 4; 1)T m�u�zeme doplnit na b�azi Z35 nap�r��klad vektory e1 a e2 kanonick�e

b�aze. Snadno ur�c��me matici eA =

�
3 3
3 2

�
biline�arn�� formy ef , kter�a je restrikc��

f na podprostor U = he1; e2i, vzhledem k b�azi N = (e1; e2). D�ale po�c��t�ame v

sou�radnic��ch vzhledem k N . Nejprve tedy p�r��mo vid��me, �ze ef2(e1) = 3 6= 0 a pot�e
vy�re�s��me homogenn�� soustavu rovnic s matic��

[e1]
T
N �A = (1; 0) �

�
3 3
3 2

�
=
�
3 3

�
:
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Vid��me, �ze soustavu �re�s�� [p2]B = (4; 1)T , tedy p2 = (4; 1; 0)T a ef2(p2) = (4; 1) �A �
(4; 1)T = 4. Na�sli jsme ortogon�aln�� b�azi ((1; 4; 1)T ; (1; 0; 0)T ; (4; 1; 0)T ) formy f s

matic�� v�u�ci t�eto b�azi

0@0 0 0
0 3 0
0 0 4

1A. �

14.14. Najd�ete n�ejakou ortogon�aln�� b�azi symetrick�e biline�arn�� formy g na vekto-

rov�em prostoru R2 dan�e p�redpisem g(

�
x1
x2

�
;

�
y1
y2

�
) = x1y1�3x1y2�3x2y1+2x2y2.

Nejprve obvykl�ym zp�usobem ur�c��me matici symetrick�e biline�arn�� formy g vzhle-

dem ke kanonick�e b�azi [g]K2
=

�
1 �3
�3 2

�
. Matici [g]K2

budeme tentokr�at upravo-

vat posloupnost�� symetrick�ych element�arn��ch �uprav, tedy v ka�zd�em kroku prov�ad��me
v�zdy stejnou �r�adkovou a sloupcovou �upravu tak, abychom nakonec dostali dia-
gon�aln�� matici. �R�adkov�e �upravy budeme zachycovat obvykl�ym zp�usobem (jako p�ri
hled�an�� inverzn�� matice) do matice.�

1 �3 ?? 1 0
�3 2

?? 0 1

�
�s
�
1 0

?? 1 0
0 �7 ?? 3 1

�
:

Budeme-li vzniklou diagon�aln�� matici ch�apat jako matici biline�arn�� formy f

vzhledem k n�ejak�e nov�e b�azi M , vid��me, �ze vpravo dost�av�ame matici transpono-

vanou k matici p�rechodu od b�aze M ke kanonick�e b�aze k , tedy [Id]MK2
=

�
1 3
0 1

�
.

Nyn�� snadno ur�c��me b�azi M = (

�
1
0

�
;

�
3
1

�
), pro ni�z [g]P =

�
1 0
0 �7

�
, tedy M je

f -ortogon�aln�� b�aze. �

21.5.

14.15. Najd�ete n�ejakou ortogon�aln�� b�azi symetrick�e biline�arn�� formy f a matici f
vzhledem k ortogon�aln�� b�azi, je-li

(a) f biline�arn�� forma na vektorov�em prostoru Q2 s matic�� [f ]K2
=

�
0 1
1 0

�
vzhledem ke kanonick�e b�azi,

(b) f biline�arn�� forma na vektorov�em prostoru Z25 s analytick�ym vyj�ad�ren��m

f(

�
x1
x2

�
;

�
y1
y2

�
) = 2x1y2 + 2x2y1 + x2y2 vzhledem ke kanonick�e b�azi,

(c) f biline�arn�� forma na vektorov�em prostoru Z25 s matic�� [f ]B =

�
0 1
1 3

�
vzhledem k b�azi B = ((1; 2); (2; 3)),

(d) f biline�arn�� forma na vektorov�em prostoru R3 s analytick�ym vyj�ad�ren��m
f((x1; x2; x3)

T ; (y1; y2; y3)
T ) = x1y2 + x2y1 � x2y3 � x3y2 vzhledem ke ka-

nonick�e b�azi,

(e) f biline�arn�� forma na vektorov�em prostoru Z37 s matic�� [f ]B =

0@1 6 0
6 3 2
0 2 2

1A
vzhledem k b�azi B = ((1; 0; 2)T ; (1; 0; 1)T ; (0; 3; 1)T ).
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Postupujeme stejn�e jako v P�r��kladu 14.14.

(a) Pracujeme-li s matic��

�
0 1
1 0

�
, zjevn�e n�am p�ri hled�an�� ortogon�aln�� b�aze ne-

pom�u�ze p�rehozen�� dvou �r�adk�u, jak jsme na to byli zvykl�� u Gaussovy eliminace,
proto�ze n�aslednou v�ym�enou dvou sloupc�u, vynucenou symetrick�ymi �upravami, dost�av�ame
p�uvodn�� matici. M��sto toho p�ri�cteme druh�y �r�adek k prvn��mu a pot�e druh�y sloupec
k prvn��mu (uv�edomme si, �ze tento postup v maticov�em z�apisu odpov��d�a �uvaze V�ety
12.23) a n�asledn�e u�z m�u�zeme postupovat standardn�e:�

0 1
?? 1 0

1 0
?? 0 1

�
�s
�
2 1

?? 1 1
1 0

?? 0 1

�
�s
�
2 0

?? 1 1
0 � 1

2

?? � 1
2

1
2

�
:

Tedy [Id]PK2
=

�
1 � 1

2
1 1

2

�
je matice p�rechodu od kanonick�e b�aze k ortogon�aln��

b�azi P , proto P = (

�
1
1

�
;

��1
2
1
2

�
) a [f ]P =

�
2 0
0 � 1

2

�
.

(b) Nejprve snadno ur�c��me matici [f ]K2
=

�
0 2
2 1

�
vzhledem ke kanonick�e b�azi.

Tentokr�at n�am k �uprav�e matice symetrick�a v�ym�ena �r�adku a sloupce pom�u�ze, na-

opak obdobn�a �uprava jako v p�r��kladu (a)

�
0 2
2 1

�
�s

�
0 3
3 1

�
je zbyte�cn�a a k

nalezen�� diagon�aln�� matice nevede. Po�c��t�ame tedy�
0 2

?? 1 0
2 1

?? 0 1

�
�s
�
1 2

?? 0 1
2 0

?? 1 0

�
�s
�
1 0

?? 0 1
0 1

?? 1 3

�
:

Tedy v �r�adc��ch prav�e poloviny posledn�� matice nach�az��me b�azi P = (

�
0
1

�
;

�
1
3

�
),

pro n���z [f ]P = I2.
(c) Postupovali-li bychom stejn�e jako v �uloze (a) a upravovali-li bychom sy-

metrick�ymi �upravami matici

�
0 1

?? 1 0
1 3

?? 0 1

�
na�sli bychom, pot�e, co bychom v

lev�e �c�asti matice dostali diagon�aln�� matici, v prav�e �c�asti pr�av�e matici transpono-
vanou k matici p�rechodu od b�aze B ke hledan�e ortogon�aln�� b�azi P . Uv�a�z��me-li, �ze
([Id]PK2

)T = ([Id]PB)
T � ([Id]BK2

)T , sta�c�� abychom m��sto jednotkov�e matice um��stili
napravo transponovanou matici p�rechodu od od kanonick�e b�aze k b�azi B a tu ob-
vykl�ym zp�usobem upravovali:�

0 1
?? 1 2

1 3
?? 2 3

�
�s
�
3 1

?? 2 3
1 0

?? 1 2

�
�s
�
3 0

?? 2 3
0 3

?? 2 1

�
:

Vid��me, �ze prav�e �c�asti posledn�� matice m�ame transponovanou matici p�rechodu

[Id]PK2
= ([Id]PB)

T � ([Id]BK2
)T , proto P = (

�
2
3

�
;

�
2
1

�
). Kone�cn�e [f ]P =

�
3 0
0 3

�
.

(d) Postupujeme stejn�e jako v p�r��pad�e (a) a (b), tedy ur�c��me matici [f ]K3
=0@0 1 0

1 0 �1
0 �1 0

1A biline�arn�� formy f vzhledem ke kanonick�e b�azi a pak standardn�e
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symetricky upravujeme, tentokr�at se symetrick�ym n�asoben��m �r�adk�u a sloupc�u vy-
hneme zlomk�um:0@0 1 0

?? 1 0 0
1 0 �1 ?? 0 1 0
0 �1 0

?? 0 0 1

1A �s

0@ 2 1 �1 ?? 1 1 0
1 0 �1 ?? 0 1 0
�1 �1 0

?? 0 0 1

1A �s

�s

0@ 2 2 �2 ?? 1 1 0
2 0 �4 ?? 0 2 0
�2 �4 0

?? 0 0 2

1A �s

0@ 2 0 �2 ?? 1 1 0
0 �2 �6 ?? �1 1 0
�2 �6 0

?? 0 0 2

1A �s

�s

0@2 0 0
?? 1 1 0

0 �2 �6 ?? �1 1 0
0 �6 �2 ?? 1 1 2

1A �s

0@2 0 0
?? 1 1 0

0 �2 0
?? �1 1 0

0 0 16
?? 4 �2 2

1A �s

�s

0@2 0 0
?? 1 1 0

0 �2 0
?? �1 1 0

0 0 4
?? 2 �1 1

1A :

Dost�av�ame ortogon�aln�� b�azi P = ((1; 1; 0)T ; (�1; 1; 0)T ; (2;�1; 1)T ) a matici bi-

line�arn�� formy [f ]P =

0@2 0 0
0 �2 0
0 0 4

1A vzhledem k P .

(e) Tentokr�at uva�zujeme stejn�e jako v (c), proto upravujeme matici0@1 6 0
?? 1 0 2

6 3 2
?? 1 0 1

0 2 2
?? 0 3 1

1A �s

0@1 0 0
?? 1 0 2

0 2 2
?? 2 0 3

0 2 2
?? 0 3 1

1A �s

�s

0@1 0 0
?? 1 0 2

0 2 0
?? 2 0 3

0 0 0
?? 5 3 5

1A :

Na�sli jsme ortogon�aln�� b�azi P = ((1; 0; 2)T ; (2; 0; 3)T ; (5; 3; 5)T ), v�u�ci n���z m�a bi-

line�arn�� forma f matici [f ]P =

0@1 0 0
0 2 0
0 0 0

1A. �

14.16. Najd�ete b�azi radik�alu symetrick�e biline�arn�� formy f z p�r��kladu 14.15(e).

Podle V�ety 13.8 sta�c�� vz��t ty vektory nalezen�e ortogon�aln�� b�aze, na nich�z je
hodnota f nulov�a. Proto b�azi radik�alu tvo�r�� pr�av�e vektor (5; 3; 5)T . �

14.17. Najd�ete n�ejakou ortogon�aln�� b�azi kvadratick�e formy f2 na vektorov�em pro-
storu Z37 s analytick�ym vyj�ad�ren��m f2(x1; x2; x3)

T = 2x21 + x1x3 + x22 + 4x2x3.

Stejn�e jako v p�redchoz�� �uloze snadno ur�c��me matici [f ]K3
=

0@2 0 4
0 1 2
4 2 0

1A sy-

metrick�e biline�arn�� formy f , kter�a vytv�a�r�� kvadratickou formu f2, vzhledem ke
kanonick�e b�azi a pot�e postupujeme standardn�e:0@2 0 4

??1 0 0
0 1 2

??0 1 0
4 2 0

??0 0 1

1A �s

0@2 0 0
??1 0 0

0 1 2
??0 1 0

0 2 6
??5 0 1

1A �s

0@2 0 0
??1 0 0

0 1 0
??0 1 0

0 0 2
??5 5 1

1A :
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V�r�adc��ch prav�e strany upraven�e matice vid��me, �ze ortogon�aln�� b�azi f tvo�r�� nap�r��klad
vektory (1; 0; 0)T ; (0; 1; 0)T ; (5; 5; 1)T . �

14.18. Necht' h je symetrick�a biline�arn�� forma na re�aln�em vektorov�em prostoru R3

s matic�� [h]B =

0@ 1 �1 �1
�1 2 1
�1 1 5

1A vzhledem k n�ejak�e b�azi B. Rozhodn�ete, zda je h

skal�arn�� sou�cin na R3.

Polo�zme A = [h]B a ozna�cme Ai matici, kter�a vznikne z A vynech�an��m po-
sledn��ch n � i �r�adk�u a sloupc�u a vyu�zijme V�ety 11.32 z p�redn�a�sky, podle n�ej�z
sta�c�� zjistit, zda jsou v�sechny hlavn�� minory matice detA kladn�e. Tedy po�c��t�ame

detA1 = 1; detA2 = det

�
1 �1
�1 2

�
= 2� 1 = 1 a

detA3 = det

0@ 1 �1 �1
�1 2 1
�1 1 5

1A = 10 + 1 + 1� 2� 5� 1 = 4;

co�z znamen�a, �ze h je skal�arn�� sou�cin. �

14.19. Spo�c��tejte signaturu symetrick�e biline�arn�� formy h na R3 dan�e kvadratickou
formou h2((x1; x2; x3)) = x21 + 2x1x2 + 6x1x3 + 3x22 + 6x2x3 + 5x23.

Obvykl�ym zp�usobem ur�c��me matici [h]K3
=

0@1 1 3
1 3 3
3 3 5

1A a tuto matici uprav��me

posloupnost�� symetrick�ych �uprav na diagon�aln�� matici:0@1 1 3
1 3 3
3 3 5

1A �s

0@1 0 3
0 2 0
3 0 5

1A �s

0@1 0 0
0 2 0
0 0 �4

1A
Proto�ze v��me, �ze existuje ortogon�aln�� b�aze M v�u�ci n���z m�a symetrick�a biline�arn��

forma h matici [h]P =

0@1 0 0
0 2 0
0 0 �4

1A, sta�c�� podle de�nice p�repo�c��tat nuly, kladn�a

�c��sla a z�aporn�a �c��sla na diagon�ale t�eto matice a se�radit �udaje do signatury (0; 2; 1)
symetrick�e biline�arn�� formy h. �

14.20. Rozhodn�ete, zda existuje vektor v a zda existuje vektor u, aby pro kvad-
ratickou formu h2 z �ulohy 14.19 platilo h2(v) < 0 a h2(u) = 0.

V p�r��kladu 14.19 jsem zjistili, �ze je kvadratick�a forma h2 inde�nitn��, tedy existuj��
vektory v a u, pro kter�e plat�� h2(v) < 0 a h2(u) = 0. �

14.21. Rozhodn�ete, zda existuj�� re�aln�a �c��sla x1; x2; x3, pro kter�a

x21 � 4x1x2 � 2x1x3 + 4x22 + 3x23 < 0:

De�nujeme-li kvadratickou formu g2 = 2x21�4x1x2�4x1x3+4x22+5x23, vid��me, �ze
�re�s��me stejnou �ulohu jako 14.20, sta�c�� n�am tedy zjistit signaturu g2. Symetrick�ymi
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�upravami tedy bude upravovat matici [g]K3
vytv�a�rej��c�� biline�arn�� formy g

[g]K3
=

0@ 2 �2 �2
�2 4 0
�2 0 5

1A �s

0@2 0 0
0 2 �2
0 �2 3

1A �s

0@2 0 0
0 2 0
0 0 1

1A :

Zjistili jsme, �ze signatura g2 je (0; 3; 0), tedy g2 je pozitivn�e de�nitn��, a proto g2(v) �
0 pro v�sechny vektory v 2 R3. Hledan�a re�aln�a �c��sla tedy neexistuj��. �

14.22. Uva�zujme kvadratickou formu g2 = x21 � 6x1x2 + 2x22. Ur�cete signaturu
symetrick�e biline�arn�� formy, kter�a kvadratickou formu g vytv�a�r��. Existuje-li, najd�ete
nenulov�y vektor v 2 R2, pro kter�y

(a) g2(v) > 0,
(b) g2(v) < 0,
(c) g2(v) = 0,

kde g2 je kvadratick�a forma vytvo�ren�a biline�arn�� formou z p�r��kladu 14.14.

Snadno ur�c��me matici [g]K2
=

�
1 �3
�3 2

�
vytv�a�rej��c�� symetrick�e biline�arn�� formy

g vzhledem ke kanonick�e b�azi. Z�rejm�e se jedn�a o regul�arn�� formu a spo�c��t�ame-li sub-

determinanty det(1) = 1 a det

�
1 �3
�3 2

�
= �7 nejedn�a se podle Tvrzen�� 10.35 o

skal�arn�� sou�cin. Proto�ze je ov�sem hodnota g2(e2) kladn�a, nem�u�ze j��t o negativn�e
de�nitn�� biline�arn�� formu, a proto m�a g signaturu (0; 1; 1).

(a) a Z matice [g]K2
vid��me, �ze hodnota g2 je kladn�a nap�r��klad na obou vektorech

kanonick�e b�aze, tedy g2(e1) = 1 a g2(e2) = 2.
(b) Zjistit jsme, �ze kvadratick�a forma g2 nen�� pozitivn�e semide�nitn�� a v p�r��kladu

14.14 jsme na�sli ortogon�aln�� b�azi M = ((1; 0)T ; (3; 1)T ) a matici [g]M =

�
1 0
0 �7

�
.

Proto�ze m�a matice g vzhledem b�azi M jedno kladn�e a jedno z�aporn�e �c��slo, je g
inde�nitn��. Op�et p�r��mo z matice vid��me, �ze g2((3; 1)) = �7.

(c) Vyj�ad�reme si hledan�y vektor v pomoc�� zn�am�e ortogon�aln�� b�aze M , tedy v =
a � (1; 0)T + b � (3; 1)T , tj. fvgM = (a; b). Nyn�� v��me, �ze g2(v) = fvgM [g2]M [v]TM : =
a2 � 7 � b2. Chceme-li, aby g2(v) = 0, dost�av�ame rovnici a2 � 7 � b2 = 0, kterou �re�s��

nap�r��klad (a; b) = (
p
7; 1). Na�sli jsme tedy vektor v =

p
7 � (1; 0)T + 1:(3; 1)T =

(
p
7 + 3; 1)T , pro n�ej�z plat��, �ze g2(v) = 0. �

15. Afinn�� prostory

15.1. Necht' S =

��
2
1

�
;

�
1
1

�
;

�
1
0

��
a R =

��
0
1

�
;

�
3
1

�
;

�
2
2

��
.

(a) Ov�e�rte, �ze se jedn�a o sou�radn�e soustavy a�nn��ho prostoru Z25,

(b) spo�c��tejte sou�radnice bodu b =

�
0
2

�
vzhledem k soustav�e sou�radnic S,

(c) najd�ete bod c, pro kter�y [c]S =

�
4
3

�
vzhledem k soustav�e sou�radnic S,

(d) pro bod a a�nn��ho prostoru najd�ete [a]S , jestli�ze [a]R =

�
2
3

�
.
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(a) Sta�c�� ov�e�rit, �ze dvojice M = (

�
1
1

�
;

�
1
0

�
) a dvojice N = (

�
3
1

�
;

�
2
2

�
) tvo�r��

b�aze vektorov�eho prostoru Z25, co�z zjevn�e plat��.

(b) Hled�ame sou�radnice vektoru b�
�
2
1

�
=

�
3
1

�
vzhledem k b�aziM , tedy �re�s��me

soustavu s matic��

�
1 1

??3
1 0

??1
�
. Snadno spo�c��t�ame [b]S = [

�
3
1

�
]M =

�
1
2

�
.

(c) Postupujeme p�r��mo podle de�nice. Tedy c =

�
2
1

�
+ 4

�
1
1

�
+ 3

�
1
0

�
=

�
4
0

�
.

(d) Pro v�ypo�cet zm�eny sou�radnic pou�zijeme Tvrzen�� 12.10, kter�e �r��k�a, �ze

[a]S = [

�
0
1

�
]S + [Id]NM [a]R:

Pot�rebujme tedy ur�cit [Id]NM a sou�radnice [

�
0
1

�
]S = [

�
0
1

�
�
�
2
1

�
]M . Nejprve proto

najdeme matici p�rechodu

[Id]NM = [Id]K2

M � [Id]NK2
= ([Id]MK2

)�1 � [Id]NK2
=

�
1 2
2 0

��
1 2
2 0

�
=

�
1 2
2 0

�
a pot�e dopo�c��t�ame [a]S = [

�
0
1

�
]S + [Id]NM [a]R =

�
0
3

�
+

�
1 2
2 0

��
2
3

�
=

�
3
2

�
. �

15.2. Uva�zujme posloupnost bod�u B =

0@0@1
0
0

1A ;

0@0
1
0

1A ;

0@2
0
1

1A ;

0@2
1
1

1A1A a�nn��ho pro-

storu s body i vektory A = V = Q3.

(a) Ov�e�rte, �ze je B barycentrick�a soustava sou�radnic a�nn��ho prostoru A,

(b) spo�c��tejte barycentrick�e sou�radnice bodu b =

0@1
1
1

1A vzhledem k soustav�e B,

(c) najd�ete bod c s barycentrick�ymi sou�radnicemi ( 14 ;
1
6 ;

1
4 ;

1
3 )
T vzhledem k sou-

stav�e B,

(d) spo�c��tejte barycentrick�e sou�radnice bodu b =

0@1
1
1

1A vzhledem k soustav�e

B0 =

0@0@2
1
1

1A ;

0@0
1
0

1A ;

0@2
0
1

1A ;

0@1
0
0

1A1A.

(a) Uv�edomme si, �ze sta�c�� ov�e�rit, zda je posloupnost

S =

0@0@1
0
0

1A ;

0@0
1
0

1A�
0@1
0
0

1A ;

0@2
0
1

1A�
0@1
0
0

1A ;

0@2
1
1

1A�
0@1
0
0

1A1A =

=

0@0@1
0
0

1A ;

0@�11
0

1A ;

0@1
0
1

1A ;

0@1
1
1

1A1A
sou�radnou soustavou. K tomu sta�c�� standardn�� cestou nahl�ednout, �ze tvo�r�� posledn��
3 vektory posloupnosti S b�azi vektorov�eho prostoru V .
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(b) Podle Tvrzen�� 12.12 nejprve najdeme sou�radnice bodu b vzhledem k sou�radn�e
soustav�e b z bodu (a). Vy�re�s��me tedy nehomogenn�� soustavu0@�1 1 1

?? 0
1 0 1

?? 1
0 1 1

?? 1

1A �
0@�1 1 1

?? 0
0 1 2

?? 1
0 1 1

?? 1

1A �
0@�1 1 1

?? 0
0 1 1

?? 1
0 0 1

?? 0

1A :

Zjistili jsme, �2 = �3 = 1 a �4 = 0 a zb�yv�a dopo�c��tat �1 = 1 �P4
i=2 �i = �1.

Bod b tedy dostaneme jako a�nn�� kombinaci bod�u barycentrick�e soustavy B se

sou�radnicemi

0BB@
�1
�2
�3
�4

1CCA =

0BB@
�1
1
1
0

1CCA.

(c) Postupujeme du�aln�e k �uvaze (b). Hledan�y bod mus�� m��t sou�radnice [c]S =
( 16 ;

1
4 ;

1
3 )
T vzhledem k sou�radn�e soustav�e S, proto

c =

0@1
0
0

1A+
1

6

0@�11
0

1A+
1

4

0@1
0
1

1A+
1

3

0@1
1
1

1A =
1

12

0@17
6
7

1A :

(d) Proto�ze barycentrick�a soustava sou�radnic B0 a�nn��ho prostoru A vznikla ze
soustavy B permutac�� bod�u, sta�c�� d��ky Tvrzen�� 12.12 adekv�atn�e p�repermutovat

sou�radnice nalezen�e v (b). M�ame tedy

0BB@
0
1
1
�1

1CCA. �

15.3. V a�nn��m prostoru s body i vektory A = V = Z45 uva�zujme podprostory

D1 = h

0BB@
2
3
2
1

1CCA ;

0BB@
1
0
0
3

1CCA ;

0BB@
2
2
2
4

1CCAi; D2 =

0BB@
1
1
1
1

1CCA+ h

0BB@
1
2
2
1

1CCAi;
D3 = fa 2 Aj

�
1 0 0 2
3 0 0 2

�
� a =

�
4
3

�
g:

(a) Najd�ete soustavu sou�radnic a barycentrickou soustava sou�radnic a�nn��ch
prostor�u D1, D2 a D3.

(b) ur�cete parametrick�e vyj�ad�ren�� podprostor�u D1 a D3,
(c) ur�cete rovnicov�e vyj�ad�ren�� podprostor�u D1 a D2,
(d) ur�cete podprostory D2 a D3 jako a�nn�� kombinace bod�u,

(a) Postupujeme podobn�e jako v p�redchoz�� �uloze. Nejprve najdeme jeden bod
podprostoru a potom b�azi p�r��slu�sn�eho vektorov�eho prostoru.

Pro D1 si m�u�zeme vz��t nap�r��klad jeho bod a =

0BB@
2
3
2
1

1CCA a pot�e spo�c��tat vektory

v1 =

0BB@
1
0
0
3

1CCA�

0BB@
2
3
2
1

1CCA =

0BB@
4
2
3
2

1CCA a v2 =

0BB@
2
2
2
4

1CCA�

0BB@
2
3
2
1

1CCA =

0BB@
0
4
0
3

1CCA. Proto�ze jsou vektory v1
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a v2 z�rejm�e line�arn�e nez�avisl�e, dost�av�ame sou�radnou soustavu S1 = (a;v1;v2) =

=

0BB@
0BB@
2
3
2
1

1CCA ;

0BB@
4
2
3
2

1CCA ;

0BB@
0
4
0
3

1CCA
1CCA : proto posloupnost B1 =

0BB@
0BB@
2
3
2
1

1CCA ;

0BB@
1
0
0
3

1CCA ;

0BB@
2
2
2
4

1CCA
1CCA

tvo�r�� barycentrickou soustava sou�radnic a�nn��ho prostoru D1.
Pro prostor D2 nen�� t�reba nic po�c��tat, abychom dostali

S2 =

0BB@
0BB@
1
1
1
1

1CCA ;

0BB@
1
2
2
1

1CCA
1CCA a B2 =

0BB@
0BB@
1
1
1
1

1CCA ;

0BB@
1
2
2
1

1CCA+

0BB@
1
1
1
1

1CCA
1CCA =

0BB@
0BB@
1
1
1
1

1CCA ;

0BB@
3
2
2
3

1CCA
1CCA

soustavu sou�radnic a barycentrickou soustavu sou�radnic prostoru D2.

Pro prostor D3 je t�reba naj��t jedno �re�sen��

0BB@
2
0
0
1

1CCA nehomogenn�� soustavy a b�azi

�re�sen�� homogenn�� soustavy

0BB@
0
1
0
0

1CCA ;

0BB@
0
0
1
0

1CCA s matic��

�
1 0 0 2

?? 4
3 0 0 2

?? 3

�
. Nyn�� m�ame

S3 =

0BB@
0BB@
2
0
0
1

1CCA ;

0BB@
0
1
0
0

1CCA ;

0BB@
0
0
1
0

1CCA
1CCA a dopo�c��t�ame B3 =

0BB@
0BB@
2
0
0
1

1CCA ;

0BB@
2
1
0
1

1CCA ;

0BB@
2
0
1
1

1CCA
1CCA

soustavu sou�radnic a barycentrickou soustavu podprostoru D3.
Nalezen�e sou�radn�e soustavy vyu�zijeme pro zodpov�ezen�� �uloh (b), (c) a (d).
(b) T��m, �ze u�z jsme pro dan�e podprostory na�sli soustavu sou�radnic, zb�yv�a jen

sepsat

D1 =

0BB@
2
3
2
1

1CCA+ h

0BB@
4
2
3
2

1CCA ;

0BB@
0
4
0
3

1CCAi; D3 =

0BB@
2
0
0
1

1CCA+ h

0BB@
0
1
0
0

1CCA ;

0BB@
0
0
1
0

1CCAi:
(c) Vyu�zijeme parametrick�y popis prostoru D1 a najdeme takovou matici A1, �ze

mno�zina v�sech �re�sen�� homogenn�� soustavy s matic�� A1 bude rovna h

0BB@
4
2
3
2

1CCA ;

0BB@
0
4
0
3

1CCAi,
tedy pot�rebujeme op�et vy�re�sit homogenn�� soustavu rovnic s matic��

�
1 3 2 3
0 1 0 2

�
.

B�azi �re�sen�� tvo�r�� nap�r��klad vektory (3; 0; 1; 0)T ; (3; 3; 0; 1)T , kter�e se�rad��me do �r�adk�u

hledan�e matice A1. Nyn�� zb�yv�a spo�c��tat b1 = A1(2; 3; 2; 1)
T =

�
3
1

�
. Zjistili jsme,

�ze bod x le�z�� v podprostoru D1 pr�av�e tehdy, kdy�z je x �re�sen��m soustavy rovnic�
3 0 1 0
3 3 0 1

�
x =

�
3
1

�
:
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Proto�ze m�ame prostoru D2 d�an parametricky, postupujeme stejn�e jako u hled�an��
rovnicov�eho popisu D1. Nejprve najdeme b�azi �re�sen�� jedin�e (homogenn��) line�arn��

rovnice s matic��
�
1 2 2 1

�
a tu sep���seme do �r�adk�u maticeA2 =

0@3 1 0 0
3 0 1 0
4 0 0 1

1A.

Nyn�� dopo�c��t�ame vektor prav�ych stran

b2 = A2 �

0BB@
1
1
1
1

1CCA =

0@3 1 0 0
3 0 1 0
4 0 0 1

1A �

0BB@
1
1
1
1

1CCA =

0@4
4
0

1A
Zjistili jsme, �ze D2 tvo�r�� pr�av�e mno�zina v�sech �re�sen�� soustavy line�arn��ch rovnic s

matic��

0@3 1 0 0
?? 4

3 0 1 0
?? 4

4 0 0 1
?? 0

1A.

(d) T��m, �ze jsme v (a) nalezli barycentrickou soustavu sou�radnic, �ulohu u�z jsme
vy�re�sili, sta�c�� toti�z vz��t jej�� body, tedy:

D2 = hB2i = h

0BB@
1
1
1
1

1CCA ;

0BB@
2
3
3
2

1CCAi; D3 = hB3i = h

0BB@
2
0
0
1

1CCA ;

0BB@
2
1
0
1

1CCA ;

0BB@
2
0
1
1

1CCAi:
�

Dal�s�� �ulohy

(1) Najd�ete pro libovoln�a a 2 Q nad Q rekurentn�� vzorec pro v�ypo�cet deter-
minant �ctvercov�e matice Gn = (gij) stupn�e n, kde gii = 1, gii+1 = a a
gi+1i = b a jinde je gij = 0.

(2) Bud' � je standardn�� skal�arn�� sou�cin na re�aln�em vektorov�em prostoru R5.
(a) Najd�ete n�ejakou ortonorm�aln�� b�azi podprostoru V = h(1; 3;�2; 1; 1)T ,

(2; 0; 1; 1; 0)T , (1; 3; 1; 2;�1)T i,
(b) najd�ete ortonorm�aln�� b�azi ortogon�aln��ho dopl�nku V ?,
(c) ur�cete ortogon�aln�� projekci vektoru (2; 1;�1; 0; 4)T do podprostoru V

a do podprostoru V ?,
(d) je-li U = h(2; 1; 0; 1;�1)T , (1; 1; 0;�1; 3)T , (4;�1;�1;�2; 3)T i, najd�ete

vektory u 2 U a u? 2 U?, aby (1; 1; 0; 0;�2)T = u+u?,
(e) najd�ete ortonorm�aln�� b�aze podprostor�u U + V , U? + V , U + V ?,

U? + V ?, U \ V , U? \ V , U \ V ? a U? \ V ?.
(3) M�ejme komplexn�� vektorov�y prostor C4 se standardn��m skal�arn��m sou�cinem.

(a) Najd�ete ortonorm�aln�� b�azi podprostoru V = h(1; 1� i; 1 + i; 2� 3i)T ,
(i+ 1;�1; 1 + 2i; 2� i)T i,

(b) najd�ete ortonorm�aln�� b�azi ortogon�aln��ho dopl�nku V ?,
(c) ur�cete ortogon�aln�� projekci vektoru (1 + 3i; 2� i;�1; 2i)T do podpro-

storu V a do podprostoru V ?,
(d) je-li U = h(i;�i; 2+i; 1�3i)T , (1; 1; i; 2+3i)T i, najd�ete vektory u 2 U

a u? 2 U?, aby (1 + i; 1; i; 2� i)T = u+u?,
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(4) Najd�ete v�sechna vlastn�� �c��sla a v�sechny jim p�r��slu�sn�e vlastn�� vektory line�arn��ho
oper�atoru ' na re�aln�em vektorov�em prostoru R4 a a rozhodn�ete, zda je '
(unit�arn�e) diagonalizovateln�y jestli�ze

(a) [']K4
=

0BB@
3 4 2 7
0 2 1 1
0 0 2 3
0 0 0 4

1CCA ; (b) [']K4
=

0BB@
3 4 2 7
0 2 0 1
0 0 2 3
0 0 0 4

1CCA ;

(c) [']K4
=

0BB@
3 4 4 4
4 2 4 4
4 4 2 4
4 4 4 4

1CCA ; (d) [']K4
=

0BB@
3 4 0 0
4 2 0 0
0 0 2 4
0 0 4 4

1CCA ;

(e) ' = Id; (f) ' = 0:
(5) Najd�ete v�sechna vlastn�� �c��sla a v�sechny vlastn�� vektory re�aln�e matice A =0BB@

0 3 3 3
3 0 3 3
3 3 0 3
3 3 3 0

1CCA, a rozhodn�ete, zda je matice diagonalizovateln�a

(6) Najd�ete nad t�elesem Z7v�sechna vlastn�� �c��sla a v�sechny vlastn�� vektory ma-

tice A =

0@3 4 4
2 3 1
3 3 2

1A a existuje-li, najd�ete regul�arn�� matici P, pro ni�z je

P�1AP diagon�aln��.

(7) M�ejme komplexn�� matice G =

0@3 0 0
2 3 0
4 5 3

1A, H =

0@3 0 0
2 3 0
4 0 3

1A.

(a) Najd�ete Jordan�uv kanonick�y tvar matic G a H,
(b) najd�ete regul�arn�� matici P, pro ni�z je P�1AP Jordanova,
(c) spo�c��tejte G5 a H5,
(d) najd�ete Jordan�uv kanonick�y tvar matic GH a HG.

(8) Je-li g line�arn�� oper�ator, najd�ete ortonorm�aln�� b�azi vektorov�eho prostoru
Rn se standardn��m skal�arn��m sou�cinem pro

(a) n = 3 a [g]K3

K3
=

0@1 1 2
1 2 2
2 2 4

1A,

(b) n = 3 a [g]K3

K3
=

0@0 1 1
1 0 1
1 1 1

1A,

(c) n = 8 a g(ei) = ei +
P8

j=1 ej ,

(d) n = 4 a g(ei) =
P8

j=1(i+ j)ej .

(9) Doka�zte, �ze je biline�arn�� forma zobrazen�� f : R3 � R3 ! R de�novan�e
p�redpisem f((x1; x2; x3); (y1; y2; y3)) = 2x1y1 + 3x1y2 � x1y3 � 2x3y2.

(10) Najd�ete matici f z p�redchoz�� �ulohy vzhledem
(a) ke kanonick�e b�azi,
(b) k b�azi B = ((1;�1; 0); (1; 1; 0)(1; 2; 1)),
(c) k b�azi C = ((0; 1; 0); (�1; 1;�1)(�1; 2; 0)).
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(11) Necht' f = fs + fa je rozklad biline�arn�� formy f z p�r��kladu 1 na symet-
rickou a antisymetrickou �c�ast, tj. fs je symetrick�a biline�arn�� forma fa je
antisymetrick�a biline�arn�� forma. Najd�ete matice fs a fa vzhledem
(a) ke kanonick�e b�azi,
(b) k b�azi B = ((1;�1; 0); (1; 1; 0)(1; 2; 1)),
(c) k b�azi C = ((0; 1; 0); (�1; 1;�1)(�1; 2; 0)).

(12) Uva�zujme symetrickou biline�arn�� formu g na re�aln�em vektorov�em prostoru

R4 s matic�� [g]K4
=

0BB@
1 1 0 1
1 1 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0

1CCA vzhledem ke kanonick�e b�azi K4.

(a) Najd�ete ortogon�aln�� b�azi g,
(b) rozhodn�ete, zda je g skal�arn�� sou�cin na R4,
(c) najd�ete v�sechny vektory v 2 R4, pro kter�e g2(v) = 0.

(13) Bud' g2 kvadratick�a forma na Z43 dan�a p�redpisem g2(x1; x2; x3; x4) = x1x2+
x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4
(a) Najd�ete symetrickou biline�arn�� formu g, pro n���z g2(v) = g(v;v),
(b) ur�cete matici g vzhledem k b�azi B = ((1; 1; 0; 0); (2; 1; 0; 0)(0; 0; 2; 2);

(0; 0; 1; 2)),
(c) ur�cete matici g vzhledem k kanonick�e b�azi,
(d) spo�c��tejte b�azi radik�alu symetrick�e biline�arn�� formy g,
(e) najd�ete ortogon�aln�� b�azi P symetrick�e biline�arn�� formy g,
(f) najd�ete matici g vzhledem k nalezen�e b�azi P .


