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1. P�redm�et(y) zkoum�an��

Pod n�azvem algebra se dlouho dobu rozum�ela nauka o �re�sen�� rovnic, co�z dosv�ed-
�cuje i etymologie tohoto slova; term��nem al-d�zabr ozna�cuje Muhammad Ibn M�us�a
al-Ch�orezm�� (kolem 780 { kolem 850) ve sv�em Algebraick�em trakt�atu p�ri�cten�� v�yrazu
k obou stran�am rovnice. A�c je al-Ch�orezm�� �casto naz�yv�an Otcem algebry a stal se
nepl�anovan�ym autorem pojmenov�an�� cel�e matematick�e discipl��ny (a tak�e pojmu al-
goritmus skrze p�r��zvisko al-Chor�ezm��, kter�e ozna�cuje jeho rodi�st�e Chor�ezm, dne�sn��
uzbeckou Ch��vu), algebraick�e �uvahy a postupy jsou mnohem star�s��ho data. Zmi�nme
alespo�n teorii �c��sel, p�estovanou u�z v antick�em starov�eku, nap�r��klad Eukleid�uv al-
goritmus je st�ale velmi u�zite�cn�y n�astroj, jeho�z algebraick�a povaha je mimo v�s��
pochybnost.

V sou�casn�em pojet�� algebry u�z netvo�r�� ot�azka �re�sen�� polynomi�aln��ch rovnic,
jak bychom m�eli p�redm�et starov�ek�e, st�redov�ek�e a ran�e novov�ek�e algebry up�resnit,
centr�aln�� roli. P�resto lze mnoho algebraick�ych probl�em�u rovnicov�ym jazykem vy-
j�ad�rit a nap�r��klad ot�azka obt���znosti nalezen�� �re�sen�� kvadratick�ych �ci kubick�ych rov-
nic je zaj��mav�a nejen pro sou�casnou algebru, n�ybr�z i pro kryptologii. V algeb�re se
podobn�e jako v cel�e matematice z�asadn�e zm�enil jazyk. Symbolick�y z�apis umo�z�nuje
p�resn�ej�s�� a jasn�ej�s�� formulace star�ych ot�azek a p�rirozen�e nab��z�� ot�azky nov�e. Ob-
dobn�e se z�asadn�e zm�enila m��ra abstrakce algebraick�ych �uvah. Zat��mco v klasick�e
algeb�re se matematici zab�yvali v�zdy zcela konkr�etn�� algebraickou strukturou, ja-
kou p�redstavuj�� p�rirozen�a �c��sla se s�c��t�an��m a n�asoben��m, cel�a �ci racion�aln�� �c��sla se
s�c��t�an��m, n�asoben��m, od�c��t�an��m, pop�r��pad�e d�elen��m nebo re�aln�a �ci komplexn�� �c��sla
v kontextu ot�azek vyj�ad�ren�ych obvykl�ymi operacemi, v takzvan�e modern�� algeb�re
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u�z v centru pozornosti stoj�� obecn�y, obvykle axiomaticky popsan�y algebraick�y ob-
jekt. My se budeme pochopiteln�e v�enovat z�akladn��m koncept�um modern�� algebry
s p�rihl�ednut��m k historick�ym souvislostem a postoji studenta informatiky, pro n�ej�z
je realitou jen velmi omezen�y sortiment konkr�etn��ch algebraick�ych struktur, co�z je
postoj p�rirozen�e bl��zk�y klasick�e algeb�re.

Velmi zhruba vyj�ad�reno se tedy modern�� algebra v�enuje zkoum�an�� mno�zin opat�re-
n�ych jist�ym syst�emem operac��. P�redm�etem z�ajmu jsou ov�sem nejen strukturn�� vlast-
nosti takov�e mno�ziny popsan�e podm��nkami, kter�e pomoc�� operac�� um��me vyj�ad�rit,
n�ybr�z i vlastnostmi ,,vy�s�s��ch �r�ad�u", nap�r��klad vlastnosti syst�em�u r�uzn�ych mno�zin
s podobn�ymi syst�emy operac�� �ci t�r��d takov�ych mno�zin. Tento text si p�ritom klade
za c��l sezn�amit studenty informatiky s nejz�akladn�ej�s��mi pojmy, koncepty a v nepo-
sledn�� �rad�e i konkr�etn��mi objekty, kter�e jsou p�redm�etem zkoum�an�� sou�casn�e alge-
bry. V�yb�er a uspo�r�ad�an�� teorie, kterou zde prezentujeme, je zvolen s ohledem na
t�ri z�akladn�� hlediska. Jak u�z bylo zm��n�eno, p�redev�s��m se sna�z��me nav�azat na kon-
cepty a zp�usoby uva�zov�an��, kter�e jsou pro studenta informatiky p�rirozen�e, d�ale se
v r�amci velmi omezen�eho prostoru pokou�s��me demonstrovat n�ekolik element�arn��ch
algebraick�ych v�ysledk�u, kter�e jsou u�zite�cn�e v informatick�ych aplikac��ch a kone�cn�e
za nepominuteln�y pova�zujeme p�r��stup, kter�y m�u�zeme nep�r��li�s p�resn�e ozna�cit jako
kontextu�aln��, a j��m�z m��n��me sezn�amen�� studenta s terminologick�ymi a historick�ymi
kontexty sou�casn�e algebry.

D�r��ve ne�z se za�cneme systematicky zab�yvat abstraktn��mi �uvahami o algebraic-
k�ych objektech, uvedeme n�ekolik motiva�cn��ch p�r��klad�u, kter�e by n�am pomohly
usnadnit porozum�en�� d�uvod�um (at' u�z praktick�ym tak historick�ym), pro�c pr�av�e
tu �ci onu vlastnost sledujeme.

Nejprve se domluvme, �ze bin�arn�� operac�� na nepr�azdn�e mno�zin�e A budeme ro-
zum�et libovoln�e zobrazen�� A2 = A�A! A (obvykle ji budeme zapisovat centr�aln�e),
un�arn�� operace na A bude jak�ekoli zobrazen�� A! A a nul�arn�� operace bude zobra-
zen�� kart�ezsk�e mocniny A0, kter�a sest�av�a pr�av�e z jedin�e pr�azdn�e posloupnosti, do
mno�ziny A, m�u�zeme ji proto ch�apat jako vybr�an�� prvku z mno�ziny A, pr�av�e toho,
na n�ej�z se zobraz�� jednoprvkov�a mno�zina A0 (obvykle se nul�arn�� operace s t��mto
vyzna�cen�ym prvkem ztoto�z�nuje).

M�u�zeme si pon�ekud p�red�casn�e dovolit i zcela obecnou de�nici operace:

De�nice. Pro ka�zd�e cel�e n � 0 nazveme n-�arn�� operac�� na mno�zin�e A ka�zd�e
zobrazen�� An ! A (�c��slo n budeme naz�yvat aritou nebo �cetnost�� operace).

P�r��klad 1.1. Uva�zujme mno�zinu cel�ych �c��sel Z a na n�� obvykl�e operace s�c��t�an�� +
a n�asoben�� �. Pro libovoln�e p�rirozen�e �c��slo n polo�zme nZ = fn � zj z 2 Zg. Nyn��
si m�u�zeme v�simnout, �ze je mno�zina nZ ,,uzav�ren�a"na ob�e uva�zovan�e operace, tj.
pro ka�zdou dvojici a; b 2 nZ plat��, �ze a+ b; a � b 2 nZ, tedy operace + a � m�u�zeme
uva�zovat tak�e omezen�e na mno�zin�e nZ. A�ckoli pro �z�adn�e n > 1 mno�ziny nZ a Z
nespl�yvaj��, nelze pomoc�� vlastnost�� operace + ob�e mno�ziny odli�sit (tj. maj�� stejn�e
,,algebraick�e"vlastnosti vzhledem ke s�c��t�an��), co�z oz�rejm��me, zavedeme-li zobrazen��
fn : Z ! nZ p�redpisem fn(k) = kn. Zjevn�e se jedn�a o bijekci, kter�a nav��c spl�nuje
podm��nku fn(a+ b) = fn(a) + fn(b).

Poznamenejme, �ze takov�a vlastnost zobrazen�� nen�� nijak samoz�rejm�a, nap�r��klad
vzhledem k operaci n�asoben�� fn obdobnou podm��nku nespl�nuje. Uv�a�z��me-li nav��c
podm��nku ,,existuje prvek e tak, �ze pro v�sechny prvky a plat�� a �e = a", pak je tato
podm��nka na mno�zin�e Z spln�ena pro e = 1, zat��mco na mno�zin�e nZ zjevn�e neplat��.
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P�r��klad 1.2. V souladu se zna�cen��m zaveden�ym na kurzu line�arn�� algebry polo�zme
Zn = f0; 1; : : : ; n � 1g pro n�ejak�e cel�e �c��slo n > 1. Zaved'me na Zn operace + a �
p�redpisem a+ b = (a+ b)mod n a a � b = (a � b)mod n, kde mod n znamen�a zbytek
po celo�c��seln�em d�elen�� hodnotou n a v z�avorce uva�zujeme v�zdy obvykl�e s�c��t�an�� a
n�asoben�� cel�ych �c��sel. Kone�cn�e de�nujme zobrazen�� Fn : Z! Zn p�redpisem Fn(k) =
(k)mod n. V�simn�eme si, �ze tentokr�at zobrazen�� F sice nen�� bijekce, ale ob�e operace
s�c��t�an�� a n�asoben�� ,,p�rev�ad��"na nov�e zaveden�e + a �, tedy Fn(a+b) = Fn(a)+Fn(b)
i Fn(a � b) = Fn(a) � Fn(b).

De�nice. M�ame-li bin�arn�� operaci � na mno�zin�e A, n�ejakou podmno�zinu U mno�zi-
ny A a bin�arn�� operaci � na mno�zin�e B. �Rekneme, �ze U je uzav�ren�a na operaci
�, jestli�ze pro v�sechna x; y 2 U plat��, �ze x � y 2 U , a zobrazen�� f : A ! B
nazveme slu�citeln�e s operacemi � a � je-li pro v�sechna x; y 2 A spln�ena rovnost
f(x � y) = f(x) � f(y).

V�simn�eme si, �ze zobrazen�� fn z 1.1 je slu�citeln�e s operacemi + a nen�� slu�citeln�e
s operacemi �, zat��mco zobrazen�� Fn z 1.2 je slu�citeln�e s ob�ema p�ary operac�� + i
�. Nav��c mno�zina nZ je uzav�ren�a na operace + i �. Uveden�e pojmy jsou z�akladn��m
stavebn��m kamenem line�arn�� algebry:

P�r��klad 1.3. Podprostor vektorov�eho prostoru je zjevn�e podmno�zinou uzav�renou
na (vektorov�e) s�c��t�an�� a line�arn�� zobrazen�� jsou se s�c��t�an��m slu�citeln�a. Nav��c uva�zuje-
me-li n�asoben�� skal�arem pro ka�zd�y skal�ar a jako un�arn�� operaci, pak je podprostor
uzav�ren�y na v�sechny takto de�novan�e un�arn�� operace.

P�ripome�nme, �ze relac�� na mno�zin�e A rozum��me libovolnou podmno�zinu A� A.
Necht' � je relace na A, ozna�cme:

- ��1 = f(b; a)j (a; b) 2 �g (opa�cn�a relace),
- �+ = f(a; b)j 9a = a0; a1; : : : ; an�1; an = b 2 A; (ai; ai+1) 2 �g (tranzitivn��
obal),

- id = f(a; a)j a 2 Ag (identita).

�Rekneme, �ze relace � je

- symetrick�a, jestli�ze ��1 � �,
- reexivn��, v p�r��pad�e, �ze id � � a
- tranzitivn��, pokud �+ � �.

Ekvivalenc�� budeme naz�yvat ka�zdou symetrickou, reexivn�� a tranzitivn�� relaci.

P�r��klad 1.4. Pro libovoln�e mno�ziny A a B a zobrazen�� f : A ! B mno�zin tvo�r��
ekvivalenci relace

(1) id = f(a; a)j a 2 Ag,
(2) A�A,
(3) ker f = f(x; y) 2 A�Aj f(x) = f(y)g (tzv. j�adro zobrazen�� f).

Je-li � ekvivalence na mno�zin�e A, p�ripome�nme, �ze faktorem mno�ziny (�casto se
tak�e mluv�� o kvocientu) A podle ekvivalence � jako mno�zinu A=� = f[a]�j a 2 Ag,
kde [a]� = fb 2 Aj (a; b) 2 �g jsou rozkladov�e t�r��dy (kosety), tedy A=� tvo�r�� rozklad
mno�ziny A.

Naopak m�ame-li fBij i 2 Ig rozklad mno�ziny A, pak relace � ur�cen�a podm��nkou:
(a; b) 2 �, 9i 2 I : a; b 2 Bi je ekvivalenc�� a A=� = fBij i 2 Ig.
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2. Z�aklady element�arn�� teorie �c��sel

Nyn�� p�ripome�nme n�ekolik nejz�akladn�ej�s��ch poznatk�u z teorie �c��sel, kter�e n�am po-
slou�z�� nejen jako motivace zkoum�an�� obecn�ych algebraick�ych vlastnost�� (slu�citelnost
ekvivalence s operac��), n�ybr�z i jako u�zite�cn�y n�astroj, jen�z vyu�zijeme v n�asleduj��c��ch
kapitol�ach (Eukleid�uv, algoritmus, �C��nsk�a v�eta o zbytc��ch a Eulerova funkce).

Jsou-li a; b dv�e cel�a �c��sla, budeme fakt, �ze �c��slo a d�el�� b, zna�cit a=b a symbolem
GCD(a; b) budeme rozum�et nejv�et�s�� spole�cn�y d�elitel �c��sel a a b, tedy nez�aporn�e �c��slo
d, kter�e je spole�cn�ym d�elitelem �c��sel a a b a kter�e je d�eleno v�semi spole�cn�ymi d�eliteli
�c��sel a a b. Kone�cn�e p�rirozen�e �c��slo p nazveme prvo�c��slem, jestli�ze pro ka�zd�a cel�a
a; b plat�� implikace p = a � b) a = �1 nebo b = �1.

P�ripome�nme nejprve roz�s���ren�y Eukleid�uv algoritmus hled�an�� nejv�et�s��ho spole�cn�e-
ho d�elitele �c��sel a a a:

VSTUP: a; b 2 N, a � b
V�YSTUP: GCD(a; b); x; y 2 Z, pro kter�e GCD(a; b) = x � a+ y � b

0. i := 1, (a0; a1) := (a; b); (x0; x1) := (1; 0); (y0; y1) := (0; 1);
1. while(ai > 0) do

fai+1 := (ai�1)mod ai; qi := (ai�1)div ai; %tj. ai�1 = qiai + ai+1
xi+1 := xi�1 � xi � qi; yi+1 := yi�1 � yi � qi; i := i+ 1; g

2. return ai�1; xi�1; yi�1.

Pozn�amka 2.1. Eukleid�uv algoritmus je korektn��, tj. najde nejv�et�s�� spole�cn�y d�elitel
�c��sel a a b a plat��, �ze GCD(a; b) = x � a+ y � b.

D�ukaz. Vyu�zijeme zna�cen�� algoritmu a polo�z��me n := i� 1, tj. an > 0 a an+1 = 0.
Proto�ze an=an�1, vid��me, �ze an = GCD(an�1; an).
Nyn�� indukc�� dok�a�zeme rovnost GCD(ai; ai+1) = GCD(ai�1; ai), za p�redpokladu,

�ze jeden z nejv�et�s��ch spole�cn�ych d�elitel�u existuje. K tomu n�am sta�c�� dok�azat, �ze
mno�zina v�sech d�elitel�u dvojice ai; ai+1 je stejn�a jako mno�zina v�sech d�elitel�u dvo-
jice ai�1; ai, co�z snadno nahl�edneme d��ky vztahu hodnot ai�1, ai a ai+1:

c=ai�1; ai ) c=ai+1 = ai�1 � qi � ai

a podobn�e
d=ai; ai+1 ) d=ai�1 = ai�1 + qi � ai:

Za�cneme-li vztahem an = GCD(an�1; an) , postupn�e dostaneme posloupnost
rovnost��.

an = GCD(an; an�1) = GCD(an�1; an�2) = � � � = GCD(a0; a1):

Na z�av�er ov�e�r��me platnost tvrzen�� ai = xi � a0 + yi � a1 indukc�� podle i. Z�rejm�e
tvrzen�� plat�� pro i = 0 a i = 1.

P�redpokl�adejme, �ze tvrzen�� plat�� pro i a i � 1, tedy ai = xi � a0 + yi � a1 a
ai�1 = xi�1 � a0 + yi�1 � a1, a dok�a�zeme ho pro i + 1. Dosad��me za ai a ai�1 do
vztahu

ai+1 = ai�1 � ai � qi = (xi�1 � a0 + yi�1 � a1)� (xi � a0 + yi � a1) � qi =

= (xi�1 � xi � qi) � a0 + (yi�1 � yi � qi) � a1 = xi+1 � a0 + yi+1 � a1;

�c��m�z jsme dokon�cili d�ukaz. �

Poznamenejme, �ze �c��sla x a y se obvykle naz�yvaj�� Bezoutovy koe�cienty.
Nyn�� u�z je snadn�e dok�azat jednozna�cnost prvo�c��seln�eho rozkladu.
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V�eta 2.2 (Z�akladn�� v�eta aritmetiky). Ka�zd�e p�rirozen�e �c��slo v�et�s�� ne�z jedna lze a�z
na po�rad�� jednozna�cn�e rozlo�zit na sou�cin prvo�c��sel.

D�ukaz. Nejprve si uv�edom��me, �ze lze ka�zd�e p�rirozen�e �c��slo n > 1 napsat jako sou�cin
prvo�c��sel, co�z m�u�zeme snadno dok�azat indukc�� podle n. �C��slo 2 je z�rejm�e prvo�c��slo.
Pokud n nen�� prvo�c��slo, existuj�� takov�a p�rirozen�a �c��sla k; l < n, �ze n = k � l. Ob�e
jsou samoz�rejm�e v�et�s�� ne�z jedna a podle induk�cn��ho p�redpokladu m�ame prvo�c��seln�y
rozklad �c��sel k = p1 � : : : � pr a l = q1 � : : : � qs. Tedy �c��slo n je sou�cinem prvo�c��sel
p1 � : : : � pr � q1 � : : : � qs.

Nyn�� dok�a�zeme technick�e

Lemma. Necht' p je prvo�c��slo a a; b; a1; a2; : : : ; ak 2 N. Pak plat��

(1) p=a � b ) p=a nebo p=b,
(2) p=a1a2 : : : ak ) 9i, �ze p=ai.

(1) Proto�ze GCD(p; a) = 1 (p m�a pouze d�elitele 1 a p), existuj�� podle 2.1 takov�a
cel�a x a y, �ze 1 = a � x+ p � y, tud���z b = abx+ pby. Proto�ze p d�el�� abx i pby, plat��,
�ze p=b.

(2) Induk�cn�� roz�s���ren�� (1).
Zb�yv�a ov�e�rit jednozna�cnost indukc�� podle n.
Je-li n prvo�c��slo (speci�aln�e n = 2), je prvo�c��seln�y rozklad z�rejm�e ur�cen jed-

nozna�cn�e. Plat��-li tvrzen�� pro v�sechna k < n a n = p1 � : : : � pr = q1 � : : : � ps
jsou dva prvo�c��seln�e rozklady, potom podle tvrzen�� Lemmatu existuje takov�e j,
�ze p1=qj . Bez �ujmy na obecnosti m�u�zeme p�redpokl�adat, �ze j = 1. Proto�ze p1
i q1 jsou prvo�c��sla, m�ame p1 = q1. Nyn�� sta�c�� pou�z��t induk�cn�� p�redpoklad pro
p2 � : : : � pr = q2 � : : : � ps < n. �

P�ripome�nme u�zite�cn�y p�r��klad �c��seln�e teoretick�e ekvivalence.

P�r��klad 2.3. Vezm�eme p�rirozen�e �c��slo n � 2 a ozna�cme � (mod n) relaci na
mno�zin�e cel�ych �c��sel Z danou p�redpisem: a � b (mod n) $ n=(a � b). Nen�� t�e�zk�e
si uv�edomit, �ze se jedn�a o ekvivalenci (obvykle se j�� �r��k�a kongruence na Z). Nav��c
si m�u�zeme v�simnout jej��ho t�esn�eho vztahu k zobrazen�� Fn z 1.2, nebot' plat��, �ze
a � b (mod n), pr�av�e kdy�z Fn(a) = Fn(b), tedy kongruence � (mod n) je rovn�a
pr�av�e ekvivalenci kerFn.

D�r��ve ne�z za�cneme pou�z��vat term��n kongruence v mnohem obecn�ej�s�� situaci,
p�ripome�nme si n�ekolik jednoduch�ych vlastnost��, kter�e kongruence na cel�ych �c��slech
m�a:

Pozn�amka 2.4. Pro ka�zd�e a; b; c; d 2 Z a k; n 2 N, kde n > 1, plat��:

(1) jestli�ze a � b (mod n) a c � d (mod n), pak a + c � b + d (mod n),
a� c � b� d (mod n), a � c � b � d (mod n) a ak � bk (mod n),

(2) jestli�ze c 6= 0, pak a � b (mod n), pr�av�e kdy�z a � c � b � c (mod cn),
(3) jestli�ze GCD(c; n) = 1, pak a � b (mod n), pr�av�e kdy�z a � c � b � c (mod n).

D�ukaz. (1) P�redpokl�ad�ame-li, �ze n=(a� b); (c� d), pak

n=(a� b) + (c� d) = (a+ c)� (b+ d);

n=(a� b)� (c� d) = (a� c)� (b� d);

n=(a� b) � c+ b � (c� d) = (a � c)� (b � d)

a posledn�� kongruenci dostaneme induk�cn��m pou�zit��m p�redchoz�� pro a = c a b = d.
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(2) a � b (mod n), n=(a� b), nc=(ac� bc), ac � bc (mod cn).
(3) P�r��m�a implikace plyne okam�zit�e z (1), proto�ze c � c (mod n). Jakmile n=ac�

bc = (a� b)c a c a n jsou nesoud�eln�a �c��sla, pak nutn�e n=(a� b). �

De�nice. Uva�zujme na mno�zin�e A bin�arn�� operaci � a ekvivalenci �. �Rekneme, �ze
� je slu�citeln�a s operac�� �, jestli�ze pro v�sechny takov�e prvky a1; a2; b1; b2 2 A, pro
n�e�z a1 � b1 a a2 � b2 plat��, �ze (a1 � a2) � (b1 � b2).

V Pozn�amce 2.4 jsme tedy zjistili, �ze je kongruence � (mod n) slu�citeln�a s p�riro-
zen�ymi operacemi +, � a � na cel�ych �c��slech.

P�r��klad 2.5. M�ejme kladn�a cel�a �c��sla n1; : : : ; nk a polo�zme n = n1�� � ��nk. Zaved'me

nyn�� na kart�ezsk�em sou�cinu
Qk

i=1 Zni po slo�zk�ach operace +, � a �:

(a1; a2; : : : ; ak) + (b1; b2; : : : ; bk) = (a1 + b1; a2 + b2; : : : ; ak + bk);

(a1; a2; : : : ; ak)� (b1; b2; : : : ; bk) = (a1 � b1; a2 � b2; : : : ; ak � bk);

(a1; a2; : : : ; ak) � (b1; b2; : : : ; bk) = (a1 � b1; a2 � b2; : : : ; ak � bk);

kde od�c��t�an�� ve slo�zk�ach de�nujeme rovn�e�z modulo ni. De�nujme d�ale zobrazen��

G : Z!
Yk

i=1
Zni p�redpisem G(a) = ((a)mod n1; : : : ; (a)mod nk)

a stejn�ym p�redpisem zavedeme i zobrazen�� H : Zn !
Qk

i=1Zni . Ob�e zobrazen�� jsou
op�et slu�citeln�a s operacemi +, operacemi � i operacemi �.

V n�asleduj��c�� pozn�amce budeme uva�zovat operace na kart�ezsk�ych sou�cinech za-
veden�e v P�r��kladu 2.5.

Pozn�amka 2.6 (�C��nsk�a v�eta o zbytc��ch). Necht' n1; n2; : : : ; nk jsou kladn�a cel�a �c��sla
a n = n1 �n2 � � � � �nk. Potom je zobrazen�� H z 2.5 slu�citeln�e s operac�� + a s operac��
�. Nav��c H je bijekce, pr�av�e kdy�z jsou �c��sla n1; n2; : : : ; nk po dvou nesoud�eln�a.

D�ukaz. Nejprve dok�a�zeme zp�etnou implikaci. V P�r��kladu 2.5 jsme si uv�edomili, �ze
je f zobrazen�� slu�citeln�e s ob�ema operacemi. Zb�yv�a nahl�ednout, �ze jde o bijekci.

Proto�ze jsou Zn a
Qk

i=1 Zni stejn�e velk�e kone�cn�e mno�ziny, sta�c�� ov�e�rit, �ze je f
prost�e. Necht' pro a � b 2 Zn plat��, �ze H(a) = H(b). Potom H(b � a) = 0, tedy
ni=b � a pro v�sechna i = 1; : : : ; k. Proto�ze jsou ni po dvou nesoud�eln�a dost�av�ame
z V�ety 2.2 n=b� a. Proto�ze ov�sem 0 � b� a � n� 1, m�ame b = a.

P�r��mou implikaci dok�a�zeme nep�r��mo. Necht' existuj�� indexy i 6= j, pro n�e�z c =
GCD(ni; nj) > 1. Potom n

c 2 Zn n f0g a pro v�sechna r = 1; : : : ; k plat��, �ze nr=
n
c .

To znamen�a, �ze H(0) = (0; : : : ; 0) = H(nc ), tedy H nen�� prost�e. �

�C��nsk�a v�eta o zbytc��ch n�am umo�z�nuje ,,algebraicky"p�resn�e reprezentovat v�et�s��
mno�zinu Zn pomoc�� po�c��t�an�� v men�s��ch mno�zin�ach Zni , co�z je postup, kter�y p�ri
pot�reb�e exaktn��ho po�c��t�an�� s velk�ymi �c��sly lze pou�z��t.

Necht' a0 � a1 jsou dv�e p�rirozen�a �c��sla.

De�nice. Eulerovou funkc�� nazveme zobrazen�� ' : N! N dan�e p�redpisem

'(n) = jfk 2 Znj GCD(k; n) = 1gj:

V�eta 2.7. Bud' p1 < p2 < � � � < pk prvo�c��sla a r1; r2; : : : ; rk kladn�a cel�a �c��sla.

Potom '(
Qk

i=1 p
ri
i ) =

Qk
i=1 '(p

ri
i ) =

Qk
i=1(pi � 1)pri�1i .
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D�ukaz. Nejprve si uv�edom��me pro libovoln�e prvo�c��slo p a kladn�e cel�e �c��slo r, �ze
'(pk) = (p� 1) � pk�1:

�C��slo men�s�� ne�z pk je soud�eln�e s pk pr�av�e tehdy, kdy�z je n�asobkem �c��sla p.
Kladn�ych n�asobk�u �c��sla p men�s��ch ne�z pk je z�rejm�e pr�av�e pk�1. To znamen�a, �ze
naopak kladn�ych �c��sel nesoud�eln�ych s pk m�ame '(pk) = pk � pk�1 = (p� 1)pk�1.

D�ale polo�zme ni = prii a n =
Qk

i=1 ni a uva�zujme zobrazen�� H : Zn !
Qk

i=1 Zni
z Pozn�amky 2.6. Proto�ze jsou n1; : : : ; nk nesoud�eln�a �c��sla, je H podle 2.6 bijekce.

Abychom ov�e�rili rovnost '(
Qk

i=1 p
ri
i ) =

Qk
i=1 '(p

ri
i ), ov�e�r��me v��ce, uk�a�zeme, �ze

zobrazen�� H indukuje bijekci mezi mno�zinami

fa 2 Znj GCD(a; n) = 1g ! f(a1; : : : ; ak) 2
kY
i=1

Zni j GCD(ai; ni) = 18ig:

Ozna�c��me-li pro libovoln�e a 2 Zn polo�zme (a1; : : : ; ak) := H(a), pot�rebujme tud���z
nahl�ednout, �ze GCD(a; n) = 1 pr�av�e tehdy, kdy�z GCD(ai; ni) = 1 pro v�sechna
i = 1; : : : ; k, proto�ze

kY
i=1

'(ni) = j
kY
i=1

fa 2 Zni n f0gj GCD(ai; ni) = 1gj:

Dokazujeme dv�e implikace.
Jestli�ze GCD(a; n) 6= 1, existuje index i, pro n�e�z prvo�c��slo pi d�el�� a, a d��ky

jednozna�cnosti prvo�c��seln�eho rozkladu, tud���z bud' ai = 0 nebo pi d�el�� ai, proto
GCD(ai; ni) 6= 1.

Naopak, jestli�ze GCD(ai; ni) 6= 1, pak existuje d�elitel c > 1 �c��sel ai i ni, proto c
d�el�� i a = ai + xni i n = n1 : : : ni : : : nk.

Kone�cn�e rovnost
Qk

i=1 '(p
ri
i ) =

Qk
i=1(pi � 1)pri�1i plyne okam�zit�e z �uvahy na

za�c�atku d�ukazu. �

3. Asociativn�� bin�arn�� operace

Zkus��me se nyn�� oprostit od konkr�etn�� algebraick�e struktury a uv�a�z��me sice obec-
nou ale velmi jednoduchou situaci mno�ziny opat�ren�e asociativn�� bin�arn�� operac��.
Hlavn��m v�ysledkem t�eto kapitoly bude krom�e p�r��klad�u �rady struktur, kter�e takovou
podm��nku spl�nuj��, p�redev�s��m pozorov�an�� (D�usledek 3.7), �ze mno�zina s asociativn��
operac�� je jist�ym zp�usobem velmi bl��zko mnohem siln�ej�s��mu pojmu grupa, kter�y
zde jako jeden ze z�akladn��ch pojm�u modern�� algebry zavedeme.

P�ripome�nme, �ze bin�arn�� operace � na A je asociativn�� (resp. komutativn��), plat��-li
pro v�sechna x; y; z 2 A rovnost x � (y � z) = (x � y) � z (resp. x � y = y � x).

De�nice. Uva�zujme bin�arn�� operac�� � na mno�zin�e A. Neutr�aln��m prvkem operace
� rozum��me takov�y prvek e 2 A, �ze g � e = e � g = g pro v�sechna g 2 A.

Pozn�amka 3.1. Ka�zd�a bin�arn�� operace m�a nejv�y�se jeden neutr�aln�� prvek.

D�ukaz. Jsou-li e; f dva neutr�aln�� prvky, pak e = e � f = f . �

N�asleduj��c�� p�r��klad ukazuje, �ze se v de�nici neutr�aln��ho prvku nem�u�zeme omezit
jen na jednu ze dvou rovnost��:
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P�r��klad 3.2. Je-li X aspo�n dvouprvkov�a mno�zina a de�nujeme-li na X bin�arn��
operaci � p�redpisem x � y = x, je operace � asociativn��, ale X neobsahuje �z�adn�y
neutr�aln�� prvek. P�ritom dokonce ka�zd�y prvek X spl�nuje prvn�� z rovnost��, kterou je
neutr�aln�� prvek de�nov�an.

De�nice. Necht' � je bin�arn�� operace na mno�zin�e S a 1 je jej�� neutr�aln�� prvek.
�Rekneme, �ze prvek s 2 S je invertibiln��, existuje-li takov�y prvek s�1 2 S, �ze s�1 �s =
s � s�1 = 1. Prvek s�1 nazveme inverzn��m prvkem k prvku s.

P�r��klad 3.3. Uva�zujme T (N) mno�zinu v�sech zobrazen�� p�rirozen�ych �c��sel do sebe s
operac�� skl�ad�an�� � a necht' �(k) = 2k a �(k) = [k2 ]. Pak identick�e zobrazen�� Id je ne-
utr�aln�� vzhledem k �, a plat��, �ze �� = Id a �� 6= Id. Prvky � a � tedy spl�nuj�� pr�av�e
jednu z de�nitorick�ych rovnost�� invertibiln��ho prvku, ov�sem invertibiln�� nejsou.

Mno�zin�e G s bin�arn�� operac�� � budeme �r��kat grupoid (a budeme ps�at G(�)). O
grupoidu G(�) �rekneme, �ze je:

- pologrupa, je-li operace � asociativn��,
- monoid, je-li operace � asociativn�� a v G le�z�� jej�� neutr�aln�� prvek,
- grupa, je-li G(�) monoid, jeho�z ka�zd�y prvek je invertibiln��,
- komutativn�� grupa (nebo abelovsk�a grupa), je-li G(�) grupa a � je komuta-
tivn��.

V P�r��kladech 1.1 a 2.3 jsme p�ripomn�eli asociativn�� a komutativn�� operace + a � na
mno�zin�e cel�ych �c��sel (a v P�r��kladech 1.2 a 2.5 jsme si uv�edomili, �ze asociativitu i ko-
mutativitu spl�nuj�� jimi indukovan�e operace na mno�zin�ach Zn). Jist�e zde nen�� t�reba
opakovat, jak vypadaj�� odpov��daj��c�� neutr�aln�� a invertibiln�� prvky. Uved'me je�st�e
n�ekolik dob�re zn�am�ych, a�c m�en�e element�arn��ch p�r��klad�u asociativn��ch bin�arn��ch
operac��.

P�r��klad 3.4. Necht' n > 1 je p�rirozen�e �c��slo a X nepr�azdn�a mno�zina.
(1) Necht'M(X) je mno�zina v�sech slov, tj. v�sech kone�cn�ych posloupnost�� p��smen

z mno�ziny X. Zaved'me na t�eto mno�zin�e bin�arn�� operaci skl�ad�an�� �: x1 : : : xn �
y1 : : : ym = x1 : : : xny1 : : : ym a d�ale ozna�cme � pr�azdn�e slovo. Snadno nahl�edneme,
�ze je operace � asociativn�� (je-li X aspo�n dvouprvkov�a mno�zina, pak operace nen��
komutativn��) a plat��, �ze � � s = s � � = s pro ka�zd�e s 2M(X), tedy M(X)(�) je tzv.
slovn�� monoid.

(2) Ozna�cme T (X) mno�zinu v�sech zobrazen�� mno�zinyX do sebe. Potom T (X)(�)
tvo�r�� (s operac�� skl�ad�an�� �) (tzv. transforma�cn��) monoid.

(3) �Ctvercov�e matice Mn(T ) nad t�elesem T stupn�e n spolu s n�asoben��m tvo�r��
monoid Mn(T )(�) (neutr�aln��m prvkem je zde jednotkov�a matice).

(4) Zn(�) je kone�cn�y komutativn�� monoid, kter�y nen�� grupou, proto�ze prvek 0
nen�� invertibiln��.

Nestanov��me-li jinak, bude v n�asleduj��c��m 1 ozna�covat neutr�aln�� prvek operace �
(a 0 pro operaci +) a s�1 bude inverzn�� prvek k s vzhledem k operaci � (a �s bude
inverz vzhledem k operaci +).

Pozn�amka 3.5. Bud' S(�) monoid a a; b; c 2 S. Plat��-li, �ze a � b = c � a = 1, potom
b = c je jednozna�cn�e ur�cen�y inverzn�� prvek k prvku a.

D�ukaz. S vyu�zit��m asociativity spo�c��tejme:

c = c � 1 = c � (a � b) = (c � a) � b = 1 � b = b;
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odkud vid��me nejen rovnost b = c, ale i jednozna�cnost, nebot' dva prvky inverzn�� k
a spl�nuj�� podm��nku p�redpokladu. �

Pozn�amka 3.6. Je-li S(�) monoid a s; t 2 S jeho invertibiln�� prvky, pak s � t a s�1

jsou tak�e invertibiln��. Nav��c (s � t)�1 = t�1 � s�1 a (s�1)�1 = s.

D�ukaz. Proto�ze s � s�1 = s�1 � s = 1, je z�rejm�e s�1 invertibiln�� a d��ky 3.5 m�ame
(s�1)�1 = s. Nyn�� sta�c�� dok�azat, �ze je prvek t�1 � s�1 inverzn�� k s � t:

(s � t) � (t�1 � s�1) = s � (t � t�1) � s�1 = s � 1 � s�1 = s � s�1 = 1

a symetricky

(t�1 � s�1) � (s � t) = t�1 � (s�1 � s) � t = t�1 � 1 � t = t�1 � t = 1:

�

Mno�zinu v�sech invertibiln��ch prvk�u monoidu S(�) budeme zna�cit S�. V�simn�eme
si, �ze jsme v p�redchoz�� �uvaze dok�azali, �ze mno�zina S� je uzav�ren�a na operaci �,
uv�edom��me-li si nav��c, �ze 1 2 S�, proto�ze 1 � 1 = 1, dost�av�ame d��ky p�redchoz��
pozn�amce n�asleduj��c�� pozorov�an��:

D�usledek 3.7. Necht' S(�) je monoid. Ozna�c��me-li �S� restrikci �jS��S� operace �
na mno�zinu S� � S�, pak S�(�S�) je grupa.

P�r��klad 3.8. Necht' n > 1 je p�rirozen�e �c��slo a X nepr�azdn�a mno�zina.
(1) Grupa invertibiln��ch prvk�u M(X)(�) obsahuje pouze neutr�aln�� prvek �.
(2) Grupu invertibiln��ch prvk�u transforma�cn��ho monoidu T (X)(�) tvo�r�� pr�av�e

v�sechny bijekce S(X) na mno�zin�e X (mluv��me o symetrick�e grup�e nebo grup�e per-
mutac��).

(3) Grupu invertibiln��ch prvk�u monoidu �ctvercov�ych matic Mn(T )(�) stupn�e n
tvo�r�� pr�av�e v�sechny regul�arn�� matice stupn�e n (zna�c��me je GLn(T )).

(4) Uk�a�zeme, �ze Z�n(�) = fa 2 Znj GCD(a; n) = 1g. Jestli�ze a 2 Z�n, existuj��
x 2 Zn a y 2 Z, pro n�e�z ax + by = 1. Je-li s spole�cn�y d�elitel �c��sel a, n, pak
s=(ax + ny) = 1, proto GCD(a; n) = 1. Necht' naopak GCD(a; n) = 1, potom
d��ky Euklidovu algoritmu existuj�� x 2 Zn a y 2 Z, pro kter�e ax + ny = 1, proto
a�1 = xmod n, tud���z a 2 Z�n. Jednoduch�ym d�usledkem tohoto pozorov�an�� je fakt,
�ze jZ�nj = '(n).

4. Podgrupy

Nyn�� si pozorn�e prohl�edneme ekvivalence na obecn�ych grup�ach, kter�e zcela p�r��-
mo�ca�re zobec�nuj�� kongruence na cel�ych �c��slech. Jako d�usledek souboru element�ar-
n��ch technick�ych pozorov�an�� t�echto ekvivalenc�� dostaneme dv�e velmi d�ule�zit�a tvr-
zen�� o struktu�re grup: Lagrangeovu v�etu, kter�a svazuje d�elitelnost�� velikost grupy
a jej�� podgrupy, a v�etu charakterizuj��c�� v�sechny ekvivalence slu�citeln�e s grupovou
operac�� pomoc�� pojmu norm�aln�� podgrupa.

De�nice. Podgrupou grupy G(�) budeme rozum�et ka�zdou podmno�zinu H mno�ziny
G, kter�a je uzav�ren�a na �, obsahuje prvek 1 a pro jej���z ka�zd�y prvek h 2 H plat��,
�ze h�1 2 H. Norm�aln�� podgrupa je podgrupa H grupy G spl�nuj��c�� nav��c podm��nku
g � h � g�1 2 H pro ka�zd�e g 2 G a h 2 H.
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Proto�ze podle 3.6 pro ka�zd�y prvek g grupy G(�) plat��, �ze (g�1)�1 = g , mohli jsme
norm�aln�� podgrupu H tak�e ekvivalentn�e de�novat tak�e symetrickou podm��nkou
g�1 � h � g 2 H pro ka�zd�e g 2 G a h 2 H.

Pozn�amka 4.1. Necht' G(�) je grupa, H a Hi, i 2 I jej�� podgrupy.

(1) H(�) tvo�r�� s operac�� omezenou na mno�zinu H op�et grupu,
(2)

T
i2I Hi je podgrupa grupy G(�),

(3) jsou-li v�sechny podgrupy Hi norm�aln��, pak je i podgrupa
T
i2I Hi norm�aln��,

(4) je-li G(�) komutativn�� grupa, pak je podgrupa H v�zdy norm�aln��.

D�ukaz. (1) Plyne okam�zit�e z de�nice podgrupy a vlastnost�� operace � na G (srovnej
s 3.6).

(2) 1 2 Hi pro v�sechna i 2 I podle, tedy 1 2
T
i2I Hi. Zvolme libovoln�e a; b 2T

i2I Hi. Potom a � b 2 Hi pro ka�zd�e i 2 I d��ky uzav�renosti Hi na operaci �,
tedy a � b 2

T
i2I Hi. Podobn�e podle de�nice a�1 2 Hi pro ka�zd�e i 2 I, proto

a�1 2
T
i2I Hi.

(3) Zvolme h 2
T
i2I Hi a g 2 G. Pak g � h � g�1 2 Hi pro v�sechna i 2 I, a tud���z

g � h � g�1 2
T
i2I Hi.

(4) D��ky komutativit�e bin�arn�� operace plat�� pro ka�zd�e g 2 G a h 2 H, �ze g � h �
g�1 = g � g�1 � h = h 2 H. �

P�r��klad 4.2. (1) V�simn�eme si, �ze v ka�zd�e grup�e G(�) tvo�r�� mno�ziny f1g a G (tzv.
trivi�aln��) p�r��klady norm�aln��ch podgrup.

(2) Uva�zujme grupu permutac�� na mno�zin�e f1; : : : ; ng, obvykle se zna�c�� Sn(�)
(viz tak�e 3.8(2)). Snadno nahl�edneme, �ze mno�zina v�sech sud�ych permutac�� An

je norm�aln�� podgrupou Sn(�). Nav��c lze (element�arn��mi prost�redky) dok�azat, �ze
grupa Sn(�) neobsahuje pro n 6= 4 jin�e norm�aln�� podgrupy ne�z fIdg, Sn a An

(v p�r��pad�e S4 se vyskytuje je�st�e jedna tzv. Kleinova norm�aln�� podgrupa K =
fId; (12)(34); (13)(24); (14)(23)g). Uved'me alespo�n p�r��klad zjevn�e podgrupy T =
fId; (12)g grupy S3, kter�a nen�� norm�aln��, proto�ze nap�r��klad (13) � (12) � (13)�1 =
(23) 62 T .

(3) Proto�ze det(A � B) = det(A) � det(B), snadno spo�c��t�ame, �ze mno�ziny S =
fA 2 GLn(T )j det(A) = 1g a P = fA 2 GLn(T )j det(A) = �1g jsou norm�aln��
podgrupy grupy GLn(T )(�).

(4) Uva�zujeme-li komutativn�� grupu cel�ych �c��sel Z(+) (s neutr�aln��m prvkem 0
a inverzn��mi prvky zna�cen�ymi standardn�e symbolem �), potom mno�ziny tvaru
nZ = fn � zj z 2 Zg jsou pro ka�zd�e nez�aporn�e cel�e n podgrupou grupy Z(+)
(viz 1.1). Naopak, uva�zujme libovolnou nenulovou podgrupu P grupy Z(+). Proto�ze
P obsahuje n�ejak�y nenulov�y prvek a s ka�zd�ym a 2 P je i �a 2 P , le�z�� v P jist�e
n�ejak�y kladn�y prvek a my m�u�zeme zvolit nejmen�s�� kladn�e �c��slo obsa�zen�e v P ,
ozna�cme ho n. Uka�zme, �ze nutn�e P = nZ. Indukc�� d��ky uzav�renosti P na s�c��t�an��
nahl�edneme, �ze 2n = n + n 2 P , 3n 2 P , . . . , kn 2 P , . . . , pro ka�zd�e p�rirozen�e
k. Proto�ze �n 2 P , dostaneme stejn�ym argumentem, �ze nZ � P . Nyn�� zvolme
libovoln�e a 2 P . Potom vyd�el��me se zbytkem �c��slo a �c��slem n, t.j. najdeme cel�e q
a nez�aporn�e cel�e z < n, pro kter�a a = qn + z. Z uzav�renosti P na + pou�zit�e pro
prvky a;�qn 2 P plyne, �ze z = a+ (�qn) 2 P , a z minimality volby n dost�av�ame,
�ze z = 0, tedy nZ = P .

Necht' H a K jsou dv�e podmno�ziny grupy G(�) a g 2 G. Ozna�cme mno�ziny
H � K = fh � kj h 2 H; k 2 Kg, gH = fggH a Hg = Hfgg. V p�r��pad�e grup s
operac�� � budeme �casto ps�at hk m��sto h � k a HK m��sto H �K.
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P�r��klad 4.3. (1) M�ejme dv�e norm�aln�� podgrupy H a K grupy G(�). Pak pro ka�zd�e
h0 2 H a k 2 K existuje h1 2 H, pro kter�e k � h0 � k�1 = h1, tedy k � h0 =
h1 � k a KH � HK. Symetrick�y argument dokazuje i obr�acenou inkluzi, proto
KH = HK. Nyn�� snadno nahl�edneme, �ze je sou�cin HK rovn�e�z podgrupou G(�):
z�rejm�e 1 = 1 � 1 2 HK a zvol��me-li h0; h1 2 H a k0; k1 2 K, potom (h0 � k0)�1 =
k�10 � h�10 2 KH = HK a d�ale existuje takov�e h2 2 H, �ze k0 � h1 = h2 � k0, proto
h0 � k0 � h1 � k1 = h0 � h2 � k0 � k1 2 HK. Kone�cn�e vezmeme-li libovoln�e prvky g 2 G,
h 2 H a k 2 K, pak plat�� g � h � k � g�1 = (g � h � g�1) � (g � k � g�1) 2 HK d��ky
p�redpokl�adan�e normalit�e obou podgrup. Vid��me, �ze ,,sou�cin"norm�aln��ch podgrup
(nap�r��klad tedy sou�cin libovoln�ych podgrup komutativn�� grupy) d�av�a op�et norm�aln��
podgrupu. Poznamenejme, �ze sou�cin podgrup, kter�e norm�aln�� nejsou, v�ubec nemus��
b�yt podgrupou (sta�c�� uv�a�zit nap�r��klad podgrupy H = fId; (12)g a K = fId; (13)g
grupy S3).

(2) Uva�zujeme-li komutativn�� grupu A(+) a H, K jej�� podgrupy, pak H +K =
fh+ kj h 2 H; k 2 Kg je podle p�redchoz��ho pozorov�an�� op�et podgrupa. Speci�aln�e,
vezmeme-li grupu cel�ych �c��sel Z(+), pak 30Z + 54Z = f30x + 54yj x; y 2 Zg =
GCD(30; 54)Z = 6Z. V�simn�eme si tak�e, �ze 30Z \ 54Z = fz 2 Zj 30=z; 54=zg =
lcm(30; 54)Z = 270Z.

De�nice. Je-li G(�) grupa H � G, de�nujme na G relace rmod H a lmod H:

(a; b) 2 rmod H , a � b�1 2 H

(a; b) 2 lmod H , a�1 � b 2 H

Pozn�amka 4.4. Necht' G(�) je grupa a H jej�� podgrupa. Potom plat��:

(1) rmod H i lmod H jsou ekvivalence na G,
(2) (a; b) 2 rmod H , (a�1; b�1) 2 lmod H pro ka�zd�e a; b 2 G,
(3) jG=rmod Hj = jG=lmod Hj,
(4) rmod H = lmod H, pr�av�e kdy�z je H norm�aln�� podgrupa G(�),
(5) [a]rmod H = Ha a [a]lmod H = aH pro ka�zd�e a 2 G,
(6) j[a]rmod H j = j[a]lmod H j = jHj pro ka�zd�e a 2 G.

D�ukaz. (1) Tvrzen�� dok�a�zeme jen o rmod H, pro lmod H bude d�ukaz symetrick�y.
Podgrupa H obsahuje neutr�aln�� prvek 1, proto pro ka�zd�e a 2 G m�ame a �a�1 = 1 2
H, tedy (a; a) 2 rmod H. P�redpokl�ad�ame-li, �ze (a; b) 2 rmod H, pak a � b�1 2 H,
proto i b � a�1 = (a � b�1)�1 2 H (podle 3.5 a 3.6), tud���z (b; a) 2 rmod H. Nyn��
p�redpokl�adejme, �ze (a; b); (b; c) 2 rmod H, co�z podle de�nice na�s�� relace znamen�a,
�ze a�b�1; b�c�1 2 H. Z uzav�renosti H na bin�arn�� operaci plyne, �ze (a�b�1)�(b�c�1) 2
H, tedy a � c�1 = a � b�1 � b � c�1 2 H a (a; c) 2 rmod H. T��m jsme ov�e�rili, �ze je
relace rmod H reexivn��, symetrick�a a tranzitivn��.

(2) D��ky 3.6 m�ame rovnost a � b�1 = (a�1)�1 � b�1, proto a � b�1 2 H , (a�1)�1 �
b�1 2 H, �c��m�z jsme dokon�cili d�ukaz.

(3) Podle (2) je zobrazen�� [a]rmod H ! [a�1]lmod H korektn�e de�novanou bijekc��,
tedy faktorov�e mno�ziny G=rmod H a G=lmod H maj�� stejn�e prvk�u.

(4) P�redpokl�adejme, �ze rmod H = lmod H a zvolme h 2 H a g 2 G. Potom
(g �h)�1 �g = h�1 �g�1 �g = h�1 2 H, tedy (g �h; g) 2 lmod H = rmod H. Z de�nice
rmod H dostaneme g � h � g�1 2 H.

Nyn�� p�redpokl�adejme, �ze je H norm�aln�� podgrupa grupy G(�). Zvol��me-li (a; b) 2
rmod H, v��me, �ze a � b�1 2 H. Podle de�nice norm�aln�� podgrupy b�1 � a = b�1 �
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a � b�1 � (b�1)�1 2 H, tedy (b; a) 2 lmod H a d��ky (1) (a; b) 2 lmod H, �c��m�z jsme
ov�e�rili, �ze rmod H � lmod H. Symetrick�y argument dokazuje obr�acenou implikaci.

(5) Op�et se budeme v�enovat jen ekvivalenci rmod H. Pou�zijeme de�nici rozkla-
dov�e t�r��dy:

[a]rmod H = fb 2 Gj (a; b) 2 rmod Hg = fb 2 Gj 9h 2 H : a � b�1 = hg =

= fb 2 Gj 9h 2 H : b = h�1 � ag = fb 2 Gj 9h0 2 H : b = h0 � ag = Ha:

(6) De�nujme zobrazen�� b : H ! Ha (resp. H ! aH) p�redpisem b(h) = h � a
(resp. b(h) = a �h). Z�rejm�e jde o zobrazen�� na Ha (resp. na aH) a p�redpokl�adejme,
�ze b(h0) = b(h1), tedy h0 �a = h1 �a. Tuto rovnost zprava (resp. zleva) p�ren�asob��me
hodnotou a�1, abychom dostali h0 = h0 � a � a�1 = h1 � a � a�1 = h1. Tedy b je
bijekce a v�sechny mno�ziny H, aH, Ha maj�� stejn�y po�cet prvk�u. Nyn�� zb�yv�a pou�z��t
(5). �

De�nice. Bud' H podgrupa grupy G(�). Potom �c��slu [G : H] = jG=rmod Hj
(= jG=lmod Hj podle 4.4) budeme �r��kat index podgrupy H v grup�e G a velikosti
jGj mno�ziny G budeme �r��kat �r�ad grupy G.

V�eta 4.5 (Lagrange). Je-li H podgrupa grupy G(�), pak jGj = [G : H] � jHj.

D�ukaz. Podle 4.4(1) je rmod H ekvivalence, proto G = _S
A2G=rmod HA, kde sjed-

nocujeme disjunktn�� mno�ziny. Vyu�zijeme-li d�ale poznatek 4.4(6), kter�y �r��k�a, �ze
v�sechny ekvivalen�cn�� t�r��dy maj�� po�cet prvk�u stejn�y jako mno�zina H, pak dost�av�ame

jGj = j
�[
A2G=rmod H

Aj =
X

A2G=rmod H

jAj =
X

A2G=rmod H

jHj = [G : H] � jHj:

�

D�usledek 4.6. Je-li G(�) kone�cn�a grupa, potom �r�ad ka�zd�e jej�� podgrupy d�el�� �r�ad
grupy G.

P�r��klad 4.7. Z p�redchoz��ho d�usledku okam�zit�e plynou n�asleduj��c�� pozorov�an��:
(1) Grupa prvo�c��seln�eho �r�adu obsahuje jen trivi�aln�� podgrupy, tedy G a f1g.
(2) Proto�ze jS10j = 10! a 11 ned�el�� 10!, permuta�cn�� grupa �r�adu S10(�) neobsahuje

�z�adnou podgrupu �r�adu 11.
(3) Jsou-li H a K dv�e kone�cn�e podgrupy n�ejak�e grupy G(�) a plat��-li, �ze jsou

�r�ady H a K nesoud�eln�e, pak H \K = f1g.

V�eta 4.8. Necht' G(�) je grupa a � relace na G. Pak � je ekvivalence slu�citeln�a
s operac�� � pr�av�e tehdy, kdy�z H = [1]� je norm�aln�� podgrupa G(�) a � = rmod H
(= lmod H).

D�ukaz. ()) Nejprve p�redpokl�adejme, �ze je � je ekvivalence slu�citeln�a s operac�� �.
Proto�ze je � reexivn�� relace, le�z�� 1 v t�r��d�e [1]�. Zvolme a; b 2 [1]� a g 2 G. Vid��me,
�ze (1; a); (1; b) 2 �, nav��c, z reexivity � plyne, �ze (a�1; a�1); (g�1; g�1); (g; g) 2
�. Nyn�� vyu�zijeme slu�citelnosti � s �, abychom dostali, �ze (1 � 1; a � b) 2 �, d�ale
�ze (1 � a�1; a � a�1) 2 � a (g � 1 � g�1; g � a � g�1) 2 �. Vyu�zijeme-li vlastnost��
neutr�aln��ho prvku a symetrie �, vid��me, �ze (1; a � b); (1; a�1); (1; g �a � g�1) 2 �, tedy
a � b; a�1; g � a � g�1 2 [1]�, �c��m�z m�ame ov�e�reno, �ze je [1]� norm�aln�� podgrupa G(�).
P�ripome�nme, �ze podle 4.4(4) rmod [1]� = lmod [1]�.

Nyn�� bychom m�eli dok�azat, �ze (a; b) 2 �, pr�av�e kdy�z (a; b) 2 lmod [1]�. Jestli�ze
nejprve (a; b) 2 �, potom (1; a�1 � b) = (a�1 � a; a�1 � b) 2 �, proto�ze je � ekvivalence
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slu�citeln�a s �, tedy (a; b) 2 lmod [1]�. Naopak, zvol��me-li (a; b) 2 lmod [1]�, pak
(a; b) = (a � 1; a � a�1 � b) 2 �.

(() P�redpokl�adejme, �ze je H norm�aln�� podgrupa G(�) a de�nujme relaci � jako
rmod H (tj. (a; b) 2 � $ a � b�1 2 H). Podle 4.4(1) je � ekvivalence a p�r��m�ym
v�ypo�ctem zjist��me, �ze [1]� = H. Zvolme nyn�� (a0; b0); (a1; b1) 2 �, tj. a0 � b

�1
0 i

a1 � b
�1
1 jsou prvky H. Nyn�� pou�zijeme normalitu H, abychom dostali, �ze b�10 � a0 =

b�10 � (a0 �b
�1
0 ) �b0 2 H. Uzav�renost H na � zaru�cuje, �ze b�10 �a0 �a1 �b

�1
1 2 H a dal�s��m

vyu�zit��m normality z��sk�ame a0 � a1 � (b0 � b1)�1 = b0 � (b
�1
0 � a0 � a1 � b

�1
1 ) � b�10 2 H,

tedy (a0 � a1; b0 � b1) 2 �, �c��m�z jsme ov�e�rili slu�citelnost � s s operac�� �. �

V�simn�eme si, �ze kongruence � (mod n) na mno�zin�e Z(+) popsan�a v P�r��kladu 2.3
je pr�av�e ekvivalenc�� rmodnZ = lmodnZ.

Vezmeme-li si nap�r��klad pro grupu H = fid; (12)g grupy permutac�� S3(�), kter�a
podle 4.2(2) nen�� norm�aln��, ekvivalence rmodH podle p�redchoz�� v�ety nen�� slu�citeln�a
s operac�� � a podle 4.4(4) plat�� rmodH 6= lmodH.

5. Izomorfismy a faktorov�e grupy

V t�eto kapitole se sezn�am��me s homomor�smy, tedy se zobrazen��mi grup, kter�e
budou s to p�ren�a�set n�ekter�e jejich vlastnosti. Mimo�r�adn�e m��sto mezi homomor�smy
zauj��maj�� bijektivn�� homomor�smy, jim�z budeme �r��kat izomor�smy. Nahl�edneme, �ze
na faktorizaci nosn�e mno�ziny grupy, kter�a umo�z�nuje op�etovn�e zaveden�� odpov��daj��c��
grupov�e struktury, lze p�rirozen�e nahl���zet prost�rednictv��m homomor�sm�u . Hlavn��m
v�ysledkem kapitoly budou dv�e v�ety o izomor�smu, kter�e nab��zej�� technicky velmi
p�r��jemn�e uchopen�� faktorizace.

De�nice. Zobrazen�� f : G ! H grup G(�) a H(�) slu�citeln�e s jejich bin�arn��mi
operacemi se naz�yv�a (grupov�y) homomor�smus. Bijektivn�� homomor�smus budeme
naz�yvat izomor�smus. Podmno�zin�e Kerf = fg 2 Gj f(g) = 1g i relaci ker f =
f(g1; g2) 2 G�Gj f(g1) = f(g2)g budeme �r��kat j�adro homomor�smu. Jestli�ze mezi
dv�ema grupami G1 a G2 existuje izomor�smus, �r��k�ame, �ze G1 a G2 jsou izomorfn��
a p���seme G1

�= G2.

Je-li f : G! H zobrazen��, A � G a , p�ripome�nme, �ze obrazem f(A) podmno�ziny
A � G rozum��me podmno�zinu ff(a)j a 2 Ag mno�ziny H a �upln�ym vzorem f�1(B)
podmno�ziny B � H rozum��me podmno�zinu fg 2 Gj 9b 2 B : f(g) = bg mno�ziny H.
V�simn�eme si, �ze symbol f�1(B) m�a dobr�y v�yznam i v p�r��pad�e, �ze zobrazen�� f nen��
bijekce, a tedy nem�ame k dispozici inverzn�� zobrazen��. Je-li f : G ! H grupov�y
homomor�smus, pak si d�ale v�simneme, �ze f�1(f1g) = Kerf a �ze f(Kerf) = f1g.

Pozn�amka 5.1. Necht' G1(�), G2(�) a G3(�) jsou grupy a f : G1 ! G2 a g : G2 !
G3 jsou homomor�smy.

(1) f(1) = 1 a f(a�1) = (f(a))�1 pro ka�zd�e a 2 G
(2) gf je homomor�smus,
(3) je-li f bijekce, pak f�1 je izomor�smus,
(4) obraz g(H) je podgrupa G3(�) a �upln�y vzor f�1(H) je podgrupa G1(�) pro

ka�zdou podgrupu H grupy G2(�),
(5) Kerf je norm�aln�� podgrupa G1(�) a ker f = rmod Kerf = lmod Kerf je

ekvivalence slu�citeln�a s operac�� � na G1,
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(6) f je prost�y homomor�smus, pr�av�e kdy�z Kerf = f1g a to nast�av�a, pr�av�e
kdy�z ker f = id.

D�ukaz. (1) Proto�ze f(1) = f(1 � 1) = f(1) � f(1), sta�c�� rovnost f(1) = f(1) � f(1)
p�ren�asobit prvkem f(1)�1, abychom dostali 1 = f(1)�f(1)�1 = f(1)�f(1)�f(1)�1 =
f(1). D�ale 1 = f(1) = f(a�1 �a) = f(a�1) � f(a) a podobn�e 1 = f(a) � f(a�1), proto
f(a�1) = (f(a))�1.

(2) Je-li a; b 2 G1, pak gf(a � b) = g(f(a) � f(b)) = g(f(a)) � g(f(b)).
(3) Sta�c�� ov�e�rit, �ze f�1 je homomor�smus. Zvol��me-li c; d 2 G2, potom f(f�1(c) �

f�1(d)) = c � d, proto f�1(c) � f�1(d) = f�1(c � d).
(4) Nejprve uk�a�zeme, �ze je g(H) podgrupa G3(�). Podle 5.1(1) je 1 = g(1) 2

g(H). Vezm�eme u; v 2 g(H), tj. existuj�� c; d 2 H, pro kter�a g(c) = u a g(d) = v.
Proto�ze c �d; c�1 2 H, dost�av�ame p�r��mo z de�nice, �ze u � v = g(c) � g(d) = g(c �d) 2
g(H), a u�1 = g(c)�1 = g(c�1) 2 g(H) podle 5.1(1).

Poznamenejme, �ze 1 2 f�1(H) a zvolme a; b 2 f�1(H), tj. f(a); f(b) 2 H. Potom
op�et f(a) � f(b) = f(a � b) 2 H, a f(a�1) = f(a)�1 2 H, tedy a � b; a�1 2 f�1(H),
proto je f�1(H) podgrupa.

(5) Proto�ze f1g je podgrupa G2(�) a Kerf = f�1(f1g), je Kerf podgrupa podle
(3). Vezmeme-li libovoln�e g 2 G1 a h 2 Kerf , potom

f(g � h � g�1) = f(g) � f(h) � f(g�1) = f(g) � 1 � f(g)�1 = 1;

tedy g � h � g�1 2 Kerf . Zb�yv�a si uv�edomit, �ze f(a) = f(b) , f(a) � f(b)�1 = 1 ,
f(a � b�1) = 1 , a � b�1 2 Kerf . Kone�cn�e ker f = rmod Kerf = lmod Kerf je
ekvivalence podle 4.8.

(6) Je-li f prost�e, pak existuje jedin�y vzor jednotky, tedy Kerf = f1g a jestli�ze
ker f = id, pak je z�rejm�e f prost�e. Kone�cn�e, jestli�ze Kerf = f1g, potom ker f =
rmod Kerf = rmod f1g = id podle (4). �

P�r��klad 5.2. (1) Jsou-li U a V dva vektorov�e prostory nad t�ym�z t�elesem a f :
U ! V je line�arn�� zobrazen��, pak je f homomor�smus grup U(+) a V (+), kde je
+ s�c��t�an��m vektor�u.

(2) V r�amci kurzu line�arn�� algebry bylo dok�az�ano, �ze znam�enko sou�cinu permu-
tac�� je rovno sou�cinu jejich znam�enek, tedy, �ze sgn : Sn ! f1;�1g je homomor�smus
grup permutac�� na n prvc��ch a grupy f1;�1g(�). Snadno nahl�edneme, Ker sgn = An,
co�z je podle 5.1 norm�aln�� podgrupa grupy Sn.

(3) Rovn�e�z v line�arn�� algeb�re se dokazuje, �ze determinant det je homomor�smus
z grupy regul�arn��ch matice n � n nad t�elesem T do multiplikativn�� grupy t�elesa
T n f0g(�) je homomor�smus a tedy Ker det je d��ky 5.1 norm�aln�� podgrupa matice
s determinantem 1 .

Je-li G mno�zina a � ekvivalence na G, pak p�rirozenou projekci na faktorovou
mno�zinu G=� rozum��me zobrazen�� �� : G ! G=� dan�e podm��nkou ��(g) = [g]�,
kde g 2 G. V�simn�eme si, �ze ker�� = �.

V�eta 5.3. Necht' G(�) je grupa a � ekvivalence na G slu�citeln�a s �. Na faktorov�e
mno�zin�e G=� de�nujeme operaci � p�redpisem [a]� � [b]� = [a � b]�. Tato de�nice je
korektn��, G=�(�) je op�et grupa a p�rirozen�a projekce �� je homomor�smus.

D�ukaz. Abychom ov�e�rili korektnost de�nice, mus��me uk�azat, �ze de�nice nez�avis��
na volb�e z�astupce ekvivalen�cn��ch t�r��d. M�ejme tedy [a]� = [c]� a [b]� = [d]�, tj.
(a; c); (b; d) 2 �. Potom d��ky slu�citelnosti � s operac�� m�ame (a � b; c � d) 2 �, proto
[a � b]� = [c � d]�.
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Vezmeme-li [a]�; [b]�; [c]� 2 �, pak p�r��mo z de�nice vid��me, �ze

[a]� � ([b]� � [c]�]) = [a � (b � c)]� = [(a � b) � c]� = ([a]� � [b]�)� [c]�;

tedy operace � je asociativn��. To, �ze je neutr�aln��m prvkem pr�av�e [1]� a inverzn��m
prvkem k prvku [a]� pr�av�e prvek [a�1]�, dostaneme p�r��m�ym v�ypo�ctem. Kone�cn�e
��(a � b) = [a � b]� = [a]� � [b]� = ��(a)� ��(b) z de�nice. �

Grupu zavedenou na faktorov�e mno�zin�e budeme naz�yvat faktorovou grupou.
V�eta 4.8, kter�a �r��k�a, �ze ka�zd�e ekvivalenci � slu�citeln�e s bin�arn�� operac�� na grup�e
jednozna�cn�e odpov��d�a norm�aln�� podgrupa H = [1]�, n�am umo�z�nuje faktorovou
mno�zinu zapisovat ve tvaru G=H, tedy G=H := G=rmodH.

Nav��c je b�e�zn�e, �ze se operace na faktorov�e grup�e ozna�cuje stejn�e jako operace
na p�uvodn�� grup�e. Obvykl�y z�apis faktorov�e grupy G=�(�) bude tedy G=H(�), kde
H = [1]� a [a]� � [b]� = [a � b]�. Podobn�e budeme p�rirozenou projekci G na G=H
ozna�covat symbolem �H a m��sto [a]� budeme ps�at [a]H = aH = Ha (posledn��
rovnosti plat�� podle 4.4(4) a (5)).

P�r��klad 5.4. Uv�a�z��me-li na grup�e Z(+) ekvivalenci � (mod n) zavedenou v
P�r��kladu 2.3, jedn�a se o ekvivalenci slu�citelnou s operac�� + a [0]�(mod n) = nZ, tedy
� (mod n) = rmod nZ a na faktorov�e mno�zin�e Z=nZ = Z=(� (mod n)) m�ame
dob�re zavedenu strukturu grupy Z=nZ(+) p�redpisem [a]�(mod n) + [b]�(mod n) =
[a+ b]�(mod n).

V�eta 5.5. Necht' f : G1 ! G2 je homomor�smus grup G1(�) a G2(�).
(1)(V�eta o homomor�smu) Je-li H norm�aln�� podgrupa G1(�), pak existuje ho-

momor�smus g : G1=H ! G2 spl�nuj��c�� podm��nku g�H = f pr�av�e tehdy, kdy�z
H � Kerf (tj. rmodH � rmod Kerf). Nav��c, jestli�ze g existuje, je g izomor�smus,
pr�av�e kdy�z f je na a Kerf = H.

(2)(1. v�eta o izomor�smu) f(G1) je podgrupa G2 (tedy op�et grupa) a G1=Kerf(�)
je izomorfn�� f(G1)(�).

D�ukaz. (1) Nejprve p�redpokl�adejme, �ze existuje homomor�smus g : G1=H ! G2

spl�nuj��c�� g�H = f , tedy g([a]H) = f(a). Zvolme a 2 H. Pak [a]H = H = [1]H
je neutr�aln�� prvek grupy G1=H(�), a proto f(a) = g([a]H) = 1 podle 5.1(1). Tedy
a 2 Kerf , �c��m�z jsme ov�e�rili, �ze H � Kerf .

Naopak, necht' H � Kerf . Mus��me ov�e�rit, �ze jedin�a mo�zn�a de�nice g dan�a
p�redpisem g([a]H) = f(a) je korektn��. Vezm�eme proto [a]H = [b]H . Potom a � b�1 2
H � Kerf , tedy 1 = f(a � b�1) = f(a) � f(b)�1 podle 5.1(1), a proto f(a) = f(b).
Kone�cn�e

g([a]H � [b]H) = g([a � b]H) = f(a � b) = f(a) � f(b) = g([a]H) � g([b]H);

tedy g je homomor�smus.
Zb�yv�a ov�e�rit z�av�ere�cnou ekvivalenci. P�redn�e si uv�edomme, �ze g(G1=H) = f(G1),

tedy g je na, pr�av�e kdy�z je f na. Necht' je g nav��c prost�e a zvolme a 2 Kerf .
Pak g([a]H) = f(a) = 1. Proto�ze g([1]H) = g(H) = 1, plyne z prostoty g, �ze
[a]H = H, tedy a 2 H. Ov�e�rili jsme, �ze Kerf � H, a proto�ze u�z v��me, �ze H � Kerf ,
m�ame rovnost H = Kerf . Kone�cn�e p�redpokl�adejme, �ze g([a]H) = g([b]H). Potom
f(a) = f(b) a a � b�1 2 Kerf = H. Tud���z (a; b) 2 rmodH a [a]H = [b]H , �c��m�z jsme
ov�e�rili, �ze je g prost�e.

(2) Z 5.1(5) dost�av�ame, �ze f(G1) je podgrupa G2. Omez��me-li obor hodnot zob-
razen�� f , m�u�zeme ho ch�apat jako homomor�smus f : G1 ! f(G1). Nyn�� aplikujeme
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(1) pro H = Kerf a dostaneme p�r��mo po�zadovan�y izomor�smus g : G1=Kerf !
f(G1). �

V�eta 5.6 (2. v�eta o izomor�smu). Necht' G(�) je grupa a H, K jej�� norm�aln�� pod-
grupy. Jestli�ze H � K , pak K=H je norm�aln�� podgrupa grupy G=H(�) a faktorov�a
grupa G=K(�) je izomorfn�� grup�e (G=H)=(K=H)(�).

D�ukaz. Nejprve pou�zijeme 5.5(1) pro homomor�smy �K : G ! G=K (jako f z
5.5(1)) a �H : G ! G=H (jako �H z 5.5(1)). Proto�ze podle p�redpokladu H �
K = Ker�K , d�av�a n�am 5.5(1) homomor�smus g : G=H ! G=K spl�nuj��c�� vztah
g([a]H) = [a]K . V�simn�eme si, �ze je g zjevn�e na. Nyn�� p�r��mo�ca�re spo�c��t�ame Kerg =
f[a]H 2 G=Hj g([a]H) = [a]K = [1]Kg = K=H. Poznamenejme, �ze je Kerg = K=H
norm�aln�� podgrupa G=H(�) podle 5.1(5). Nyn�� pro homomor�smus g vyu�zijeme
5.5(2), abychom dostali G=K = g(G=H) �= (G=H)=Kerg = (G=H)=(K=H). �

M�ame-li tedy homomor�smus Fn : Z ! Zn grupy Z(+) do grupy Zn(+) s
po�c��t�an��m modulo n dan�y p�redpisem Fn(k) = (k)mod n, potom 5.5(2) zaji�st'uje
izomor�smus Z=Ker Fn(+) �= Zn(+). Nav��c je zjevn�e (a; b) 2 ker Fn, pr�av�e kdy�z
n=(a� b), a Ker Fn = nZ.

6. Cyklick�e grupy

V n�asleduj��c�� kapitole omez��me z�ab�er na�seho zkoum�an�� na grupy, kter�e jsou
ur�ceny jedin�ym prvkem a obvykle se naz�yvaj�� cyklick�e. Nejen, �ze z�ahy nahl�edneme,
�ze jsou nutn�e komutativn��, ale uk�a�zeme, �ze jich je m�alo a �ze je v�sechny u�z zn�ame,
konkr�etn�e, �ze jsou izomorfn�� n�ekter�e z grup Z(+) a Zn(+) pro n 2 N. S vyu�zit��m
d�elitelnosti se proto uk�a�ze, �ze v��me dost o jejich struktu�re.

Nejprve ov�sem p�ripome�nme, �ze podle 4.1(2) je pr�unik libovoln�eho syst�emu pod-
grup zase podgrupou. Uv�a�z��me-li grupu G(�) a podmno�zinu X � G, pak pr�unik
v�sech podgrup G(�) obsahuj��c��ch X je rovn�e�z podgrupou obsahuj��c�� X, ozna�cme ho
hXi, zjevn�e se jedn�a o nejmen�s�� takovou podgrupu vzhledem k inkluzi. Speci�aln�e
budeme ps�at hgi m��sto hfggi, je-li g 2 G.

De�nice. Bud' G(�) grupa a X � G. Podgrupu hXi nazveme podgrupu G(�) gene-
rovanou mno�zinou X. �Rekneme, �ze G(�) je cyklick�a grupa, existuje-li takov�y prvek
g 2 G, �ze hgi = G.

P�r��klad 6.1. (1) Z(+) je cyklick�a grupa, kde Z = h1i = h�1i.
(2) Zn(+) je pro ka�zd�e p�rirozen�e n cyklick�a grupa s operacemi de�novan�ymi

modulo n, kde Zn = hai, pr�av�e kdy�z GCD(a; n) = 1.

Necht' G(�) je grupa a 2 G. De�nujme indukc��:

a0 = 1,
an = an�1 � a pro ka�zd�e n > 0,
an = (a�1)�n pro ka�zd�e n < 0.

Pozn�amka 6.2. Necht' G(�) je grupa a a 2 G. Zobrazen�� � : Z! G dan�e p�redpisem
�(n) = an je homomor�smus grupy Z(+) do grupy G(�) a �(Z) = hai = fanj n 2
Zg.

D�ukaz. Pot�rebujeme pro ka�zdou dvojici m;n 2 Z ov�e�rit, �ze �(n +m) = an+m =
an �am = �(n) ��(m). P�ritom an+m = an �am zjevn�e plat�� pro ob�e nez�aporn�a a ob�e
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z�aporn�am;n. Je-li n z�aporn�e am+n nez�aporn�e, pak an�am = (a�1)�n�am = an+m.
Podobn�e pro n z�aporn�e, m kladn�e a m+n z�aporn�e m�ame an �am = (a�1)�n �am =
(a�1)�n�m = an+m.

Z�av�erem poznamenejme, �ze �(Z) je pr�av�e tvaru �(Z) = fanj n 2 Zg, a proto se
jedn�a o nejmen�s�� podgrupu G(�) obsahuj��c�� a. �

D�usledek 6.3. Necht' G(�) je grupa a a 2 G. Potom pro ka�zd�e n;m 2 Z plat��, �ze
a�n = (an)�1 a (an)m = anm.

V�eta 6.4. Bud' G(�) cyklick�a grupa.

(1) Je-li G nekone�cn�a, pak G(�) �= Z(+).
(2) Je-li n = jGj kone�cn�e, pak G(�) �= Zn(+).

D�ukaz. Vezm�eme n�ejak�y gener�ator g cyklick�e grupy G(�), tedy hgi = G a de�nujme
zobrazen�� � : Z! G dan�e p�redpisem �(n) = gn. Podle 6.2 jde o homomor�smus a
�(Z) = hgi = G, tedy � je zobrazen�� na. Nyn�� podle 5.5(2) je Z=Ker�(+) �= G(�).
Zb�yv�a si rozmyslet, jak vypad�a Z=Ker�. Z 4.2(4) v��me, �ze Ker� = nZ pro vhodn�e
nez�aporn�e cel�e n. V p�r��pad�e, �ze n = 0, pak Z=Ker� = Z=f0g �= Z, a v p�r��pad�e
kladn�eho n je Z=Ker� = Z=nZ �= Zn podle 5.5(2). �

Pozn�amka 6.5. Ka�zd�a faktorov�a grupa i podgrupa cyklick�e grupy je op�et cyklick�a.

D�ukaz. Snadno nahl�edneme, �ze je-li g gener�ator cyklick�e grupy G(�), pak [g]H je
gener�ator jej�� faktorov�e grupy G=H(�).

D��ky 6.4 sta�c�� tvrzen�� o podgrup�ach dok�azat pro grupy Z(+) a Zn(+). Nejprve
ho doka�zme pro grupu Z(+). V 4.2(4) jsme ov�e�rili, �ze Z(+) jin�e podgrupy ne�z
podgrupy tvaru nZ neobsahuje. P�ritom hni = nZ je cyklick�a grupa, �c��m�z je tvrzen��
ov�e�reno.

Nyn�� vyu�zijeme homomor�smu Fn : Z! Zn z 1.1. Zvol��me-li podgrupu H grupy
Zn(+), pak F

�1
n (H) je podle p�redchoz�� �uvahy a 5.1(5) cyklick�a podgrupa Z, tedy

H = Fn(F
�1
n (H)) je cyklick�a podgrupa Zn(+). �

P�ripome�nme, �ze pro ka�zd�e p�rirozen�e k zna�c��me kZ = hki = fkzj z 2 Zg. Podobn�e
budeme pro ka�zd�e k 2 Zn ozna�covat kZn = hki = fk � zj z 2 Zng.

Pozn�amka 6.6. Necht' n 2 N, a 2 Zn n f0g a k=n. Pak aZn = kZn, pr�av�e kdy�z
GCD(a; n) = k.

D�ukaz. Nejprve p�redpokl�adejme, �ze aZn = kZn. Potom k 2 aZn, tedy existuje cel�e
x, pro kter�e (a � x)mod n = k. Proto tak�e existuje takov�e cel�e y, �ze a � x+n � y = k.
Odtud plyne, �ze GCD(a; n)=k. Podobn�e, proto�ze a 2 kZn existuj�� cel�a u a v, pro
n�e�z k �u+n � v = a, a proto�ze k=n, nutn�e mus�� k=a. Vid��me, �ze k=GCD(a; n), tud���z
GCD(a; n) = k.

Nyn�� p�redpokl�adejme, �ze GCD(a; n) = k. Potom d��ky Euklidovu algoritmu exis-
tuj�� x 2 Zn a cel�e y, pro n�e�z a �x+n � y = k. Proto (a �x)mod n = k, tud���z k 2 aZn
a kZn � aZn. Kone�cn�e, proto�ze k=a, vid��me, �ze a 2 kZn, a proto aZn � kZn, co�z
znamen�a, �ze kZn = aZn. �

Uv�edom��me-li si, �ze speci�aln��m p�r��padem p�redchoz�� pozn�amky pro k = 1 je
tvrzen��, �ze aZn = Zn (tj. a generuje grupu Zn(+)), pr�av�e kdy�z GCD(a; n) = 1,
okam�zit�e dost�av�ame:

D�usledek 6.7. Je-li n 2 N, pak �c��slo '(n) ud�av�a po�cet prvk�u, kter�e generuj�� grupu
Zn(+) a po�cet invertibiln��ch prvk�u monoidu Zn(�).
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7. Kryptografick�e aplikace: protokol RSA a diskr�etn�� logaritmus

Teorie prezentovan�a v p�redchoz��ch t�rech kapitol�ach m�a n�ekolik u�zite�cn�ych kryp-
togra�ck�ych aplikac�� zalo�zen�ych na jednoduch�em pozorov�an��, �ze je obvykle mno-
hem snaz�s�� v grup�e mocnit, ne�z ze zn�am�e mocniny ur�covat jej�� z�aklad �ci expo-
nent. D�r��ve ne�z se k popisu protokolu zalo�zen�eho na obt���znosti odmoc�nov�an�� (RSA
v P�r��kladu 7.6) a protokol�u, kter�e se op��raj�� o obt���znost diskr�etn��ho logaritmu
(P�r��kladu 7.8) dostaneme, u�cin��me pozorov�an�� o �r�adu prvk�u, kter�e je zn�amo pod
n�azvem Eulerova v�eta (V�eta 7.2) a o struktu�re uspo�r�adan�e mno�ziny podgrup kone�c-
n�e cyklick�e grupy (V�eta 7.3).

Pozn�amka 7.1. Bud' G(�) kone�cn�a grupa. Potom gjGj = 1 pro ka�zd�y prvek g 2 G.

D�ukaz. hgi je cyklick�a grupa �r�adu n, tedy je podle 6.4 izomorfn�� Zn(+), proto

gn = 1. Podle 4.5 n=jGj, tedy gjGj = (gn)
jGj
n = 1

jGj
n = 1, kde 1. rovnost plyne z

6.3. �

Poznamenejme, �ze �r�adem prvku g grupy G(�) rozum��me pr�av�e �r�ad cyklick�e pod-
grupy hgi a exponentem prvku g rozum��me ka�zd�e p�rirozen�e �c��slo n, pro kter�e plat��
gn = 1. P�redchoz�� pozn�amka tedy �r��k�a, �ze �r�ad kone�cn�e grupy je exponentem ka�zd�eho
jej��ho prvku. Toto pozorov�an�� vyu�zije n�asleduj��c�� d�usledek, kter�y je pro prvo�c��seln�e
n zn�am tak�e jako Mal�a Fermatova v�eta:

V�eta 7.2 (Eulerova v�eta). Pro nesoud�eln�a kladn�a cel�a �c��sla a; n > 1 je

a'(n) � 1 (mod n):

D�ukaz. D��ky Pozn�amce 2.4 tvrzen�� sta�c�� dok�azat pro kladn�e a < n. Pou�zijeme
k tomu Pozn�amku 7.1, kde jako grupu G vezmeme grupu invertibiln��ch prvk�u
Z�n(�) monoidu Zn(�) tj. prvk�u nesoud�eln�ych s n podle 6.7. Proto�ze a 2 Z�n, je
(a'(n))mod n = (ajZ

�
nj)mod n = 1 d��ky 7.1 a 6.7. �

V�eta 7.3. Necht' G(�) je kone�cn�a cyklick�a grupa. Pak pro ka�zd�e p�rirozen�e k, kter�e
d�el�� �r�ad grupy G, existuje pr�av�e jedna podgrupa grupy G �r�adu k.

D�ukaz. K d�ukazu vyu�zijeme charakterizace cyklick�ych grup 6.4, d��ky n�emu�z sta�c��
tvrzen�� dok�azat pro (izomorfn��) grupu Zn(+). Jestli�ze k = 1, je tvrzen�� trivi�aln��,
p�redpokl�adejme tedy, �ze k > 1. Potom snadno nahl�edneme, �ze mno�zina hnk i =
f0; nk ; 2

n
k ; : : : ; (k � 1)nk g je podgrupa a jhnk ij = k.

M�ejme nyn�� n�ejakou podgrupu H grupy Zn(+) �r�adu k. Pak je H podle 6.5
cyklick�a, a tedy existuje h 2 H, pro H = hhi. Z 7.1 plyne, �ze (k � h)mod n = 0,
a proto k � h = c � n pro vhodn�e cel�e �c��slo c. Tedy h = c � nk . T��m jsme ov�e�rili,
�ze H je �c�ast�� podgrupy hnk i. Proto�ze se jedn�a o dv�e kone�cn�e stejn�e velk�e mno�ziny,
dost�av�ame, �ze H = hnk i, �c��m�z jsme ov�e�rili jednozna�cnost volby. �

P�r��klad 7.4. (1) Uva�zujme kone�cnou cyklickou grupu G(�). Potom n�am 6.7 �r��k�a,
�ze G(�) obsahuje pr�av�e '(jGj) gener�ator�u. Proto�ze d��ky Lagrangeov�e v�et�e �r�ad pod-
grupy v�zdy d�el�� �r�ad grupy, podle 7.3 G(�) pro ka�zd�y d�elitel �r�adu cyklick�e grupy
existuje pr�av�e jedna podgrupa dan�eho �r�adu, obsahuje G(�) pr�av�e tolik podgrup,

kolik existuje d�elitel�u jej��ho �r�adu. M�ame-li n =
Qk

i=1 p
ri
i , kde p1 < p2 < � � � < pk

jsou prvo�c��sla a ri 2 N, pak d�eliteli n jsou pr�av�e �c��sla
Qk

i=1 p
si
i , kde 0 � si � ri,

tedy G(�) obsahuje pr�av�e
Qk

i=1(ri+1) podgrup a podle 2.7 pr�av�e
Qk

i=1(pi�1)pri�1i

gener�ator�u.
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(2) Konkr�etn�e, vezmeme cyklickou grupu Z50(+). Proto�ze 50 = 2 �52, dost�av�ame
z bodu (1), �ze Z50(+) obsahuje '(50) = 20 gener�ator�u a pr�av�e 6 = 2 � 3 podgrup.
Vezmeme-li nap�r��klad podgrupu h42i grupy Z50(+) (a jin�e ne�z cyklick�e podgrupy
tato grupa podle 6.5 neobsahuje), pak d��ky 6.6 v��me, �ze h42i = hGCD(42; 50)i =
h2i = 2Z50, a jedn�a se tedy o podgrupu �r�adu 25 = 50

2 .

Nyn�� obr�at��me pozornost k aplikac��m p�redchoz��ch pozorov�an��. N�asleduj��c�� pozo-
rov�an�� slou�z�� jako technick�y n�astroj n���ze popsan�eho protokolu RSA.

Pozn�amka 7.5. Bud' p a q dv�e r�uzn�a lich�a prvo�c��sla a m = lcm(p � 1; q � 1).
Potom pro ka�zd�e a 2 Zpq a u 2 N plat��, �ze (amu+1)mod pq = a.

D�ukaz. Nejprve uk�a�zeme, �ze (am+1)mod pq = a.
Podle V�ety 7.2 (xm)mod p = 1 a (ym)mod q = 1 pro ta x, kter�a nejsou n�asobkem

p a ta y, kter�a nejsou n�asobkem q. D�ale z�rejm�e plat�� ((up)m+1)mod p = 0, a proto
i (xm+1)mod p = (x)mod p a (ym+1)mod q = (y)mod q pro ka�zd�e nez�aporn�e cel�e
x a y. Vezm�eme nyn�� a 2 Zpq. Z p�redchoz��ho pozorov�an�� plyne, �ze

((a)mod p; (a)mod q) = ((am+1)mod p; (am+1)mod q);

a d��ky V�et�e 2.6 pou�zit�e pro bijekci Zpq ! Zp � Zq dost�av�ame, �ze shodn�e jsou i
vzory prvk�u ((a)mod p; (a)mod q) a ((am+1)mod p; (am+1)mod q), proto

(am+1)mod pq = a:

Nyn�� indukc�� d��ky 6.3 dost�av�ame, �ze aum+1 = a(u�1)m � am+1 = a(u�1)m+1 = a
pro ka�zd�e u 2 N a a 2 Zpq. �

P�r��klad 7.6 (Rivest, Shamir, Adleman). Nejprve zvol��me p a q dv�e r�uzn�a lich�a
prvo�c��sla a polo�zme m = lcm(p� 1; q � 1).

Vezm�eme e < m nesoud�eln�e s m a pak (nap�r��klad pomoc�� Euklidova algoritmu)
najdeme takov�e d < m, �ze (ed)mod m = 1. Nyn�� podle 7.5 pro ka�zd�e a 2 Zpq plat��,
�ze (ae)d = aed = aum+1 = a (po�c��t�ano v Zpq, tedy modulo pq).

Pomoc�� vlastnosti �c��sel p, q, m, d, e m�u�zeme nyn�� popsat protokol asymetrick�eho
�sifrov�an�� zn�am�y pod zkratkou RSA. Polo�z��me-li n = p�q, je ve�rejn�ym kl���cem dvojice
�c��sel (n; e) a soukrom�y kl���c tvo�r�� tajn�y exponent d. Chceme-li zpr�avu a 2 Zn adre-
sovat majiteli soukrom�eho kl���ce, sta�c�� ji za�sifrovat pomoc�� mocn�en�� ve�rejn�e zn�amou
hodnotou e v monoidu Zn(�) a odeslat hodnotu x = (ae)mod pq. K jej��mu rozlu�st�en��
sta�c�� umocnit v Zn(�) pomoc�� tajn�eho exponentu, proto�ze xd = (aei )

d = aedi = ai.
Naopak, zve�rejn�en��-li majitel soukrom�eho kl���ce za�sifrovanou zpr�avu

(ad1)mod n; : : : ; (a
d
k)mod n;

mohou si p�r��jemci zpr�avy stejn�ym zp�usobem (tj. umocn�en��m na ve�rejn�e zn�am�y
exponent e: ((ad1)

e)mod n; : : : ; ((adk)
e)mod n = (a1; : : : ; ak)) ov�e�rit, �ze odesilatel

zpr�avy opravdu zn�a tajn�y exponent (vlastnictv�� soukrom�eho kl���ce tedy garantuje
pravost elektronick�eho podpisu).

Poznamenejme, �ze je ze znalosti n = pq a e obt���zn�e naj��t d (odpov��d�a to nalezen��
prvo�c��seln�eho rozkladu �c��sla n, co�z je �uloha, pro n���z nen�� zn�am algoritmus poly-
nomi�aln�� �casov�e slo�zitosti), zat��mco mocn�en�� �c��sel v Zpq je (i pro velk�e exponenty a
velk�e pq) velmi snadn�e a rychl�e.

D�ukaz n�asleduj��c��ho tvrzen�� o cyklick�ych grup�ach je elegantn�ej�s��, vyu�zijeme-
li jist�ych znalost�� z teorie polynom�u nad obecn�ym t�elesem, proto ho provedeme
pozd�eji:
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V�eta 7.7. Necht' T je komutativn�� t�eleso s operacemi + a � a necht' G je kone�cn�a
podgrupa multiplikativn�� grupy T n f0g(�). Potom G je cyklick�a grupa.

Zat��mco je protokol RSA zalo�zen na diskr�etn��m odmoc�nov�an��, n�asleduj��c�� dv�e
aplikace vyu�z��vaj�� tak zvan�y probl�em diskr�etn��ho logaritmu, tedy obt���znost nalezen��
p�rirozen�eho n pro zn�am�e prvky g; h vhodn�e grupy pro n�e�z h = gn.

P�r��klad 7.8. (1) (Di�eho{Hellman�uv protokol v�ym�eny kl���c�u) Ot�azku domluvy
tajn�eho kl���ce ve�rejn�ym kan�alem lze s pou�zit��m cyklick�e grupy, nap�r��klad multipli-
kativn�� grupy Z�p(�) pro p (dostate�cn�e velk�e) prvo�c��slo n�asledovn�e: Ve�rejn�ym kl���cem
bude krom�e prvo�c��sla p je�st�e gener�ator g grupy Z�p(�), tedy prvek spl�nuj��c�� podm��nku
hgi = Z�p, kter�y existuje d��ky V�et�e 7.7. Ob�e strany komunikace zvol�� tajnou hodnotu
�c��slo m a n ze Z�p a vz�ajemn�e si po�slou hodnotu x = gm a y = gn. Pot�e co ob�e
strany umocn�� p�rijatou hodnotu na sv�uj tajn�y exponent, z��skaj�� ob�e spole�cn�y tajn�y
kl���c

s = xn = gmn = ym:

Bez rychl�eho v�ypo�ctu diskr�etn��ho logaritmu (kter�y v grup�e Z�p(�) nen�� k dispozici)
nelze ze znalosti hodnot x a y zjistit hodnotu s.

(2) (ElGamal) Tentokr�at vyu�zijeme probl�em diskr�etn��ho logaritmu pro stejnou
�ulohu, kterou �re�s�� 7.6. Op�et zvol��me cyklickou grupu G = G(�), jej�� gener�ator g a
n�ahodn�e �c��slo k 2 ZjGj a spo�c��t�ame b = ak (bohu�zel nem�u�zeme u�z vz��t nap�r��klad
grupu Z�p(�) pro p prvo�c��slo, proto�ze je pro ni je zn�am �utok, kter�y popisovan�y
protokol prolom��, m��sto toho se obvykle vol�� grupa de�novan�a pomoc�� eliptick�ych
k�rivek). Ve�rejn�y kl���c je potom trojice G; a; b a tajn�ym kl���cem hodnota k. Chceme-li
za�sifrovat zpr�avu x 2 G, n�ahodn�e zvol��me r 2 ZjGj a spo�c��t�ame c1 = ar a c2 = x�br.
Pos��lanou zpr�avou je dvojice (c1; c2), kterou p�r��jemce znal�y tajn�eho kl���ce snadno
roz�sifruje v�ypo�ctem

c2 � c
�k
1 = x � br � (ar)�k = x � akr � a�kr = x:

I tentokr�at bez schopnosti rychl�eho v�ypo�ctu diskr�etn��ho logaritmu nelze ze znalosti
ve�rejn�eho kl���ce a hodnot dvojice (c1; c2) zpr�avu x roz�sifrovat.

8. Univerz�aln�� pohled: pojem algebry

Smyslem t�eto kapitoly je nahl�ednout, �ze n�ekter�e v�ysledky, kter�e jsme formulovali
pro grupy plat�� v t�em�e�r nezm�en�en�e podob�e i v mnohem obecn�ej�s��m kontextu a
lze jich tak vyu�z��t i pro algebraick�e objekty, kter�e s grupami maj�� strukturn�e jen
m�alo spole�cn�eho. Hlavn��m konceptem, kter�eho si v�simneme, budou homomor�smy
a izomor�smy (Pozn�amka 8.5) a my�slenka faktorizace (V�eta 9.1).

P�ripome�nme, �ze ka�zd�e zobrazen�� An ! A pro cel�e n � 0 se naz�yv�a n-�arn�� operac��
na mno�zin�e A, kde n budeme naz�yvat arita neboli �cetnost operace. Zaved'me nyn��
pojem obecn�e algebry:

De�nice. Je-li I mno�zina, budeme �r��kat zobrazen�� 
 : I ! N0 = N [ f0g typ.
�Rekneme, �ze A(�ij i 2 I) je algebra typu 
, je-li A nepr�azdn�a a pro ka�zd�e i 2 I je
�i pr�av�e 
(i)-�arn�� operac�� na A.

P�r��klad 8.1. (1) Uv�a�z��me grupu G(�) s un�arn�� operac�� inverzn��ho prvku �1 a
nul�arn�� operac�� 1. PakG(�),G(�;�1 ),G(�;�1 ; 1) tvo�r�� (nejen form�aln�e) r�uzn�e algebry.
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(2) Je-li T t�eleso, pak je algebrou T(+; �) �ci T(+;�; �; 0; 1), pro vektorov�y prostor
V nad T, je algebrou V (+; �tjt 2 T) nebo V (+; 0; �tjt 2 T). V�simn�eme si, �ze pro
nekone�cn�e t�eleso pot�rebujeme uva�zovat nekone�cn�e mnoho un�arn��ch operac��.

De�nice. Bud' � n-�arn�� operace na A. �Rekneme, �ze podmno�zina B � A je uzav�ren�a
na operaci �, jestli�ze �(a1; : : : ; an) 2 B pro v�sechna a1; : : : ; an 2 B. �Rekneme, �ze
B � A je podalgebra algebry A(�ij i 2 I), je-li B uzav�ren�a na v�sechny operace �i,
i 2 I.

P�r��klad 8.2. Nahl�edneme, jak v jednotliv�ych p�r��padech algeber z P�r��kladu 8.1
vypadaj�� podalgebry.

(1) Pro grupu G(�) m�ame:

(a) Podalgebry G(�;�1 ; 1) jsou pr�av�e podmno�ziny G uzav�ren�e na 1 (tj. obsa-
huj��c�� prvek 1), na inverzy a sou�ciny, co�z jsou podle de�nice pr�av�e podgrupy
grupy G(�).

(b) Je-li H nepr�azdn�a podalgebra G(�;�1 ), pak existuje h 2 H, a proto 1 =
h �h�1 2 H. Tedy nepr�azdn�e podalgebry G(�;�1 ) jsou pr�av�e podgrupy G(�),
nav��c pr�azdn�a mno�zina je v souladu s de�nic�� tak�e podalgebra.

(c) Podalgeber algebry G(�) je obecn�e mnohem v��c ne�z podgrup grupy G(�).
Nap�r��klad pro ka�zd�e g 2 G a n 2 N tvo�r�� mno�zina fgkj k � ng podalgebru
G(�). V p�r��pad�e G(�) = Z(+) to znamen�a, �ze mno�ziny fakj k � ng jsou
podalgebry, speci�aln�e mno�zina v�sech p�rirozen�ych �c��sel, kter�a podgrupou
Z(+) ur�cit�e nen��.

(2) Podalgebrou algebry V (+; 0; �tjt 2 T) jsou pr�av�e podprostory tohoto vek-
torov�eho prostoru a podalgebry algebry V (+; �tjt 2 T) jsou pr�av�e podprostory a
pr�azdn�a mno�zina.

Ozna�c��me-li �i = �ijBn omezen�� n-�arn�� operace �i na B
n, potom pro podalgebru

B le�z�� v�sechny hodnoty zobrazen�� �i op�et v B. Zobrazen�� �i tedy m�u�zeme ch�apat
jako operace na mno�zin�e B a tak dost�av�ame strukturu algebry B(�ij i 2 I) na
ka�zd�e podalgeb�re B.

De�nice. Necht' symbol � ozna�cuje n-�arn�� operaci na mno�zin�e A i B. �Rekneme,
�ze zobrazen�� f : A ! B je slu�citeln�e s operac�� �, jestli�ze f(�(a1; : : : ; an)) =
�(f(a1); : : : ; f(an)). Zobrazen�� f : A ! B mezi dv�ema algebrami A(�ij i 2 I)
a B(�ij i 2 I) stejn�eho typu 
 budeme �r��kat homomor�smus, je-li slu�citeln�e se
v�semi operacemi �i, i 2 I. Bijektivn�� homomor�smus budeme naz�yvat izomor�s-
mus. Jestli�ze mezi dv�ema algebrami A(�ij i 2 I) a B(�ij i 2 I) existuje izomor�s-
mus, �r��k�ame, �ze A a B jsou izomorfn�� a p���seme A(�ij i 2 I) �= B(�ij i 2 I) nebo
zjednodu�sen�e A �= B.

P�r��klad 8.3. (1) Bud' Gi(�) pro i = 1; 2 grupy s un�arn�� operac�� inverzn��ho prvku
�1 a nul�arn�� operac�� 1. pak ka�zd�y homomor�smus grup G1(�) a G2(�) je podle
5.1(1) homomor�smem algeber G1(�) a G2(�), G1(�;�1 ) a G2(��1) i G1(�;�1 ; 1) a
G2(�;�1 ; 1)

(2) Necht' U a V jsou dva vektorov�e prostory nad t�elesem T . Potom ka�zd�e
line�arn�� zobrazen�� (homomor�smus) vektorov�ych prostor�u je homomor�smem al-
geber U(+; �tjt 2 T ) a V (+; �tjt 2 T ).

De�nice. Necht' � je ekvivalence a � je n-�arn�� operace na mno�zin�e A. �Rekneme,
�ze � je slu�citeln�a s �, jestli�ze pro ka�zd�y syst�em prvk�u a1; : : : ; an; b1 : : : ; bn 2 A,
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pro kter�e (ai; bi) 2 �, i = 1; : : : ; n, plat��, �ze (�(a1; : : : ; an); �(b1; : : : ; bn)) 2 �. Je-li
A(�ij i 2 I) algebra a � ekvivalence na mno�zin�e A, pak � nazveme kongruenc��, je-li
� slu�citeln�a se v�semi operacemi �i, i 2 I.

P�r��klad 8.4. (1) id a A�A jsou kongruence na libovoln�e algeb�re A.
(2) Ka�zd�a ekvivalence je slu�citeln�a s libovolnou nul�arn�� operac��.
(3) Ekvivalence slu�citeln�a s operac�� � na grup�e G(�) je kongruenc�� algeber G(�),

G(�;�1 ) a G(�;�1 ; 1).

P�ripome�nme, �ze je-li f : A ! B zobrazen��, rozum��me jeho j�adrem ker f relaci
danou p�redpisem: (a; b) 2 ker f , f(a) = f(b). Nyn�� jsme p�ripraveni vyslovit
obdobu Pozn�amky 5.1 pro obecn�e algebry:

Pozn�amka 8.5. Necht' A1(�ij i 2 I), A2(�ij i 2 I) a A3(�ij i 2 I) jsou algebry
stejn�eho typu, f : A1 ! A2 a g : A2 ! A3 jsou homomor�smy a B je podalgebra
algebry A2(�).

(1) gf je tak�e homomor�smus,
(2) je-li f bijekce, pak f�1 je izomor�smus,
(3) obraz g(B) je podalgebra algebry A3(�ij i 2 I) a �upln�y vzor f�1(B) je

podalgebra algebry A1(�ij i 2 I),
(4) ker f je kongruence na algeb�re A1(�ij i 2 I).

D�ukaz. D�ukaz je snadn�ym zobecn�en��m d�ukazu p�r��slu�sn�ych bod�u 5.1.
(1) Je-li �i n-�arn�� operace na A1, A2 a A3 a vezmeme-li a1; : : : an 2 A1, pak

gf(�i(a1; : : : an)) = g(�i(f(a1); : : : f(an))) = �i(gf(a1); : : : gf(an)).
(2) Sta�c�� op�et ov�e�rit, �ze f�1 je homomor�smus. Zvol��me-li libovoln�e n-�arn�� ope-

raci �i a prvky a1; : : : an 2 A2, potom f(�i(f
�1(a1); : : : ; f

�1(an))) = �i(a1; : : : an),
proto �i(f

�1(a1); : : : ; f
�1(an)) = f�1(�i(a1; : : : an)).

(3) Necht' je op�et �i libovoln�a n-�arn�� operace na A2 i A3. Vezm�eme nejprve
c1; : : : cn 2 g(B), tj. existuj�� b1; : : : bn 2 B, pro kter�a g(bj) = cj , j = 1; : : : ; n.
Proto�ze �i(b1; : : : bn) 2 B, dost�av�ame bezprost�redn�e z de�nice, �ze �i(c1; : : : cn) =
�i(g(b1); : : : g(bn)) = g(�i(b1; : : : bn)) 2 g(B).

Nyn�� zvolme a1; : : : an 2 f�1(B), tj. f(aj) 2 B. Potom f(�i(a1; : : : an)) =
�i(f(a1); : : : f(an)) 2 B.

(4) Vezm�eme n-�arn�� operaci �i na A1 a A2 a prvky a1; : : : an; b1; : : : bn 2 A1, o
nich�z v��me, �ze (aj ; bj) 2 ker f , tedy f(aj) = f(bj), pro ka�zd�e j = 1 : : : n. Potom z
de�nice homomor�smu dostaneme rovnost

f(�i(a1; : : : an)) = �i(f(a1); : : : f(an)) = �i(f(b1); : : : f(bn)) = f(�i(b1; : : : bn));

�c��m�z jsme ov�e�rili, �ze (�i(a1; : : : an); �i(b1; : : : bn)) 2 ker f . �Ze se jedn�a o ekvivalenci
je snadn�e cvi�cen��. �

Pozn�amka 8.6. Necht' A(�ij i 2 I) je algebra a Aj jsou podalgebry A a �j kon-
gruence na A pro ka�zd�e j 2 J .

(1)
T
j2J Aj je podalgebra A,

(2)
T
j2J �j je kongruence na A.

D�ukaz. (1) Obdoba Pozn�amky 4.1(2). Necht' �i je libovoln�a n-�arn�� operace na A a
a1; : : : an 2

T
j2J Aj . Proto�ze

T
j2J Aj � Ak pro ka�zd�e k 2 J a Ak je podalgebra

A(�ij i 2 I) m�ame �i(a1; : : : an) 2 Ak, tedy �i(a1; : : : an) 2
T
j2J Aj .
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(2) Proto�ze id � �j pro v�sechna j 2 J , m�ame id �
T
j2J �j , tedy relace

T
j2J �j je

reexivn��. Je-li (a; b) 2
T
j2J �j , m�ame (a; b) 2 �j , ze symetrie potom �j i (b; a) 2 �j

pro v�sechna j 2 J , tud���z (b; a) 2
T
j2J �j . Kone�cn�e plat��-li, �ze (a; b); (b; c) 2

T
j2J �j ,

pak tranzitivita jednotliv�ych relac�� �j , kter�e v�sechny obsahuj�� pr�unik
T
j2J �j im-

plikuje, �ze (a; c) 2 �j , a proto (a; c) 2
T
j2J �j .

M�ejme �i n�ejakou n-�arn�� operaci na A a vezm�eme prvky a1; : : : an; b1; : : : bn 2 A,
pro n�e�z plat��, �ze (ak; bk) 2

T
j2J �j (� �j pro v�sechna j 2 J). Potom pro v�sechna

j 2 J m�ame (�i(a1; : : : an); �i(b1; : : : bn)) 2 �j , tedy (�i(a1; : : : an); �i(b1; : : : bn)) 2T
j2J �j . �

9. Izomorfismy algeber

Nav�a�zeme na p�redchoz�� kapitolu a vyslov��me obecnou verzi V�ety o homomor-
�smus a V�et o izomor�smus a pozorn�eji ne�z v grupov�em p�r��pad�e prozkoum�ame
ot�azku, pro�c dv�e izomorfn�� algebry ch�apeme jako stejn�e. Nejprve ov�sem mus��me
zobecnit princip faktorizace pro obecn�e algebry. Zat��mco je zaveden�� faktorov�e al-
gebry zcela p�r��mo�car�ym zobecn�en��m de�nice faktorov�e grupy, vysloven�� Druh�e v�ety
o izomor�smu vy�zaduje nov�y pojem faktorov�e ekvivalence.

V p�r��pad�e, �ze nem�u�ze doj��t k omylu nebo jednotliv�e operace na algeb�re ne-
pot�rebujeme explicitn�e uva�zovat, budeme v n�asleduj��c��m ozna�covat algebru jen jej��
nosnou mno�zinou.

De�nice. Necht' � je ekvivalence a � je n-�arn�� operace na mno�zin�e A. Je-li �
slu�citeln�a s �, de�nujeme operaci � na faktoru A=� p�redpisem �([a1]�; : : : ; [an]�) =
[�(a1; : : : ; an)]�. Je-li � kongruence na algeb�re A, pak t��mto zp�usobem de�nujeme
na A=� strukturu algebry stejn�eho typu.

N�asleduj��c�� tvrzen�� je obecnou variantou grupov�e V�ety 5.3.

V�eta 9.1. Je-li � kongruence na algeb�re A, pak je de�nice algebry A=� korektn��,
jde o algebru stejn�eho typu jako A a p�rirozen�a projekce �� : A! A=� je homomor-
�smus.

D�ukaz. Vezm�eme libovolnou n-�arn�� operaci � algebry A a necht' [aj ]� = [bj ]�,
kde j = 1; : : : n. Potom (aj ; bj) 2 �, kde j = 1; : : : n, proto [�(a1; : : : ; an)]� =
[�(b1; : : : ; bn)]�, tedy de�nice operac�� na A=� je korektn��. Zbytek tvrzen�� je p�r��m�y
d�usledek de�nice. �

De�nice. Necht' � � � jsou dv�e ekvivalence na A. De�nujme relaci �=� na A=�
n�asledovn�e: ([a]�; [b]�) 2 �=�, (a; b) 2 �.

Pozn�amka 9.2. Bud' � kongruence na algeb�re A.
(1) Je-li � kongruence na A obsahuj��c�� �, je �=� dob�re de�novan�a kongruence

na algeb�re A=�.
(2) Je-li � kongruence na algeb�re A=�, potom existuje pr�av�e jedna kongruence �

na algeb�re A obsahuj��c�� �, pro n���z � = �=�.
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D�ukaz. (1) Sta�c�� ov�e�rit, �ze je �=� dob�re de�novan�a, zbytek je okam�zit�ym d�usledkem
de�nice �=� a operace na faktorov�e algeb�re A=�. M�ejme [a1]� = [a2]� [b1]� =
[b2]�. Potom (a1; a2); (b1; b2) 2 � � �, tedy d��ky tranzitivit�e a symetrii � plat��, �ze
(a1; b1) 2 � , (a2; b2) 2 �.

(2) Jedin�y mo�zn�y zp�usob, jak de�novat � n�am d�av�a p�redpis (a; b) 2 � ,
([a]�; [b]�) 2 �. Nyn�� sta�c�� p�r��mo�ca�re nahl�ednout, �ze jsme takto zavedli kongruenci
na A. �

V�eta 9.3. Necht' f : A! B je homomor�smus dvou algeber stejn�eho typu.
(1) (V�eta o homomor�smu) Je-li � kongruence na algeb�re A, pak existuje homo-

mor�smus g : A=� ! B spl�nuj��c�� podm��nku g�� = f pr�av�e tehdy, kdy�z � � ker f .
Nav��c, pokud g existuje, je g izomor�smus, pr�av�e kdy�z f je na a ker f = �.

(2) (1. v�eta o izomor�smu) f(A) je podalgebra B (tedy algebra stejn�eho typu) a
A=ker f je izomorfn�� f(A).

D�ukaz. Tvrzen�� dok�a�zeme stejn�e jako V�etu o homomor�smu a 1. v�eta o izomor�smu
pro grupy (5.5).

(1) Nejprve p�redpokl�adejme, �ze existuje homomor�smus g : A=� ! B spl�nuj��c��
podm��nku g�� = f , tedy g([a]�) = f(a) a vezm�eme (a1; a2) 2 �. Pak [a1]� = [a2]�,
a proto f(a1) = g([a1]�) = g([a2]�) = f(a2). Tedy (a1; a2) 2 ker f .

Je-li naopak � � ker f , ov�e�rujeme, �ze de�nice g dan�a p�redpisem g([a]�) = f(a) je
korektn��. Vezmeme-li [a1]� = [a2]� � ker f , pak g([a1]�) = f(a1) = f(a2) = g([a2]�).
�Ze je g homomor�smus je zjevn�e z jeho de�nice.

Kone�cn�e doka�zme z�av�ere�cnou ekvivalenci. Proto�ze g(G1=�) = f(G1), vid��me, �ze
g je na, pr�av�e kdy�z je f na. Je-li g nav��c prost�e a zvol��me-li (a1; a2) 2 ker f , pak
g([a1]�) = f(a1) = f(a2) = g([a2]�), a proto (a1; a2) 2 �. Ov�e�rili jsme, �ze ker f � �,
a proto�ze u�z v��me, �ze � � ker f , m�ame rovnost � = ker f . Kone�cn�e p�redpokl�adejme,
�ze g([a1]�) = g([a2]�). Potom f(a1) = f(a2), a proto (a1; a2) 2 � a [a1]� = [a2]�,
�c��m�z jsme ov�e�rili, �ze je g prost�e.

(2) Rozmysl��me si, �ze podle 8.5(3) je f(A) je podalgebra B a pot�e stejn�e jako v
d�ukazu 5.5(2) pou�zijeme V�etu o homomor�smu (1) na � = ker f . �

V�eta 9.4 (2. v�eta o izomor�smu). Necht' � � � jsou dv�e kongruence na algeb�re A.
Pak algebra A=� je izomorfn�� algeb�re (A=�)=(�=�).

D�ukaz. I tentokr�at postupujeme stejn�e jako v d�ukazu V�ety o izomor�smu pro grupy
5.6: nejprve pou�zijeme 9.3(1) pro homomor�smy �� : A ! A=� a �� : A ! A=�,
kter�a n�am d�av�a homomor�smus g : A=� ! A=� spl�nuj��c�� vztah g([a]�) = [a]�.
Zb�yv�a spo�c��tat ker g = �=� a pou�z��t 9.3(2). �

Nyn�� zobecn��me de�nici ze za�c�atku 6.kapitoly.

De�nice. Bud' A algebra a X � A. Potom podalgebru hXi algebry A, kterou
dostaneme jako pr�unik v�sech podalgeber A obsahuj��c��ch mno�zinu X, co�z je podle
8.6 podalgebra, nazveme podalgebrou generovanou X (nebo budeme �r��kat, �ze X
generuje podalgebru hXi). �Rekneme, �ze X generuje A, jestli�ze hXi = A.

P�r��klad 9.5. (1) Uva�zujme algebru Z(+). Pak sice hf1gi = N, ale nejmen�s�� po-
dalgebra Z(+) obsahuj��c�� mno�zinu f�1; 1g je u�z rovna cel�emu Z tj. hf�1; 1gi = Z.

(2) Uva�zujme-li nyn�� algebru Z(+;�), pak h1i = Z.
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Zobecn��me princip dob�re zn�am�y z line�arn�� algebry, kter�y �r��k�a, �ze je homomor�s-
mus ur�cen hodnotami na mno�zin�e gener�ator�u:

Pozn�amka 9.6. Bud' f; g : A ! B dva homomor�smy algeber stejn�eho typu a
necht' X � A generuje algebru A. Jestli�ze f(x) = g(x) pro v�sechna x 2 X, potom
f = g.

D�ukaz. Nejprve uk�a�zeme, �ze je mno�zina C = fa 2 Aj f(a) = g(a)g podalge-
brou algebry A. Vezm�eme n-�arn�� operaci � algebry A a necht' a1; : : : ; an 2 C. Pak
f(�(a1; : : : ; an)) = �(f(a1); : : : ; f(an)) = �(g(a1); : : : ; g(an)) = g(�(a1; : : : ; an)),
proto �(a1; : : : ; an) 2 C. V�simneme-li si, �ze X � C, dostaneme A = hXi � C, �c��m�z
jsme dokon�cili d�ukaz. �

P�r��klad 9.7. (1) Uva�zujme grupu cel�ych �c��sel Z(+) aG(+) n�ejak�y grupoid, tedy al-
gebru s jednou bin�arn�� operac�� +. Necht' f; g : Z! G je homomor�smus. Uv�edomme
si, �ze nejmen�s�� podalgebra Z(+) obsahuj��c�� mno�zinu f�1; 1g je u�z rovna cel�emu
Z tj. hf�1; 1gi = Z. Podle p�redchoz�� pozn�amky jsou tedy f a g shodn�e, jestli�ze
f(1) = g(1) a f(�1) = g(�1).

(2) Uva�zujme-li nyn�� dva homomor�smy f; g : Z ! G na algeb�re cel�ych �c��sel
Z(+;�) a obecn�e algeb�re G(+;�) s jednou bin�arn�� operac�� + a jednou un�arn��
operac�� �. Necht' f; g : Z! G je homomor�smus. Potom h1i = Z, a podle 9.6 jsou
f a g shodn�e, jestli�ze f(1) = g(1).

Velmi d�ule�zit�ym a u�zite�cn�ym faktem obecn�e algebry, kter�y jsme u�z bez velk�ych
koment�a�r�u n�ekolikr�at pou�zili, je pozorov�an��, �ze dv�e izomorfn�� algebry jsou z hle-
diska algebry nerozli�siteln�e, maj�� v�sechny vlastnosti stejn�e a plat�� o nich tud���z stejn�a
tvrzen��. D�uvod platnosti takov�eho pozorov�an�� je v podstat�e velmi element�arn��: u
vlastnost�� izomorfn��ch algeber nez�ale�z�� na tom jak konkr�etn�e vypadaj�� jejich prvky
(a ,,p�reklad"zaji�st'uje bijekce ur�cen�a izomor�smem), podstatn�e je, �ze operace jsou
na odpov��daj��c��ch prvc��ch stejn�e, co�z pr�av�e zaji�st'uje slu�citelnost operace s izomor-
�smem. Samotn�a p�resn�a formalizace uveden�e my�slenky, kter�a je tvrzen��m o meta-
jazyku algebry, vy�zaduje pe�clivou pr�aci s form�aln�� logikou a my ji zde pouze pro
informaci alespo�n nazna�c��me.

P�ripome�nme, �ze term je jak�akoli prom�enn�a a jsou-li t1; : : : ; tn termy a � funk�cn��
symboly (operace) �cetnosti n, pak i �(t1; : : : ; tn), je term, d�ale je-li P predik�at
�cetnosti n a t1; : : : ; tn jsou termy, pak je v�yraz P (t1; : : : ; tn) atomickou formul�� a
a jsou-li ' a  dv�e formule, pak v�yrazy (' !  ), (' ^  ), (' _  ), :', 8' a 9'
jsou rovn�e�z formule. Jazykem predik�atov�e logiky (prvn��ho �r�adu) potom rozum��me
v�sechny formule, kter�e vyniknou z dan�eho syst�emem funk�cn��ch a predik�atov�ych
symbol�u.

D�ale p�ripome�nme, �ze formule ' plat�� ve struktu�re A (tedy nap�r��klad v algeb�re
s dan�ym syst�emem operac��, kter�e se v jazyce algeber dan�eho typu objev�� jako
funk�cn�� symboly), pr�av�e kdy�z je ' spln�ena ka�zd�ym ohodnocen��m prom�enn�ych nosn�e
mno�ziny A struktury A. Uzav�renou formul�� rozum��me formuli, kter�a neobsahuje
�z�adnou volnou prom�ennou. V na�sich �uvah�ach se pro jednoduchost omez��me na
jazyk s jedin�ym predik�atov�ym symbolem = a prom�enn�ymi jako prvky algebry.

Pozn�amka 9.8. Necht' A(�ij i 2 I) a B(�ij i 2 I) jsou dv�e izomorfn�� algebry
(stejn�eho typu). Potom uzav�ren�a formule ' jazyka algeber plat�� v algeb�re A(�ij i 2
I), pr�av�e kdy�z plat�� v algeb�re B(�ij i 2 I).
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D�ukaz. Necht' f : A ! B je n�ejak�y izomor�smus algeber A = A(�ij i 2 I) a
B = B(�ij i 2 I), ' formule. Vezmeme-li n�ejak�e ohodnocen�� e formule ' v A,
ozna�c��me fe zobrazen��, kter�e hodnot�e e(x) n�ejak�e prom�enn�e v A p�ri�rad�� hodnotu
fe(x) t�e�ze prom�enn�e v B. Je-li E mno�zina v�sech ohodnocen�� formule ' v A, vid��me,
�ze mno�zina ffej e 2 Eg tvo�r�� pr�av�e mno�zinu v�sech ohodnocen�� formule ' v B, nebot'

f je bijekce. D�ale snadno nahl�edneme, �ze pro ka�zdou uzav�renou formuli ' plat��, �ze
bud' A j= ' nebo A j= :', a proto�ze f je izomor�smus algeber A a B, sta�c��
indukc�� podle po�ctu krok�u, jimi�z je ' odvozena z atomick�y formul�� a jimi�z jsou v
nich vytvo�reny z�u�castn�en�e termy, dok�azat A j= ' implikuje B j= '.

Nejprve uv�a�z��me jedinou atomickou formuli t = s, kde t = t(x1; : : : ; xn) a
s = s(x1; : : : ; xn) jsou termy v prom�enn�ych x1; : : : ; xn. M�ejme realizaci n�ejak�e
funk�cn��ho symbolu na obou algebr�ach, tedy pr�av�e n-�arn�� operaci �i pro n�ejak�e i 2 I
a p�redpokl�ad�ame nap�r��klad, �ze t = �i(t1; : : : ; tn), kde t1; : : : ; tn jsou termy a necht'

e je n�ejak�e ohodnocen�� formule t = s. Proto�ze e(�i(t1; : : : ; tn) = �i(e(t1); : : : ; e(tn))
a z induk�cn��ho p�redpokladu u�zit�eho pro termy t1; : : : ; tn v��me, �ze f(e(ti)) = fe(ti)
(t.j. obraz izomor�smem f termu ti ohodnocen�eho v algeb�re A pomoc�� e je t�y�z
jako ohodnocen�� termu ti ohodnocen�y v algeb�re B ohodnocen��m fe). Proto�ze je f
homomor�smus, vid��me, �ze

f(e(�i(t1; : : : ; tn))) = f(�i(e(t1); : : : ; e(tn))) =

= �i(fe(t1); : : : ; fe(tn)) = fe(�i(t1; : : : ; tn)):

T��m jsme ov�e�rili, �ze platnost e(t) = e(s) implikuje platnost fe(t) = fe(s).
Zbytek d�ukazu u�z je jen p�r��mo�car�e induk�cn�� ov�e�ren�� platnosti formule na B

vznikl�e pou�zit��m pravidel ('!  ), (' ^  ), (' _  ), :', (8x)' a (9x)' z krat�s��ch
formul�� ' a  za p�redpokladu, �ze dan�a dlouh�a formule plat�� na A. �

Z�av�erem poznamenejme, �ze ve skute�cnosti na izomorfn��ch algebr�ach ekvivalence
plat�� i pro v�yroky vy�r�cen�e v mnohem bohat�s��m jazyce (nap�r��klad tvrzen��, kter�e se
vyslovuje o struktu�re podalgeber n�ejak�e algebry).

10. Okruhy a ide�aly

Nyn�� obr�at��me svou pozornost k dal�s�� d�ule�zit�e t�r��d�e algebraick�ych objekt�u, jimi�z
jsou okruhy. Proto�ze je na�s��m hlavn��m c��lem konstrukce a algoritmick�e uchopen��
(p�redev�s��m kone�cn�ych) t�eles, zam�e�r��me se p�redev�s��m na obecnou konstrukci poly-
nom�u.

De�nice. Okruhem budeme naz�yvat ka�zdou takovou algebru R(+; �;�; 0; 1), �ze
R(+) je komutativn�� grupa s neutr�aln��m prvkem 0 a operac�� opa�cn�eho prvku �,
R(�) je monoid s neutr�aln��m prvkem 1 a pro ka�zd�e a; b; c 2 R plat��, �ze a � (b+ c) =
a � b+ a � c a (a+ b) � c = a � c+ b � c. �Rekneme, �ze je okruh komutativn��, je-li operace
� komutativn��. Komutativn�� okruh se naz�yv�a obor, jestli�ze pro ka�zd�e a; b 2 R plat��
implikace a � b = 0) a = 0 nebo b = 0.

Prvek okruhu R(+; �;�; 0; 1) se naz�yv�a invertibiln��, jedn�a-li se o invertibiln�� prvek
monoidu R(�) a o (komutativn��m) okruhu �rekneme, �ze je (komutativn��) t�eleso, jsou-
li v�sechny prvky mno�ziny R n f0g invertibiln�� a 0 6= 1.

Podokruhem okruhu R(+; �;�; 0; 1) budeme rozum�et ka�zdou podalgebru algebry
R(+; �;�; 0; 1).
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P�r��klad 10.1. (1) Je-li T t�eleso ve smyslu de�nice z line�arn�� algebry, pak je algebra
T (+; �;�; 0; 1) komutativn��m t�elesem.

(2) Je-li T t�eleso a Mn(T ) zna�c�� mno�zinu v�sech �ctvercov�ych matic nad T stupn�e
n, pak Mn(T )(+; �;�;0n; In) je okruh.

(3) Z(+; �;�; 0; 1) a Zn(+; �;�; 0; 1) pro ka�zd�e p�rirozen�e n > 1 jsou komutativn��
okruhy.

Pozn�amka 10.2. Necht' R(+; �;�; 0; 1) je okruh. Pak pro ka�zd�e a; b 2 R plat��:

(1) 0 � a = a � 0 = 0,
(2) (�a) � b = a � (�b) = �(a � b), (�1) � a = a � (�1) = �a,
(3) 1 je r�uzn�e od 0, pr�av�e kdy�z jRj > 1 (tj. R je netrivi�aln�� okruh).

D�ukaz. U bod�u (1) a (2) dok�a�zeme jen jednu rovnost, d�ukaz druh�e je symetrick�y.
(1) Vyu�zijeme-li de�nitorickou vlastnost prvku 0 a distributivitu, dostaneme

a�0 = a�(0+0) = a�0+a�0. P�ri�cteme-li k lev�e a prav�e stran�e rovnosti a�0 = a�0+a�0
prvek �(0 � a), vid��me, �ze a � 0 = 0.

(2) Op�et d��ky distributivit�e m�ame (�a) � b+ a � b = (�a+ a) � b = 0 � b = 0, kde
posledn�� rovnost plyne z (1).

Posledn�� rovnost dost�av�ame p�r��mo z (2) pro b = 1.
(3) P�r��m�a implikace je trivi�aln��, p�redpokl�adejme tedy, �ze 1 = 0 a vezm�eme

libovoln�e a 2 R. Potom a = a � 1 = a � 0 = 0 podle de�nice a (1). �

De�nice. Necht' R(+; �;�; 0; 1) je okruh. �Rekneme, �ze mno�zina I � R je prav�y
(resp. lev�y) ide�al okruhu R, jestli�ze je I podgrupa grupy R(+) a pro ka�zd�e i 2 I
a r 2 R plat��, �ze i � r 2 I (resp. r � i 2 I). Mno�zinu I nazveme ide�alem, je-li
prav�ym a z�arove�n lev�ym ide�alem. Homomor�smus (izomor�smus) okruh�u bude
homomor�smus (izomor�smus) p�r��slu�sn�ych algeber.

P�r��klad 10.3. (1) f0g a R jsou (tzv. trivi�aln��mi) ide�aly ka�zd�eho okruhu R.
(2) Podle 6.5 jsou ide�aly okruhu cel�ych �c��sel Z(+; �;�; 0; 1) pr�av�e tvaru kZ a

ide�aly okruhu Zn(+; �;�; 0; 1) tvaru kZn, kde k < n je 0 nebo d�elitel �c��sla n.
(3) Mno�ziny aR = fa�rj r 2 Rg (resp. Ra = fr�aj r 2 Rg) jsou (tzv. hlavn��) prav�e

(resp. lev�e) ide�aly okruhu R pro ka�zd�e a 2 R. Ov�e�r��me to nap�r��klad pro aR. Je-li
ar; as 2 aR, pak d��ky distributivit�e ar + as = a(r + s) 2 aR a �ar = a(�r) 2 aR
podle 10.2(2). D�ale 0 = a0 2 aR d��ky 10.2(1) a (ar)x = a(rx) 2 aR d��ky asociativit�e
pro libovoln�e x 2 R.

De�nice. O (lev�em, prav�em) ide�alu I okruhu R(+; �;�; 0; 1) �rekneme, �ze je vlastn��,
jestli�ze I 6= f0g a I 6= R.

Pozn�amka 10.4. Je-li R(+; �;�; 0; 1) okruh a I jeho prav�y nebo lev�y ide�al, pak
I = R, pr�av�e kdy�z 1 2 I.

D�ukaz. P�r��m�a implikace je trivi�aln��. Jestli�ze 1 2 I a r 2 R, potom r = 1 � r =
(r � 1) 2 I, je-li I prav�y (lev�y) ide�al. �

V�eta 10.5. V netrivi�aln��m okruhu R(+; �;�; 0; 1) je ekvivalentn��:

(1) R je t�eleso,
(2) R neobsahuje �z�adn�e vlastn�� prav�e ide�aly,
(3) R neobsahuje �z�adn�e vlastn�� lev�e ide�aly.

D�ukaz. Sta�c�� dok�azat ekvivalenci (1) a (2).
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P�redpokl�adejme, �ze je R t�eleso a m�ejme n�ejak�y nenulov�y prav�y ide�al I. Pak
existuje 0 6= i 2 I a k n�emu inverzn�� prvek i�1 2 R, tedy 1 = i � i�1 2 I a proto
I = R podle 10.4.

P�redpokl�adejme, �ze R neobsahuje �z�adn�e vlastn�� prav�e ide�aly a vezm�eme libovoln�e
nenulov�y prvek a 2 R. Potom 0 6= a = a � 1 2 aR, tedy podle p�redpokladu aR = R.
Proto existuje b 2 R, pro n�ej�z a � b = 1. Poznamenejme, �ze d��ky 10.2(1) a (4) op�et
b 6= 0, a tud���z m�u�zeme stejn�ym argumentem naj��t c 2 R, pro kter�e b � c = 1. Nyn��
a = c podle 3.5 a b je tedy inverzn�� k a. �

Poznamenejme, �ze existuj�� okruhy (�r��k�a se jim jednoduch�e), kter�e neobsahuj��
�z�adn�e vlastn�� (oboustrann�e) ide�aly, a z�arove�n se nejedn�a o t�elesa. Typick�ym p�r��kla-
dem jsou maticov�e okruhy Mn(T ), kde n > 1 a T je komutativn�� t�eleso.

Uv�a�z��me-li ide�al I okruhu R(+; �;�; 0; 1), pak je I podgrupa grupy R(+), tedy
m�u�zeme pracovat s ekvivalenc�� rmod I danou podm��nkou (a; b) 2 rmod I , a�b =
a+ (�b) 2 I.

Pozn�amka 10.6. Necht' R = R(+; �;�; 0; 1) a S = S(+; �;�; 0; 1) jsou okruhy, I
ide�al okruhu R a ' : R! S okruhov�y homomor�smus.

(1) rmod I je kongruence okruhu R. Ozna�c��me-li R=I := R=rmod I, pak je
faktorov�a algebra R=I(+; �;�; [0]I ; [1]J) rovn�e�z okruh a p�rirozen�a projekce
�I : R! R=I okruhov�y homomor�smus.

(2) Ker' je ide�al okruhu R.

D�ukaz. (1) Podle 8.4(1),(3) je rmod I ekvivalence slu�citeln�a s operacemi +, �, 0
a 1. Zb�yv�a uk�azat slu�citelnost s n�asoben��m. Zvolme (a; b); (c; d) 2 rmod I. Pak
a� b; c� d; (a� b)c; b(c� d) 2 I, a tud���z ac� bd = (a� b)c+ b(c� d) 2 I. Proto i
(a � c; b � d) 2 �, �c��m�z jsme ov�e�rili, �ze je rmod I kongruence na R(+; �;�; 0; 1).

Tom �ze je R=I(+; �;�; I; 1+I) okruh se snadno p�r��mo�ca�re ov�e�r�� z de�nice a fakt,
�ze je �I homomor�smus plyne okam�zit�e z 9.1.

(2) Ker' je jist�e norm�aln�� podgrupa a zb�yv�a nahl�ednout, �ze pro ka�zd�e r 2 R a
k 2 Ker' je

'(r � k) = '(r) � '(k) = '(r) � 0 = 0 = 0 � '(r) = '(k) � '(r) = '(k � r);

tedy r � k; k � r 2 Ker'. �

Pr�av�e zaveden�emu okruhu �r��k�ame faktorov�y okruh (nebo kr�atce faktorokruh)
okruhu R podle ide�alu I .

De�nice. Bud' okruh. Polo�zme R[x] = fp : N0 ! Rj fnjp(n) 6= 0g je kone�cn�eg.
Prvek p 2 R[x] budeme zapisovat tak�e ve tvaru p =

P
n2N0

pnx
n, kde pn = p(n),

tedy R[x] obsahuje pr�av�e v�sechny form�aln�� nekone�cn�e sumy s kone�cn�ym nosi�cem.
Na R[x] de�nujme bin�arn�� operace + a �, un�arn�� operaci � a nul�arn�� operace 0 a 1
pro p =

P
n2N0

pnx
n a q =

P
n2N0

qnx
n:

p+ q =
X
n2N0

(pn + qn)x
n; p � q =

X
n2N0

(

nX
i=0

pi � qn�i)x
n;

�p =
X
n2N0

�pnx
n; 0 =

X
n2N0

0xn; 1 = 1x0 +
X
n>0

0xn:

Je-li p 6= 0, budeme nejv�et�s�� takov�e n 2 N0, �ze pn 6= 0, naz�yvat stupn�em polynomu
p. Stupe�n polynomu 0 polo�z��me roven �1. Stupe�n polynomu p budeme ozna�covat
deg p.
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Pozn�amka 10.7. Necht' R(+; �;�; 0; 1) je okruh a p; q 2 R[x].

(1) R[x](+; �;�;0;1) je okruh a mno�zina fsx0j s 2 Rg jeho podokruh izomorfn��
okruhu R(+; �;�; 0; 1),

(2) deg p+ q � max(deg p; deg q), je-li p; q 6= 0, pak deg p � q � deg p+ deg q a
je-li nav��c R oborem integrity, potom deg p � q = deg p+ deg q,

(3) R[x] je obor integrity pr�av�e tehdy, kdy�z je R obor integrity,

D�ukaz. M�ejme p =
P

n2N0
pnx

n, q =
P

n2N0
qnx

n, r =
P

n2N0
rnx

n 2 R[x].
(1) Nejprve poznamenejme, �ze jsou v�sechny operace dob�re de�novan�e a p�r��mo�ca�re

ov�e�rme komutativitu a asociativitu operace +:

p+ q =
X
n2N0

(pn + qn)x
n =

X
n2N0

(qn + pn)x
n = q + p;

(p+ q) + r =
X
n2N0

((pn + qn) + rn)x
n =

X
n2N0

(pn + (qn + rn))x
n = p+ (q + r):

Proto�ze 0 je zjevn�e neutr�aln�� prvek operace + a vid��me, �ze p + (�p) = 0, je
R(+;�; 0) komutativn�� grupa. Podobn�e

r � (p+ q) = r �
X
n2N0

(pn + qn)x
n =

X
n2N0

(

nX
i=0

ri � (pn�i + qn�i))x
n =

=
X
n2N0

(

nX
i=0

ri � pn�i)x
n +

X
n2N0

(

nX
i=0

ri � qn�i)x
n = p � r + q � r;

d�ukaz druh�e distributivity je symetrick�y. Kone�cn�e zb�yv�a ov�e�rit, �ze jeR(�; 1) monoid:

(p � q) � r =
X
n2N0

(
X

i+j=n

pi � qj)x
n) � r =

X
n2N0

(
X

i+j+k=n

pi � qj � rk)x
n) = p � (q � r):

a

p � 1 =
X
n2N0

(

nX
i=0

pi � 1n�i)x
n
X
n2N0

(pn � 1)x
n = p = 1 � p;

kde 1 =
P

n 1nx
n, tedy 10 = 1 a 1n = 0 pro v�sechna n > 0. Bezprost�redn�e z

konstrukce okruhu R[x] vid��me, �ze zobrazen�� � : R ! R[x] dan�e vztahem �(r) =
rx0 je prost�y okruhov�y homomor�smus, proto d��ky 9.3(2) dost�av�ame izomor�smus
okruhu R(+; �;�; 0; 1) s podokruhem �(R) = fsx0j s 2 Rg.

(2) Nerovnost deg p+ q � max(deg p; deg q) plyne z inkluze fnj pn + qn 6= 0g �
fnj pn 6= 0g [ fnj qn 6= 0g.

Ozna�cme � = deg p a � = deg q a uv�edomme si pro ka�zd�e n > �+�, �ze koe�cient
u xn v polynomu p �q je

Pn
k=0(pk �qn�k) =

Pn��
k=0 (pk �0)+

Pn
k=n��+1(0 �qn�k) = 0,

proto deg p � q � � + �.
Je-li R obor integrity, m�ame koe�cient polynomu p � q u x�+�:

�+�X

k=0

(pk � qn�k) =

n���1X

k=0

(pk � 0) + p� � q� +
nX

k=n��+1

(0 � qn�k) = p� � q� 6= 0;

nebot' p� 6= 0 a q� 6= 0.
(3) Je-li R[x] obor integrity, je ka�zd�y jeho podokruh oborem integrity, tedy i

okruh R podle (1). Je-li R obor integrity a p; q 6= 0, m�ame podle (3) deg p � q =
deg p+ deg q � 0, proto p � q 6= 0. �
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Okruhu R[x](+; �;�;0;1) budeme �r��kat okruhem polynom�u jedn�e neur�cit�e a jeho
prvk�um polynomy.

11. Konstrukce t�eles

V n�asleduj��c�� kapitole uk�a�zeme dv�e cesty, jak naj��t dal�s�� p�rirozen�e (a ob�cas i
u�zite�cn�e) p�r��klady t�eles. Zat��mco druh�a z nich zobec�nuje zn�amou konstrukci zlomk�u,
kter�a z cel�ych �c��sel vytv�a�r�� t�eleso racion�aln��ch �c��sel, v prvn�� konstrukci vyu�zijeme
faktorizace okruh�u polynom�u nad t�elesy Zp, kde p je prvo�c��slo, abychom dostali
libovoln�e kone�cn�e t�eleso. Nejprve si ov�sem uv�edom��me, �ze zn�am�y �skolsk�y algoritmus
d�elen�� se zbytkem funguje v mnohem obecn�ej�s�� situaci ne�z jsme zvykl��.

V�eta 11.1 (D�elen�� se zbytkem). Necht' R(+; �;�; 0; 1) je obor, a; b 2 R[x], kde
b =

P
bnx

n. P�redpokl�adejme, �ze m = deg b � 0 a bm je invertibiln�� v R. Pak existuj��
takov�e jednozna�cn�e ur�cen�e polynomy q; r 2 R[x], �ze a = b � q + r a deg r < deg b.

D�ukaz. Existen�cn�� �c�ast tvrzen�� dok�a�zeme pomoc�� algoritmu:
VSTUP: a; b 2 R[x]
V�YSTUP: q; r 2 R[x], pro kter�e a = q � b+ r, deg r < deg b

0. m := deg b; n := deg a�m;

1. if n < 0 then return 0; a else r := a;
2. for i := n downto 0 do fqi := ri+mb

�1
m ; r := r � qix

ib; g
3. return

P
i qix

i; r.

Indukc�� podle i ve for-cyklu snadno nahl�edneme, �ze algoritmus pracuje spr�avn�e.
Zb�yv�a uk�azat jednozna�cnost. P�redpokl�adejme, �ze a = b � q0 + r0 a deg r0 < deg b.

Potom b � (q� q0) = r0� r a podle 10.7(3) a proto�ze deg(r0� r) < deg b, dost�av�ame
r0 � r = 0, a proto q � q0 = 0 �

D�usledek 11.2. Necht' T (+; �;�; 0; 1) je komutativn�� t�eleso. Pak je ka�zd�y ide�al
okruhu T [x](+; �;�;0;1) hlavn��.

D�ukaz. Vezm�eme libovoln�y nenulov�y ide�al I a v ide�alu I zvolme nenulov�y polynom
p nejmen�s��ho mo�zn�eho stupn�e. Z�rejm�e pT [x] � I. Necht' i 2 I. Pak podle 11.1
existuj�� takov�e polynomy q; r 2 T [x], �ze i = p � q + r a deg(r) < deg(p). Proto�ze
r = i� p � q 2 I a deg(p) byl minim�aln��, je nutn�e r = 0 a pT [x] = I. �

De�nice. Necht' R = R(+; �;�; 0; 1) je komutativn�� okruh. �Rekneme, �ze ide�al I
okruhu R je maxim�aln��, pokud I 6= R a kdykoliv existuje ide�al J takov�y, �ze I � J
potom bud' J = I nebo J = R. Jestli�ze a; b 2 R, de�nujeme ajb, a d�el�� b, standardn�e
vztahem (9c 2 R) ac = b. O neinvertibiln��m nenulov�em prvku p 2 R �rekneme, �ze je
ireducibiln��, pokud pro ka�zd�y rozklad p = a � b plat�� �ze je a nebo b invertibiln��.

V�simn�eme si, �ze z de�nice hlavn��ho ide�alu plyne pro ka�zd�y komutativn�� okruh
R(+; �;�; 0; 1) a dvojici prvk�u a; b ekvivalence ajb, bR � aR.

P�r��klad 11.3. (1) f0g je podle 10.5 maxim�aln��m ide�alem ka�zd�eho komutativn��ho
t�elesa.

(2) Prvo�c��sla jsou pr�av�e ireducibiln�� prvky oboru cel�ych �c��sel. Nav��c je-li p prvo-
�c��slo a nZ ide�al okruhu cel�ych �c��sel, pro kter�y pZ � nZ, pak njp, tedy bud' nZ = pZ
nebo nZ = Z, co�z znamen�a, �ze pZ je maxim�aln�� ide�al.
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(3) Ireducibiln�� prvky v okruhu polynom�u nad t�elesem jsou pr�av�e ireducibiln��
polynomy.

Smyslem n�asleduj��c��ch dvou tvrzen�� je pozorov�an��, �ze n�am faktorizace okruhu po-
lynom�u nad t�elesem podle ide�alu generovan�eho ireducibiln��m polynomem d�a t�eleso.

Pozn�amka 11.4. At' R(+; �;�; 0; 1) je komutativn�� okruh a I jeho ide�al. Potom
R=I(+; �;�; 0; 1) je komutativn�� t�eleso pr�av�e tehdy, kdy�z I je maxim�aln�� ide�al.

D�ukaz. At' R=I je t�eleso a bud' J ) I ide�al v R. Potom je �I(J) ide�al v R=I,
p�ri�cem�z �I(J) 6= fIg, tj. nejde o trivi�aln�� (nulov�y) ide�al. Podle V�ety 10.5 mus�� b�yt
ji�z �I(J) = R=I. Mus�� tedy existovat r 2 J tak, �ze r + I = 1 + I, tj. 1 � r 2 I,
z �ceho�z ihned plyne 1 = r + (1 � r) 2 J , a proto J = R. Dok�azali jsme, �ze I je
maxim�aln�� ide�al.

Je-li naopak I maxim�aln�� ide�al a a 2 R n I (tj. a + I 6= I v okruhu R=I), pak
snadno ov�e�r��me, �ze je mno�zina aR + I = far + ij r 2 R; i 2 Ig ide�al obsahuj��c��
jako vlastn�� podmno�zinu I. Proto z maximality I plyne, �ze aR + I = R, odkud
dost�av�ame existenci takov�eho r 2 R a i 2 I, �ze ar + i = 1 a tedy 1� ar 2 I. Jinak
�re�ceno (a+I)(r+I) = ar+I = 1+I v okruhu R=I, co�z znamen�a, �ze r+I je inverz
v okruhu R=I k nenulov�emu prvku a+ I. Ov�e�rili jsme, �ze R=I je t�eleso. �

Pozn�amka 11.5. Je-li T (+; �;�; 0; 1) komutativn�� t�eleso a I ide�al okruhu polynom�u
T [x](+; �;�; 0; 1), pak je I maxim�aln�� pr�av�e tehdy, kdy�z existuje ireducibiln�� polynom
f 2 T [x] takov�y, �ze I = fT [x]

D�ukaz. Z 11.2 v��me, �ze existuje f 2 T [x] takov�y, �ze I = fT [x]. D�ale si sta�c��
v�simnout, �ze pro ide�al gT [x] m�ame fT [x] ( gT [x] ( T [x], gjf a sou�casn�e g 6 j 1 a
f 6 j g; prav�a strana ekvivalence ne�r��k�a nic jin�eho, ne�z gjf a 0 < def g < deg f , tj. f
nen�� ireducibiln��. �

Nyn�� zkonstruujeme kone�cn�a (komutativn��) t�elesa, p�ri�cem�z budeme n�asleduj��c��
v�ysledek br�at jako fakt, kter�y dok�a�zeme a�z p�r���st�� semestr.

Pozn�amka 11.6. Pro ka�zd�e prvo�c��slo p a n 2 N existuje ireducibiln�� polynom
f 2 Zp[x] stupn�e n. Nav��c v Zp[x] plat�� f j(xp

n

� x).

V�etu o kone�cn�ych t�elesech zformulujeme v klasick�em zn�en��. D�ukaz bod�u (2) a
(3) ov�sem uv�ad��me jen informativn�e.

V�eta 11.7. (1) Je-li p prvo�c��slo a n 2 N, existuje komutativn�� t�eleso o pn prvc��ch.
(2) Je-li F kone�cn�e t�eleso, pak jFj = pn pro p prvo�c��slo a n 2 N.
(3) Libovoln�a dv�e kone�cn�a komutativn�� t�elesa o t�em�ze po�ctu prvk�u jsou izomorfn��.

D�ukaz. (1) D��ky 11.6 existuje ireducibiln�� polynom f 2 Zp[x] stupn�e n. De�nujme
Fpn = Zp[x]=fZp[x]. Potom z Pozn�amky 11.5 a V�ety 11.4 plyne, �ze Fpn je ko-
mutativn�� t�eleso. Ozna�c��me-li I = fZp[x], v tomto t�elese (pro g; h 2 Zp[x]) plat��
g+ I = h+ I pr�av�e tehdy, kdy�z f d�el�� g� h; mj. tedy g+ I = (g mod f) + I. Jako
zbytky po d�elen�� f �guruj�� pr�av�e v�sechny polynomy nad Zp stupn�e < n, t�ech je pn,
co�z je n�asledn�e i po�cet prvk�u Fpn .

(2) M�ejme kone�cn�e t�eleso F. Uva�zujme cyklickou podgrupu h1i grupy F(+;�; 0).
Ta mus�� b�yt kone�cn�a, a tedy Zp(+) �= h1i(+) pro n�ejak�e p 2 N. Uva�zujme d�ale
izomor�smus, kter�y pos��l�a prvek k 2 Zp na prvek 1 + 1 + : : :+ 1| {z }

k�

t�elesa F, a jak je

v podobn�ych p�r��padech zvykem, pro dal�s�� �uvahy ztoto�zn��me prvky t�elesa F tvaru
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1 + 1 + : : :+ 1| {z }
k�

, kde 0 � k < p, a prvky mno�ziny Zp. Z grupy Zp t��mto ztoto�zn�en��m

ud�el�ame podgrupu grupy F(+;�; 0). Jeliko�z z distributivity m�ame

(1 + 1 + : : :+ 1| {z }
k�

)(1 + 1 + : : :+ 1| {z }
m�

) = 1 + 1 + : : :+ 1| {z }
km�

= 1 + 1 + : : :+ 1| {z }
(km mod p)�

;

tvo�r�� Zp dokonce podokruh t�elesa F. D�ale p mus�� b�yt prvo�c��slo, jinak by existovaly
0 6= k;m 2 Zp tak, �ze km = 0, co�z v �z�adn�em t�elese (tedy ani v F) nen�� mo�zn�e.

Nyn�� je ji�z snadn�e si uv�edomit, �ze F tvo�r�� vektorov�y prostor nad sv�ym podt�elesem
Zp, a tedy dimZp

F = n 2 N. Dok�azali jsme, �ze jFj = pn.
(3) Uk�a�zeme, �ze je-li F kone�cn�e komutativn�� t�eleso o pn prvc��ch, potom F �= Fpn

pro t�eleso Fpn z �c�asti (1). Tak jako v bodu (2) budeme p�redpokl�adat, �ze Zp je p�r��mo
podt�elesem t�elesa F (nikoliv pouze izomorfn�� podt�elesu generovan�emu prvkem 1).

Nejprve nahl�edneme, �ze ka�zd�y prvek t�elesa F je ko�renem polynomu xp
n

� x 2
Zp[x]. To pro 0 z�rejm�e plat�� a pro nenulov�e prvky to plyne aplikac�� Pozn�amky 7.1 na
grupu F�(:;�1; 1), kter�a m�a pn�1 prvk�u. Z 11.6 nav��c plyne, �ze ireducibiln�� polynom
f 2 Zp[x] pou�zit�y ke konstrukci t�elesa Fpn , d�el�� v Zp[x] polynom xp

n

�x. To ov�sem
znamen�a, �ze ho d�el�� i v jeho nadokruhu F[x]. M�ame tedy n�ejak�y polynom g takov�y,
�ze fg = xp

n

� x. Dosad��me-li nyn�� libovoln�y prvek a 2 F, m�ame f(a)g(a) = 0, co�z
znamen�a, �ze a je ko�ren jednoho ze dvou t�echto polynom�u. Jeliko�z polynom g m�a
men�s�� stupe�n ne�z pn (a tedy m�en�e ne�z pn ko�ren�u), mus�� existovat n�ejak�e a 2 F,
kter�e je ko�renem polynomu f .

Pro toto a uva�zujme dosazovac�� zobrazen�� 
a : Zp[x] ! F de�novan�e vztahem

a(h) = h(a). Snadno nahl�edneme, �ze 
a(h + k) = 
a(h) + 
a(k), 
a(h � k) =

a(h) � 
a(k) a 
a(1) = 
a(1), co�z znamen�a, �ze jde o (takzvan�y dosazovac��) ho-
momor�smus. V�y�se jsme dok�azali, �ze fZp[x] � Ker(
a), m�u�zeme proto u�z��t 9.3,
kter�a n�am d�a (jedin�y) okruhov�y homomor�smus  : Zp[x]=fZp[x] ! F, pro n�ej�z

a =  �fZp[x]. Jeliko�z 
a(1) = 1 6= 0, je  nenulov�y homomor�smus. V��me, �ze
Ker( ) mus�� b�yt ide�al t�elesa Fpn , a tedy nutn�e Ker( ) je trivi�aln�� (jednoprvkov�y)
ide�al (u�z��v�ame V�etu 10.5). To ov�sem znamen�a, �ze  je prost�e, a tedy mus�� b�yt i na,
jeliko�z jde o zobrazen�� mezi dv�ema stejn�e velk�ymi kone�cn�ymi mno�zinami. Tud���z  
je hledan�y izomor�smus t�eles Fpn a F. �

P�r��klad 11.8. Postupem d�ukazu bodu (1) V�ety 11.7 zkonstruujeme kone�cn�e t�eleso
o 8 = 23 prvc��ch. Zvolme ireducibiln�� polynom f = x3 + x + 1 (rozlo�zitelnost
polynomu stupn�e 3 implikuje, �ze m�a ko�ren, co�z zde neplat��) a dostaneme t�eleso
F8 = fa + bx + cx2 + fZ2[x]j a; b; c 2 Z2g = fa + b� + c�2j a; b; c 2 Z2g, kde
� := x+ fZ2[x].

Wedderburnova v�eta �r��k�a, �ze v�sechna kone�cn�a t�elesa jsou komutativn��. D�ukaz
ale nen�� nikterak trivi�aln��. V d�ukazu �c�asti (3) jsme vyu�zili komutativitu t�elesa F,
abychom mohli argumentovat, �ze polynom g nem�a v F v��ce ko�ren�u, ne�z je jeho
stupe�n; to ov�sem nad nekomutativn��mi t�elesy neplat��! Sta�c�� uv�a�zit polynom x2 +1
nad t�elesem kvaternion�u. Ten m�a za ko�reny i; j; k;�i;�j;�k.

N�asleduj��c�� tvrzen�� zobec�nuje dob�re zn�amou konstrukci zlomk�u pro v�sechny obo-
ry integrity. Jej��m d�usledkem je fakt, �ze ka�zd�y obor integrity lze ch�apat jako podo-
kruh n�ejak�eho t�elesa.
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Uva�zujme obor R(+; �;�; 0; 1), a de�nujme algebru F (+; �;�;0;1), kde F =
R� (R n f0g) s operacemi:

(a; b) � (c; d) = (a � c; b � d); (a; b) + (c; d) = (a � d+ b � c; b � d); �(a; b) = (�a; b);

0 = (0; 1) a 1 = (1; 1). Na algeb�re F (+; �;�;0;1) kone�cn�e de�nujme relaci �
p�redpisem (a; b) � (c; d), a � d = b � c.

V�eta 11.9. Pro algebru F (+; �;�;0;1) plat��:

(1) F (+) a F (�) jsou komutativn�� monoidy,
(2) � je kongruence na F (+; �;�;0;1) a (0; a) � 0 a (a; a) � 1 pro ka�zd�e

a 2 R n f0g,
(3) F= � (+; �;�; [0]; [1]) je komutativn�� t�eleso,
(4) zobrazen�� � : R! F= � dan�e p�redpisem �(r) = [(r; 1)]� je prost�y okruhov�y

homomor�smus.

D�ukaz. Vezm�eme (a; b); (c; d); (e; f) 2 F .
(1) Postupujeme zcela p�r��mo�ca�re podle de�nice.

(a; b) + ((c; d) + (e; f)) = (a; b) + ((cf + de; df)) = ((adf + b(cf + de); bdf)) =

= ((adf + bcf + bde; bdf)) = (((ad+ bc)f + bde; bdf)) = ((a; b) + (c; d)) + (e; f);

(a; b) + (c; d) = (ad+ bc; bd) = (cb+ ad; bd) = (c; d) + (a; b):

Ov�e�rili jsme, �ze je operace + asociativn�� a komutativn��. Uv�a�z��me-li, �ze (a; b) +
(0; 1) = (a; b), m�ame dok�az�ano, �ze F (+) je komutativn�� monoid. Tot�e�z provedeme
pro n�asoben��:

(a; b) � ((c; d) � (e; f)) = (a; b) � ((ce; df)) = (ace; bdf)) = ((a; b) � (c; d)) � (e; f);

d�ale (a; b) � (c; d) = (c; d) � (a; b) a (a; b) � (1; 1) = (a; b), proto i F (�) je komutativn��
monoid.

(2) P�redn�e uva�zme, �ze je relace � reexivn�� a symetrick�a a p�redpokl�adejme, �ze
(a; b) � (c; d) a (c; d) � (e; f), tedy ad = bc a cf = de. Potom adf = bcf = bde, a
proto (af�be)d = 0. Jeliko�z d 6= 0, dost�av�ame z de�nice oboru integrity, �ze af�be =
0, a tud���z (a; b) � (e; f). D��ky pozorov�an�� P�r��kladu 3.3 z minul�eho semestru zb�yv�a
ov�e�rit slu�citelnost � s operacemi +, � a �. P�redpokl�adejme, �ze (ai; bi) � (ci; di)
tedy aidi = cibi pro i = 1; 2. Proto (a1b2 + b1a2)d1d2 = a1d1 � b2d2 + a2d2 � b1d1 =
c1b1 �b2d2+c2b2 �b1d1 = (c1d2+d1c2)b1b2, tedy (a1; b1)+(a2; b2) � (c1; d1)+(c2; d2).
D�ale a1a2d1d2 = c1c2b1b2, tud���z (a1; b1) � (a2; b2) � (c1; d1) � (c2; d2) a kone�cn�e
(�a1; b1) � (�c1; d1) podle 5.2(2). Vztahy (0; a) � 0 a (a; a) � 1 plynou okam�zit�e
z de�nice �.

(3) D��ky (1), (2) a 3.10 u�z v��me, �ze F= � (+) a F= � (�) jsou komutativn��
monoidy. Zb�yv�a tedy dok�azat existenci opa�cn�ych prvk�u monoidu F= � (+) a dis-
tributivitu. Ozna�cme a

b rozkladov�e t�r��dy [(a; b)]�. V�simn�eme si, �ze ad
bd = ac

bc pro
ka�zd�e nenulov�e b; d 2 R, proto�ze (ad; bd) � (ac; bc). Nyn�� snadno spo�c��t�ame, �ze

a

b
+
�a

b
=
a+ (�a)

bb
=

0

bb
= 0;

a

b
�
c

d
+
a

b
�
e

f
=
acbf + bdae

bdbf
=
acf + ade

bdf
=
a

b
�
cf + de

df
=
a

b
� (
c

d
+
e

f
):

Kone�cn�e, zvol��me-li a
b 6= 0, pak (a; b) 6� (0; 1), tedy a 6= 0, a proto b

a 2 F a
a
b �

b
a = 1. T��m jsme dok�azali, �ze ka�zd�y nenulov�y prvek F �je invertibiln��, a proto

je F= � komutativn�� t�eleso.
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(4) Okam�zit�e vid��me, �ze je a
1 �

b
1 = a�b

1 , a
1 + b

1 = a+b
1 a �(1) = 1, proto je �

homomor�smus. Kone�cn�e, je-li �(a) = �(b), pak a = b, tedy jde o prost�y homomor-
�smus. �

De�nice. Komutativn�� t�eleso F= � budeme naz�yvat pod��lov�ym t�elesem okruhu R
a jeho prvky budeme zna�cit a

b = [(a; b)]�.

P�r��klad 11.10. T�eleso racion�aln��ch �c��selQ(+; �;�; 0; 1) je pod��lov�ym t�elesem oboru
cel�ych �c��sel Z(+; �;�; 0; 1), zat��mco t�eleso racion�aln��ch lomen�ych funkc�� je pod��lov�ym
t�elesem oboru re�aln�ych polynom�u R[x](+; �;�; 0; 1).

12. Svazy

Posledn�� dv�e kapitoly kurzu v�enujeme algebraick�emu popisu uspo�r�adan�ych mno-
�zin. Nejprve si rozmysl��me, jak t�r��du takzvan�ych svaz�u uchopit jako algebry. Al-
gebraick�y pohled n�am umo�zn�� pracovat se v�semi standardn��mi univerz�aln�e alge-
braick�ymi pojmy.

P�ripome�nme, �ze relaci � na mno�zin�e M se �r��k�a uspo�r�ad�an��, je-li reexivn�� a
tranzitivn�� a spl�nuje-li podm��nku a � b; b � a ) a = b pro ka�zd�e a; b 2 M (tj.
jde o slab�e antisymetrickou relaci). Dvojice (M;�) se obvykle naz�yv�a uspo�r�adan�a
mno�zina.

De�nice. Necht' � je uspo�r�ad�an�� na mno�zin�e M a A �M . �Rekneme, �ze m 2 A je
nejmen�s�� (resp. nejv�et�s��) prvek mno�ziny A, jestli�zem � a (resp. a � m) pro v�sechna
a 2 A. Supremem (resp. in�mem) mno�ziny A budeme rozum�et nejmen�s�� prvek
mno�ziny fn 2 M j 8a 2 A : a � ng (resp. nejv�et�s�� prvek mno�ziny fn 2 M j 8a 2
A : n � ag), supremum zna�c��me sup� a in�mum inf�. Dvojici (M;�) budeme
�r��kat svaz, pokud pro ka�zd�e dva prvky a; b 2 A existuje supremum a in�mum
mno�ziny fa; bg. Svaz (M;�) je �upln�ym svazem, existuje-li supremum a in�mum
ka�zd�e podmno�ziny mno�ziny M .

P�r��klad 12.1. P�ripome�nme zn�am�e p�r��klady uspo�r�ad�an�� a svaz�u:

(1) Relace d�elen�� = je uspo�r�ad�an�� na mno�zin�e v�sech p�rirozen�ych �c��sel N, nav��c
sup=(n;m) = lcm(n;m) a inf=(a; b) = GCD(n;m), proto je (N; =) svaz.

(2) P�rirozen�e uspo�r�ad�an�� � indukuje na mno�zin�e v�sech cel�ych (re�aln�ych, ra-
cion�aln��ch) �c��sel Z (R, Q) strukturu (dokonce line�arn�e uspo�r�adan�eho) svazu,
kde sup�(a; b) = max(a; b) a inf�(a; b) = min(a; b).

(3) Inkluze tvo�r�� na mno�zin�e v�sech podmno�zin P(X) mno�ziny X uspo�r�ad�an��
a (P(X);�) �upln�y svaz kde sup�(B) =

S
B a inf�(B) =

T
B pro ka�zdou

podmno�zinu B � P(X).
(4) Je-li C mno�zina v�sech podalgeber nebo v�sech kongruenc�� na n�ejak�e algeb�re,

uk�a�zeme, �ze (C;�) tvo�r�� �upln�y svaz, kde sup�(B) =
T
fC 2 Cj

S
B � Cg a

inf�(B) =
T
B pro ka�zd�e B � C .

� je uspo�r�ad�an�� a
T
B je zjevn�e in�mem. Proto�ze je mno�zina C dle

8.6 uzav�ren�a na pr�uniky, vid��me, �ze
T
fX 2 Cj

S
B � Xg tvo�r�� nejmen�s��

prvek C obsahuj��c��m v�sechna B 2 B, co�z je podle de�nice pr�av�e supremum
vzhledem k inkluzi.

(5) id je na libovoln�e nepr�azdn�e mno�zin�e M uspo�r�ad�an��, ov�sem pro jM j > 1 se
jist�e nejedn�a o svaz.
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Je-li (M;�) svaz, budeme pro ka�zd�e dva prvky m;n 2 M zna�cit m _ n =
sup�(m;n) a m^n = inf�(m;n). Zaveden�e bin�arn�� operace _ a ^ nazveme spojen��
a pr�usek.

V�eta 12.2. (1) Je-li (M;�) svaz, pak pro v�sechna a; b; c 2M plat��:

(S1) a _ b = b _ a, a ^ b = b ^ a,
(S2) a _ a = a = a ^ a,
(S3) a _ (b _ c) = (a _ b) _ c, a ^ (b ^ c) = (a ^ b) ^ c,
(S4) a _ (b ^ a) = a = a ^ (b _ a).

(2) Necht'M(^;_) je algebra s dv�ema bin�arn��mi operacemi, kter�e spl�nuj�� podm��n-
ky (S1) { (S4) a de�nujme na M relaci � p�redpisem: a � b, b = a _ b. Pak plat��
a � b, a = a ^ b, d�ale (M;�) je svaz a sup�(a; b) = a _ b a inf�(a; b) = a ^ b.

D�ukaz. (1) Vlastnosti (S1) a (S2) jsou okam�zit�ym d�usledkem de�nice ^ a _.
(S3) Polo�zme d = a_(b_c). Dok�a�zeme, �ze je d supremem mno�ziny fa; b; cg. Podle

de�nice _ je a � d a b; c � b_c � d, tedy d je horn�� odhad mno�ziny fa; b; cg. Zvolme
n�ejak�e e, pro n�e�z a; b; c � e. Pak (b_c) � e, proto�ze je e horn�� odhad mno�ziny fb; cg
a (b_c) je supremem t�eto mno�ziny. Stejn�ym argumentem dostaneme a_(b_c) � e,
tedy a _ (b _ c) = sup�(fa; b; cg) = c _ (a _ b) = (a _ b) _ c d��ky (S1). D�ukaz druh�e
podm��nky je symetrick�y.

(S4) Proto�ze b ^ a � a a a � a, m�ame a _ (b ^ a) � a. Naopak a � a _ (b ^ a),
tedy ze slab�e antisymetrie plyne, �ze a = a _ (b ^ a). I tentokr�at pro ov�e�ren�� druh�e
podm��nky sta�c�� zam�enit spojen�� pr�usekem a relaci � relac�� �.

(2) Nejprve uk�a�zeme, �ze je � uspo�r�ad�an��. Proto�ze a = a _ a d��ky (S2), m�ame
podle de�nice a � a. Vezmeme-li a � b a b � c, tj. b = a _ b, c = b _ c, pak
c = (a_ b)_ c = a_ (b_ c) = a_ c d��ky (S3), tedy a � c. Kone�cn�e plat��-li, �ze a � b
a b � a, dost�av�ame z (S1), �ze b = a _ b = b _ a = a.

Nyn�� ov�e�r��me, �ze b = a _ b, a = a ^ b. Za symetrie podm��nek pro ^ a _ plyne,
�ze sta�c�� abychom ov�e�rili jen jednu implikaci. Necht' nap�r��klad b = a _ b. Potom
a ^ b = a ^ (a _ b) = a ^ (b _ a) = a podle (S1) a (S4). Vid��me, �ze je de�nice �
symetricky formulovateln�a pomoc�� podm��nky a � b, a = a ^ b.

Zb�yv�a dok�azat, �ze sup�(a; b) = a_b (tvrzen�� pro ^ se dok�a�ze symetricky). P�redn�e
a_(a_b) = (a_a)_b = a_b d��ky (S3) a (S2) a b_(a_b) = (a_b)_b = a_(b_b) = a_b
d��ky (S1), (S3) a (S2), tud���z a; b � (a _ b). Vezmeme-li prvek c, pro kter�y a; b � c,
pak c = a _ c a c = b _ c, proto c = a _ (b _ c) = (a _ b) _ c podle (S3). T��m jsme
ov�e�rili, �ze (a _ b) � c, co�z znamen�a, �ze sup�(a; b) = a _ b. �

Dok�azan�e tvrzen�� poskytuje dva ekvivalentn�� pohledy na svaz: bud' jako na
uspo�r�adanou mno�zinu se supremy a in�my nebo algebru spl�nuj��c�� �ctve�rici axiom�u
(S1){(S4).

P�r��klad 12.3. U p�r��klad�u svaz�u uveden�ych v 12.1 m�ame tedy dva zp�usoby jak na
svaz nahl���zet:

(1) (N; =) odpov��d�a algeb�re N(GCD; lcm),
(2) (Z;�) (respektive (R;�), (Q;�)) odpov��d�a algeb�re Z(min;max) (respek-

tive R(min;max), Q(min;max)),
(3) (P(X);�) odpov��d�a algeb�re P(X)(\;[).

De�nice. Necht' f : A! B je zobrazen�� a (A;�) a (B;�) jsou svazy. �Rekneme, �ze
je f homomor�smus (izomor�smus) jde-li o homomor�smus (izomor�smus) algeber



36 ALGEBRA I PRO INFORMATIKY

A(^;_) a B(^;_) a f nazveme monot�onn��m zobrazen��m, plat��-li implikace a1 �
a2 ) f(a1) � f(a2). Podsvazem svazu A(^;_) budeme rozum�et podalgebru algebry
A(^;_).

Pozn�amka 12.4. Homomor�smus svaz�u je monot�onn�� zobrazen��.

D�ukaz. Je-li f : A ! B homomor�smus svaz�u a a1 � a2 2 A, pak a2 = a1 _ a2.
Proto f(a2) = f(a1 _ a2) = f(a1) _ f(a2) a tedy f(a1) � f(a2). �

V�eta 12.5. Bijekce svaz�u f je izomor�smus, pr�av�e kdy�z jsou f i f�1 monot�onn��
zobrazen��.

D�ukaz. D��ky 12.4 sta�c�� dok�azat zp�etnou implikaci. Ov�e�r��me slu�citelnost f nap�r��klad
s _. M�ejme f : A! B takovou bijekci svaz�u, �ze f i f�1 jsou monot�onn��, a zvolme
a; b 2 A. Proto�ze a; b � a _ b, je f(a); f(b) � f(a _ b), tud���z f(a) _ f(b) � f(a _ b).
Podobn�e f(a); f(b) � f(a)_f(b), proto a; b � f�1(f(a)_f(b)) a a_b � f�1(f(a)_
f(b)). Pou�zijeme-li na posledn�� vztah znovu monotonii f , dostaneme f(a _ b) �
f(a) _ f(b). Ze slab�e antisymetrie �, potom plyne, �ze f(a _ b) = f(a) _ f(b). �

Kone�cn�e uspo�r�adan�e mno�ziny je �casto v�yhodn�e zn�azornit Hasseov�ym diagra-
mem, p�ripome�nme jeho de�nici:

Je-li (M;�) je uspo�r�adan�a mno�zina a a; b; c 2 M , �rekneme, �ze prvek b pokr�yv�a
prvek a (p���seme a < � b), jestli�ze a � b, a nen�� b a a � c � b) c = a nebo c = b.

Hasseov�ym diagramem uspo�r�adan�e mno�ziny (M;�) rozum��me orientovan�y graf,
jeho�z vrcholy tvo�r�� prvky mno�ziny M a a je s b spojen takovou hranou, �ze b se
nach�az�� v�y�se ne�z a, pr�av�e kdy�z b pokr�yv�a a.

P�r��klad 12.6. Uva�zujme svazy (S1;�) a (S2;�), kde S1 = f0; 1; a; bg, S2 =
f0;1;A;Bg a dan�y relacemi:0 < � a < � 1, 0 < � b < � 1 a 0 < � A < � B < � 1.
Potom zobrazen�� f(0) = 0, f(1) = 1, f(a) = A, f(b) = B je monot�onn��, ale nen��
to homomor�smus svaz�u, proto�ze f(a ^ b) = f(0) = 0 6= A = f(a) ^ f(b).

13. P�r��klady svaz�u: uz�av�erov�e syst�emy a Booleovy algebry

V z�av�ere�cn�e kapitole se budeme v�enovat izomorfn��mu popisu dvou zaj��mav�ych
t�r��d svaz�u: svazu kongruenc�� grupy a okruhu a kone�cn�e Booleovy algebry. K tomu
�u�celu zavedeme pojem uz�av�erov�eho syst�emu a pojem obecn�e Booleovy algebry jako
distributivn��ho svazu s komplementy. Izomor�smu svaz�u tak vyu�zijeme pro lep�s��
porozum�en�� vztahu kongruenc�� a norm�aln��ch podgrup pro grupy a vztahu kongru-
enc�� a ide�al�u pro okruhy a pro d�ukaz faktu, �ze kone�cn�e Booleovy algebry nejsou (a�z
na izomor�smus) ni�c��m jin�ym ne�z syst�emy v�sech podmno�zin n�ejak�e mno�ziny.

De�nice. Necht' je A mno�zina a C � P(A) je n�ejak�y syst�em podmno�zin mno�ziny
A. �Rekneme, �ze C je uz�av�erov�ym syst�emem nad A, pokud

(1) A 2 C,
(2) pro ka�zd�y podsyst�em fBij i 2 Ig � C, je

T
fBij i 2 Ig 2 C.

V�simn�eme si, �ze ka�zd�y uz�av�erov�y syst�em tvo�r�� �upln�y svaz:

Pozn�amka 13.1. (1) Je-li C uz�av�erov�y syst�em, pak (C;�) tvo�r�� �upln�y svaz, kde
sup�(B) =

T
fC 2 Cj

S
B � Cg a inf�(B) =

T
B pro ka�zd�e B � C .

(2) Syst�em v�sech podalgeber i syst�em v�sech kongruenc�� na algeb�re spolu s inkluz��
je uz�av�erov�y syst�em a tedy �upln�y svaz.
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D�ukaz. (1) � je uspo�r�ad�an�� a
T
B je zjevn�e in�mem. Proto�ze je C uzav�ren�e na

pr�uniky, je
T
fX 2 Cj

S
B � Xg nejmen�s��m prvkem C obsahuj��c��m v�sechna B 2 B,

co�z je podle de�nice pr�av�e supremum vzhledem k inkluzi.
(2) Stejn�a �uvaha jako v 12.1(4). �

V�eta 13.2. (1) V�sechny norm�aln�� podgrupy libovoln�e grupy G(�) tvo�r�� spolu s in-
kluz�� svaz a zobrazen�� � ! [1]� je izomor�smus svazu v�sech kongruenc�� na grup�e
G(�) svazu v�sech norm�aln��ch podgrup.

(2) V�sechny kongruence a v�sechny ide�aly okruhu R(+; �;�; 0; 1) tvo�r�� spolu s
inkluz�� svazy a zobrazen�� �! [0]� je izomor�smus svazu v�sech kongruenc�� na svazu
v�sech ide�al�u okruhu R.

D�ukaz. Nejprve dok�a�zeme technick�e lemma:

Lemma. Bud' C uz�av�erov�y syst�em obsa�zen�y v syst�emu v�sech ekvivalenc�� na mno�zi-
n�e A. Necht' pro N � P(A) a e 2 A plat��:

(a) [e]� 2 N pro ka�zd�e � 2 C,
(b) pro ka�zd�e N 2 N existuje takov�e � 2 C, �ze N = [e]�,
(c) pro ka�zd�e �; � 2 C plat��, �ze [e]� � [e]� ) � � �.

Pak N je uz�av�erov�y syst�em na A a tedy podle 13.1 svaz a zobrazen�� ' : C ! N
dan�e p�redpisem '(�) = [e]� je izomor�smus svaz�u.

D�ukaz lemmatu. Nejprve uk�a�zeme, �ze je N uz�av�erov�y syst�em. Proto�ze A�A 2 C,
m�ame A = [e]A�A 2 N d��ky (a). Vezmeme-li Ni 2 N , i 2 I, pak podle (b) existuje
pro ka�zd�e i 2 I takov�a ekvivalence �i 2 C, �ze Ni = [e]�i . Proto�ze je C uz�av�erov�y
syst�em, tedy

T
i2I �i 2 C, dost�av�ame

T
i2I Ni =

T
i2I [e]�i = [e]T

i2I �i
2 N op�et

d��ky (a).
Nyn�� sta�c�� podle 12.5 ov�e�rit, �ze je ' dob�re de�novan�a bijekce a �ze ' i '�1 jsou

monot�onn�� vzhledem k inkluzi. Korektnost de�nice p�ritom zaru�cuje podm��nka (a),
podm��nka (b) �r��k�a, �ze je ' na N , a z podm��nky (c) plyne, �ze jde o prost�e zobrazen��.
Kone�cn�e, je-li � � �, pak [e]� � [e]� pro ka�zdou dvojici ekvivalenc�� � a �, co�z
zaru�cuje monot�onii ', a monot�onie '�1 je p�r��mo obsahem podm��nky (c). �

(1) Ozna�cme symbolem C mno�zinu v�sech kongruenc�� na G(�), tj. ekvivalenc��
slu�citeln�ych s operac�� � (viz 8.4(3)), symbolem N mno�zinu v�sech norm�aln��ch pod-
grup G(�) a symbolem e neutr�aln�� prvek G(�). Z 13.1 plyne, �ze je C uz�av�erov�y
syst�em a 4.8 zaru�cuje, �ze jsou spln�eny p�redpoklady (a), (b), (c) Lemmatu, odkud
plyne z�av�er.

(2) Nejprve dok�a�zeme, �ze ekvivalence � je kongruence na R(+; �;�; 0; 1), pr�av�e
kdy�z [0]� je ide�al a � = Ker[0]�. V 10.6(1) jsme dok�azali zp�etnou implikaci. Je-li
naopak � je kongruence na okruhu R, pak jde tak�e o kongruenci grupy R(+), proto
je [0]� podle 4.8 podgrupou R(+) a (a; b) 2 �, a� b 2 [0]�. Zb�yv�a ov�e�rit, �ze jde o
ide�al. Zvolme i 2 [0]� a r 2 R, tedy (i; 0) 2 � a (r; r) 2 �, proto (ir; 0) = (ir; 0r) 2 �
a (ri; 0) = (ri; r0) 2 �, tedy ir; ri 2 I.

Nyn�� stejn�ym zp�usobem jako v d�ukazu (1) nahl�edneme �ze jsou pro e = 0, C
mno�zinu v�sech kongruenc�� a N mno�zinu v�sech ide�al�u okruhu R(+; �;�; 0; 1) spln�eny
p�redpoklady Lemmatu, odkud dost�av�ame z�av�er. �

P�r��klad 13.3. Podle p�redchoz�� v�ety a 7.3 tvo�r�� svaz v�sech kongruenc�� na dvan�acti-
prvkov�e cyklick�e grup�e pr�av�e �sestiprvkov�a mno�zina kongruenc�� rmodhii pro i 2
f0; 1; 2; 3; 4; 6; g s inkluz�� a tento svaz je stejn�y jako svaz kongruenc�� na okruhu
Z12(+; �;�; 0; 1).
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De�nice. O svazu S(^;_) �rekneme, �ze je distributivn��, plat��-li pro ka�zd�e a; b; c 2 S
rovnost a _ (b ^ c) = (a _ b) ^ (a _ c).

Pozn�amka 13.4. Svaz S(^;_) je distributivn��, pr�av�e kdy�z pro ka�zd�e a; b; c 2 S
plat��, �ze a^ (b_ c) = (a^ b)_ (a^ c), tedy svaz S(^;_) je distributivn��, pr�av�e kdy�z
je opa�cn�y svaz S(_;^) distributivn��.

D�ukaz. Ze symetrie vlastnost�� operac�� plyne, �ze sta�c�� dok�azat pouze jednu impli-
kaci. Necht' je svaz distributivn��. Budeme s vyu�zit��m de�nice distributivity a 12.2
upravovat: (a^b)_(a^c) = ((a^b)_a)^((a^b)_c) = a^(a_c)^(b_c) = a^(b_c),
kde druh�a rovnost plyne z (S4) a t�ret�� rovnost plyne z (S1) a (S4) a �

P�r��klad 13.5. (1) Svaz P(X)(\;[), kde P(X) je mno�zina v�sech podmno�zin n�ejak�e
mno�ziny X, je distributivn��.

(2) Necht' M5 = f0;1; u; v; wg, bud' 0 nejmen�s�� prvek, 1 nejv�et�s�� prvek a u_ v =
u _ w = v _ w = 1 a u ^ v = u ^ w = v ^ w = 0. Proto�ze u _ (v ^ w) = u _ 0 6=
1 = 1 ^ 1(u _ v) ^ (u _ w), nen�� M5(^;_) distributivn�� svaz. (�r��k�a se mu obvykle
diamant).

De�nice. Necht' m�a svaz S(^;_) nejmen�s�� prvek 0 a nejv�et�s�� prvek 1. Prvek a 2
S nazveme atomem (resp. koatomem), jestli�ze a pokr�yv�a 0 (resp. 1 pokr�yv�a a).
Komplementem prvku a 2 S nazveme takov�y prvek a0 2 S, �ze a_a0 = 1 a a^a0 = 0.

Pozn�amka 13.6. Ka�zd�y prvek distributivn��ho svazu m�a nejv�y�se jeden komplement.

D�ukaz. Necht' a _ bi = 1 a a ^ bi = 0 pro i = 1; 2. Pak bi = bi ^ 1 = bi ^ (a _ bj) =
(bi ^ a) _ (bi ^ bj) = 0 _ (bi ^ bj) = bi ^ bj , tedy bi � bj pro v�sechna i; j 2 f1; 2g,
co�z znamen�a, �ze b1 = b2. �

De�nice. Booleovou algebrou nazveme takovou algebru S(_;^;0;1; 0), �ze S(^;_)
je distributivn�� svaz s nejv�et�s��m prvkem 1 a nejmen�s��m prvkem 0 a un�arn�� ope-
race 0 p�ri�rad�� ka�zd�emu prvku jeho komplement. Homomor�smem (izomor�smem)
Booleov�ych algeber rozum��me homomor�smus (izomor�smus) algeber v obvykl�em
smyslu.

P�r��klad 13.7. Necht' P(X) je mno�zina v�sech podmno�zin mno�ziny X a pro ka�zdou
podmno�zinu Y � X de�nujme Y 0 = X n Y . Pak P(X)([;\; ;; X; 0) je Booleova
algebra.

Pozn�amka 13.8. Necht' S(_;^;0;1; 0) je Booleova algebra. Pak pro ka�zd�e a; b 2 S
plat��:

(1) (a0)0 = a,
(2) (1)0 = 0 a (0)0 = 1,
(3) (a _ b)0 = a0 ^ b0,
(4) (a ^ b)0 = a0 _ b0.

D�ukaz. (1) a (2) plyne p�r��mo z de�nice a 13.6 a (4) je symetrick�e k (3).
(3) (a _ b) ^ (a0 ^ b0) = (a ^ a0 ^ b0) _ (b ^ a0 ^ b0) = 0 _ 0 = 0 a podobn�e

(a _ b) _ (a0 ^ b0) = (a _ b _ a0) ^ (a _ b _ b0) = 1 _ 1 = 1. �

V�eta 13.9. Bud' S(_;^;0;1; 0) kone�cn�a Booleova algebra a A bud' mno�zina v�sech
atom�u svazu S. Potom zobrazen�� � : P(A) ! S dan�e p�redpisem �(B) = supB je
izomor�smus Booleov�ych algeber S(_;^;0;1; 0) a P (A)([;\; ;; A; 0).
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D�ukaz. Pro ka�zd�e M = fm1; : : : ;mng � S zna�cme
V
M = m1 ^m2 ^ � � � ^mn aW

M = m1 _m2 _ � � � _mn, d�ale
V
; = 1 a

W
; = 0

De�nujme nejprve zobrazen��  : S ! P(A) p�redpisem  (s) = fa 2 Aj a � sg.
Okam�zit�e vid��me, �ze zobrazen�� � i  jsou monot�onn�� vzhledem k inkluzi a �(;) = 0.
Uk�a�zeme-li nav��c, �ze je � bijekce slu�citeln�a s pr�usekem a spojen��m, pak nutn�e
�(A) = 1 a �(B0) = �(B)0 pro ka�zd�e B 2 P(A). Podle 12.5 tedy zb�yv�a ov�e�rit, �ze
� �  = IdS i  � � = IdP(A), tedy �ze � je bijekce a ��1 =  .

Polo�zme t = � (s) =
W
fa 2 Aj a � sg. Potom t =

W
fa 2 Aj a � sg � s.

V�simn�eme si, �ze d��ky distributivit�e s = s^1 = s^(t_t0) = (s^t)_(s^t0) = t_(s^t0).
P�redpokl�ad�ame-li, �ze t 6= s, pak z p�redchoz��ho vid��me, �ze (s ^ t0) 6= 0, a d��ky
kone�cnosti S najdeme n�ejak�y atom a0, kter�y le�z�� pod prvkem s ^ t0, tedy a � t0 a
a 2  (s), a proto a � t. Zjistili jsme, �ze a � t ^ t0 = 0, co�z je spor, tud���z s = t.

Nyn�� polo�zme C =  �(B) = fa 2 Aj a �
W
Bg. Vezmeme-li b 2 B, pak b �

W
B,

a proto b 2 C, �c��m�z jsme ov�e�rili inkluzi B � C. Zvolme tedy c 2 C a uva�zme, �ze
0 6= c = c ^

W
B =

W
fc ^ bj b 2 Bg d��ky distributivit�e a kone�cnosti B. To ov�sem

znamen�a, �ze existuje b 2 B, pro n�e�z c^ b 6= 0. Proto�ze jsou oba prvky b a c atomy,
m�ame b = c, �c��m�z jsme dok�azali, �ze B = C. �

Nyn�� je snadn�e uv�edomit si, �ze je-li S(_;^;0;1; 0) Booleova algebra o 64 = 26

prvc��ch, pak je podle p�redchoz�� v�ety izomorfn�� Booleov�e algeb�re P (X)([;\; ;; ; 0)
pro X = f1; 2; 3; 4; 5; 6g.

Z t�eho�z d�uvodu neexistuje �z�adn�a patn�actiprvkov�a Booleova algebra, proto�ze
podle V�ety 13.9 mus�� b�yt ka�zd�a Booleova algebra izomorfn�� poten�cn�� Booleov�e
algeb�re, tedy mus�� m��t 2n prvk�u, kde n je po�cet atom�u.


