
7. Line�arn�� rekurentn�� posloupnosti

Nekone�cnou posloupnost fsigi�0 2 F
!
q nazveme line�arn�� rekurentn�� posloupnost��

�r�adu k, jestli�ze existuj�� prvky ao; : : : ; ak; a 2 Fq spl�nuj��c�� pro ka�zd�e n � 0 rekurentn��
vztah

(�) sn+k = a+

k�1X
i=0

aisn+i

Jestli�ze je a = 0 mluv��me o homogenn�� line�arn�� rekurentn�� posloupnosti.

P�r��klad 7.1. (1) Konstantn�� posloupnost je homogenn�� line�arn�� rekurentn�� po-
sloupnost�� �r�adu 1 s rekurentn��m vztahem sn+1 = sn.

(2) Posloupnost f1; 1; 0; 1; 1; 0; : : : g nad t�elesem F2 je homogenn�� line�arn�� reku-
rentn�� posloupnost�� s rekurentn��m vztahem sn+2 = sn + sn+1.

V�simn�eme si, �ze u �r�adu line�arn�� rekurentn�� posloupnosti nevy�zadujeme �z�adnou
podm��nku minimality, konstantn�� posloupnost tak m�u�zeme samoz�rejm�e pova�zovat
za line�arn�� rekurentn�� posloupnost�� s rekurentn��m vztahem sn+k = sn pro libovoln�e
k.

Posloupnost fsigi�0 2 F
!
q se naz�yv�a skoro periodick�a s periodou r, jestli�ze exis-

tuje takov�e n0, �ze sn+r = sn pro ka�zd�e n � n0. Nejmen�s��mu takov�emu r budeme
�r��kat nejmen�s�� perioda. Posloupnost fsigi�0 2 F

!
q je periodick�a, existuje-li perioda

r tak, �ze sn+r = sn pro ka�zd�e n � 0.

Pozorov�an��. Necht' fsigi�0 2 F
!
q je skoro periodick�a posloupnost s nejmen�s�� peri-

odou r1. Pak

(1) r1 d�el�� ka�zdou periodu fsig,
(2) fsig je periodick�a, pr�av�e kdy�z sn+r1 = sn pro ka�zd�e n � 0.

D�ukaz. (1) Pro periodu r vyd�el��me se zbytkem polynomy r = qr1 + t; kde t < r1.
Pak existuje takov�e n0, �ze pro ka�zd�e n � n0

sn = sn+r = sn+qr1+t = sn+(q�1)r1+t = � � � = sn+t:

Z minimality r1 plyne, �ze t = 0, tedy r1 d�el�� r.
(2) Sta�c�� dok�azat p�r��mou implikaci.
Uk�a�zeme, �ze sn = sn+r1 pro ka�zd�e n � 0. Je-li r perioda fsig jako periodick�e

posloupnosti, existuje n0, �ze sn = sn+r1 pro ka�zd�e n � n0. Zvol��me-li libovoln�e
n � 0, pak existuje m � n0, pro kter�e n � m(mod r). Proto n+r1 � m+r1(mod r)
a tud���z

sn+r1 = sm+r1 = sm = sn:

pro ka�zd�e n � 0. �

Pozn�amka 7.2. Je-li fsigi�0 2 F
!
q line�arn�� rekurentn�� posloupnost�� �r�adu k s re-

kurentn��m vztahem sn+k = a+
Pk�1

i=0 aisn+i, pak

(1) fsig je skoro periodick�a posloupnost s nejmen�s�� periodou � qk,
(2) je-li fsig homogenn�� m�a nejmen�s�� periodu � qk � 1,
(3) jestli�ze a0 6= 0, je fsig periodick�a.

D�ukaz. (1) Ozna�cme sn := (sn; : : : ; sn+k�1) 2 F
n
q n-t�y stavov�y vektor line�arn�� re-

kurentn�� posloupnost��. Pak jfsnjn � 0gj � jFnq j = qn, proto existuje u < v, pro n�e�z
1



2

v � u � qn a su = sv. Proto

su+k = a+

k�1X
i=0

aisu+i = a+

k�1X
i=0

aisv+i = sv+k:

Proto�ze su+k = sv+k, m�ame su+1 = sv+1. Induk�cn��m argumentem dost�av�ame, �ze
su+l = sv+l pro ka�zd�e l � 0. Polo�z��me-li nyn�� r := v � u, vid��me, �ze sn = sn+r pro
ka�zd�e n � u.

(2) Existuje-li stavov�y vektor sn := (0; : : : ; 0), pak je posloupnost skoro kon-
stantn��, tedy m�a periodu 1. V opa�cn�em p�r��pad�e zopakujeme d�ukaz (1) pro u < v,
pro kter�e v � u � jfsngj � jFnq n f0gj = qn � 1 a su = sv.

(3) Bud' r1 nejmen�s�� perioda a n0 nejmen�s�� takov�e, �ze sn = sn+r1 pro ka�zd�e

n � n0. Kdyby n0 > 0, pak by sn0+k�1 = a+
Pk�1

i=0 aisn0+i�1, a proto by sn0�1 =

= a�10 (sn0+k�1 � a�

k�1X
i=1

aisn0+i�1) = a�10 (sn0+r1+k�1 � a�

k�1X
i=1

aisn0+r1+i�1) =

= sn0�1+r1 , co�z by bylo ve sporu s minimalitou n0 �

Pozorov�an��. Uva�zujme posloupnost fsigi�0 2 F
!
q

(1) Jestli�ze s0 6= 0 a si = 0 pro i > 0, je fsig homogenn�� skoro periodick�a
posloupnost line�arn�� rekurentn�� posloupnost �r�adu 2 s rekurentn��m vztahem
sn+2 = sn+1, kter�a nen�� periodick�a.

(2) Je-li fsig skoro periodick�a posloupnost spl�nuj��c�� sn = sn+r pro v�sechna
n � n0 je line�arn�� rekurentn�� posloupnost�� s rekurentn��m vztahem sn+n0 =
sn+n0+r.

(3) fsig je line�arn�� rekurentn�� posloupnost, pr�av�e kdy�z je skoro periodick�a.

Je-li fsigi�0 2 F
!
q homogenn�� line�arn�� rekurentn�� posloupnost�� s rekurentn��m

vztahem sn+k =
Pk�1

i=0 aisn+i, pak c = xk �
Pk�1

i=0 aix
i 2 Fq[x] se naz�yv�a charak-

teristick�y polynom fsig.

V�eta 7.3. Jestli�ze charakteristick�y polynom c homogenn�� line�arn�� rekurentn�� po-

sloupnost�� fsng s rekurentn��m vztahem sn+k =
Pk�1

i=0 aisn+i nem�a v rozkladov�em
nadt�elese K v��cen�asobn�e ko�reny a �1; : : : �k 2 K jsou v�sechny ko�reny c, pak existuj��

takov�a �1 : : : ; �k 2 K, �ze sn =
Pk

j=1 �j�
n
j pro v�sechna n � 0.

D�ukaz. Polo�zme s0 := (s0; : : : ; sk�1) 2 F
n
q a A :=

0
BBBB@

�01 �02 : : : �0k
�11 �12 : : : �1k
: : : : : :

: : : : : :

�k�1
1 �k�1

2 : : : �k�1
k

1
CCCCA.

Proto�ze je Vandermondova matice A regul�arn��, existuje (jednozna�cn�e ur�cen�y) vek-
tor � = (�1; : : : ; �k) 2 K

k, pro kter�y A�T = s
T
0 .

Vid��me, �ze sn =
Pk

j=1 �j�
n
j pro v�sechna n < k. Nyn�� vyu�zijeme indukci a za

p�redpokladu, �ze tento vztah plat�� pro v�sechny hodnoty men�s�� ne�z n+ k, dok�a�zeme
jeho platnost pro n+ k:

kX
j=1

�j�
n+k
j � sn+k =

kX
j=1

�j�
n+k
j �

k�1X
i=0

aisn+i =
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=

kX
j=1

�j�
n+k
j �

k�1X
i=0

ai

kX
j=1

�j�
n+i
j =

kX
j=1

�j�
n
j c(�j) = 0:

�

P�r��klad 7.4. Uva�zujme homogenn�� line�arn�� rekurentn�� posloupnost�� s rekurentn��m
vztahem sn+2 = sn+1+sn nad t�elesem F2. Jej�� charakteristick�y polynom je x2+x+1
s rozkladov�ym nadt�elesem F4 = F2(�) a ko�reny �, �+1. Nyn�� stejn�e jako v d�ukazu
p�redchoz�� V�ety vy�re�s��me soustavu�

1 1
� �+ 1

�
�

�
�1
�2

�
=

�
1
1

�

a dostaneme �1 = � a �2 = �+ 1. Proto sn = �n+1 + (�+ 1)n+1.

V�eta 7.5. Necht' c = xk�
Pk�1

i=0 aix
i 2 Fq[x] je charakteristick�y polynom nenulov�e

homogenn�� line�arn�� rekurentn�� posloupnosti fsig 2 F
!
q . Jestli�ze je c ireducibiln�� nad

Fq a � jeho ko�ren v ko�renov�em nadt�elese K, kter�y m�a v grup�e K� �r�ad r, potom je
fsig periodick�a s nejmen�s�� periodou rovnou r.

D�ukaz. Proto�ze je posloupnost fsig nenulov�a a c ireducibiln��, 0 nen�� ko�renem c a
podle 7.2(3) je posloupnost fsig periodick�a. Z Pozn�amky 3.1 v��me, �ze c = m�;Fq =Qk�1

i=0 (x � �qi), proto K = Fq(�) = Fqk je rozkladov�e nadt�eleso polynomu c a
v�sechny jeho ko�reny maj�� stejn�y �r�ad v grup�e K�.

Proto�ze ireducibiln�� polynomy nad kone�cn�ym t�elesem nemaj�� �z�adn�e v��cen�asobn�e

ko�reny, m�u�zeme pro �i�
qi�1 , i = 1; : : : ; k, pou�z��t V�etu 7.3, kter�a zaru�cuje existenci

takov�ych �c��sel �1 : : : ; �k 2 K, �ze pro v�sechna n � 0 sn =
Pk

j=1 �j�
n
j . Z p�redpokladu

nenulovosti fsig potom plyne, �ze alespo�n jedno �i0 je nenulov�e.
V�simn�eme si, �ze t je perioda, pr�av�e kdy�z pro ka�zd�e n � 0 plat��

0 = sn+t � sn =

kX
j=1

�j�
n+t
j � �j�

n
j =

kX
j=1

�j�
n
j (�

t
j � 1):

Odtud okam�zit�e vid��me, �ze r je perioda, nebot' �r
j � 1 = 0,

Naopak zap���seme-li vztah 0 = sn+t � sn pro n = 0; : : : ; k � 1 pro libovolnou
periodu maticov�e, dostaneme sou�cin0

BBBB@

�01 �02 : : : �0k
�11 �12 : : : �1k
: : : : : :

: : : : : :

�k�1
1 �k�1

2 : : : �k�1
k

1
CCCCA �

0
BBBB@

�1(�
t
1 � 1)

�2(�
t
2 � 1)
:

:

�k(�
t
k � 1)

1
CCCCA =

0
BBBB@

0
0
:

:

0

1
CCCCA

Sou�cin m�u�zeme interpretovat jako matici homogenn�� soustavy rovnic s regul�arn��
(Vandermondovou) matic�� lev�ych stran. Ta m�a pouze trivi�aln�� �re�sen��, proto pro
v�sechna i = 1; : : : ; k dost�av�ame, �ze �i(�

t
i � 1). Zb�yv�a p�ripomenout, �ze �i0 6= 0,

a proto �t
i0

= 1) a tud���z �r�ad r d�el�� t. T��m jsme ov�e�rili, �ze r je nejmen�s�� perioda
homogenn�� line�arn�� rekurentn�� posloupnosti fsig �

D�usledek 7.6. Je-li � primitivn�� prvek t�elesa Fqk a c = m�;Fq minim�aln�� polynom
� nad t�elesem Fq, pak je ka�zd�a nenulov�e homogenn�� line�arn�� rekurentn�� posloup-
nosti fsig 2 F

!
q s charakteristick�ym polynomem c periodick�a s (maxim�aln�� mo�znou)

nejmen�s�� periodou qk � 1.
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P�r��klad 7.7. Nad t�elesem F2 m�ame pr�av�e t�ri ireducibiln�� polynomy stupn�e 4:
c1 = x4 + x + 1, c2 = x4 + x3 + 1, c3 = x4 + x3 + x2 + x + 1 Spo�c��t�ame �r�ady
ko�ren�u � jednotliv�ych polynom�u v multiplikativn�� grup�e rozkladov�eho nadt�elesa
F2(�)

� = F
�
16: Podle Lagrangeovy v�ety sta�c�� spo�c��tat �3 a �5. Z�rejm�e p�ritom �3 6= 1

pro �z�adn�y ko�ren � a �5 = 1 pro ko�reny polynomu c3 nebot'

0 = �(�4 + �3 + �2 + �+ 1) = �5 + 1 + �4 + �3 + �2 + �+ 1 = �5 + 1:

To znamen�a, �ze �cty�ri ko�reny polynomu c3 jsou pr�av�e v�sechny prvky �r�adu 5 v
patn�actiprvkov�e cyklick�e grup�e F�16, tud���z osm ko�ren�u polynom�u c1 a c2 jsou pr�av�e
�r�adu v�sechny gener�atory grupy F

�
16. Tedy podle D�usledku 7.6. Je ka�zd�a homo-

genn�� line�arn�� rekurentn�� posloupnosti s nenulov�ymi po�c�ate�cn��mi podm��nkami a
rekurentn��m vztahem sn+4 = sn+1 + sn nebo sn+4 = sn+3 + sn, kter�e odpov��daj��
charakteristick�ym polynom�um c1 a c2, periodick�a s periodou 15.

Ozna�cme K[[x]] okruh form�aln��ch mocninn�ych �rad nad t�elesem K Okruh poly-
nom�u K[x] budeme ch�apejme v p�rirozen�em smyslu jako podokruh okruhu K[[x]]
(tj. polynomy jsou ty form�aln�� mocninn�e �rady, kter�e maj�� skoro v�sechny koe�cienty
nulov�e). P�ripome�nme dob�re zn�am�y fakt z po�c��ta�cov�e algebry:

Pozorov�an��. Mocninn�a �rada
P

n�0 anx
n 2 K[[x]] nad t�elesem K je invertibiln��,

pr�av�e kdy�z a0 6= 0.

P�ripome�nme pro libovoln�y polynom f =
Pd

n=0 fnx
n stupn�e d � 0 zna�cen�� f� =Pd

n=0 fn�dx
n. Z p�redchoz��ho pozorov�an�� plyne, �ze pro ka�zd�y nenulov�y polynom

f 2 K[x] existuje inverzn�� form�aln�� mocninn�a �rada (f�)�1 2 K[[x]]
Necht' fsig 2 F

!
q je homogenn�� line�arn�� rekurentn�� posloupnost. Potom moc-

ninnou �radu
P

n�0 snx
n 2 Fq[[x]] nazveme generuj��c�� funkc�� line�arn�� rekurentn��

posloupnosti.
N�asleduj��c�� tvrzen�� n�am umo�z�nuje spo�c��tat generuj��c�� funkci pomoc�� invertov�an��

v oboru mocninn�ych �rad, tedy mimo jin�e pomoc�� (m��rn�e modi�kovan�eho) algoritmu
d�elen�� se zbytkem.

V�eta 7.8. Necht' c = xk �
Pk�1

i=0 aix
i 2 Fq[x] n jf0g a polo�zme ak = �1.

(1) Jestli�ze G je generuj��c�� funkce homogenn�� line�arn�� rekurentn�� posloupnosti
fsigi�0 nad t�elesem Fq s charakteristick�ym polynomem c a plat��-li, �ze g =

�
Pk�1

j=0 (
Pj

i=0 ai+k�jsi)x
j, pak G = g � (c�)�1.

(2) Je-li g 2 Fq[x] a deg g < k, pak G = g � (c�)�1 je generuj��c�� funkce homo-
genn�� line�arn�� rekurentn�� posloupnosti s charakteristick�ym polynomem c.

D�ukaz. (1) Vid��me, �ze c� = �
Pk

i=0 ak�ix
i. Sta�c��, abychom ov�e�rili, �ze G � c� = g:

G � c� = �(
X
n�0

snx
n) � (

kX
i=0

ak�ix
i) = g �

X
j�k

(

jX
i=j�k

ai+k�jsi)x
j = g;

nebot'
Pj

i=j�k ai+k�jsi = sj �
Pk�1

�=0 ak��sj�k+� = 0 pro ka�zd�e j � k

(2) De�nujeme-li pro g =
Pk�1

i=0 gix
i induktivn�e sj := gj +

Pj�1
i=0 ai+k�jsi, pak

z posledn��ho v�ypo�ctu v (1) plyne, �ze sj =
Pk�1

�=0 ak��sj�k+� pro ka�zd�e j � k, tedy
�ze je G generuj��c�� funkce homogenn�� line�arn�� rekurentn�� posloupnosti s charakteris-
tick�ym polynomem c. �


