
P�ISEMKY Z LINE�ARN�I ALGEBRY

�Uloha 1 (21.10). (cvi�cen�� od 9:00): Najd�ete parametrick�y popis v�sech racion�aln��ch,
re�aln�ych a komplexn��ch �re�sen�� soustavy rovnic s matic��:0

@2 1 1
??2

3 1 2
??5

3 2 1
??1

1
A

(cvi�cen�� od 10:40): Najd�ete parametrick�y popis v�sech racion�aln��ch, re�aln�ych a kom-
plexn��ch �re�sen�� soustavy rovnic s matic��:0

@4 3 2
??2

3 2 1
??2

5 4 3
??2

1
A

�Re�sen��. V obou p�r��padech si matici soustavy p�revedeme pomoc�� posloupnosti
ekvivalentn��ch �uprav do odstup�novan�eho tvaru.

(cvi�cen�� od 9:00):

0
@2 1 1

??2
3 1 2

??5
3 2 1

??1

1
A �

0
@3 1 2

?? 5
2 1 1

?? 2
0 1 �1

?? �4

1
A �

0
@1 0 1

?? 3
0 1 �1

?? �4
0 1 �1

?? �4

1
A

Nejprve jsme p�rehodili prvn�� dva �r�adky a prvn��m upravili posledn��, pot�e jsme upra-
vili prvn�� �r�adek pomoc�� druh�eho (tato �uprava je sp���se kosmetick�a a obe�sli bychom
se bez n��) a pomoc�� nov�eho prvn��ho upravili druh�y a nakonec jsme ode�cetli po-
sledn�� �r�adek. Vid��me, �ze pivoty se nach�az�� v prvn��ch dvou sloupc��ch, proto voln�a je
posledn�� prom�enn�a. Polo�z��me tedy x3 = s, kde postupn�e s 2 Q;R;C, dopo�c��t�ame
zp�etnou substituc�� prvn�� dv�e nezn�am�e x2 a x1:
x2 � s = �4) x2 = �4 + s
x1 + s = 3) x1 = 3� s.
To znamen�a, �ze mno�zina �re�sen�� je pr�av�e tvaru

f(3;�4; 0) + s � (�1; 1; 1)j s 2 Tg

postupn�e pro T = Q;R;C.

(cvi�cen�� od 10:40):

0
@4 3 2

??2
3 2 1

??2
5 4 3

??2

1
A �

0
@1 1 1

??0
3 2 1

??2
5 4 3

??2

1
A �

0
@1 1 1

??0
0 �1 �2

??2
0 �1 �2

??2

1
A

Nejprve jsme upravili prvn�� �r�adek pomoc�� druh�eho (abychom mohli pracovat s pivo-
tem 1) a pomoc�� nov�eho prvn��ho upravili druh�y a t�ret��. Vid��me, �ze pivoty se nach�az��
v prvn��ch dvou sloupc��ch, proto voln�a je posledn�� prom�enn�a. Polo�z��me tedy x3 = s,
kde postupn�e s 2 Q;R;C a dopo�c��t�ame zp�etnou substituc�� prvn�� dv�e nezn�am�e x2
a x1:
�x2 � 2s = 2) x2 = �2� 2s

1
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x1 + x2 + s = 0) x1 = �(�2� 2s)� s = 2 + s.
Mno�zina �re�sen�� je pr�av�e tvaru

f(2;�2; 0) + s � (1;�2; 1)j s 2 Tg;

kde uva�zujeme T = Q;R;C. �

�Uloha 2 (11.11). (cvi�cen�� od 9:00): Najd�ete nad t�elesem Z7 parametrick�y popis
mno�ziny v�sech �re�sen�� soustavy line�arn��ch rovnic s matic��0

@3 2 2 1
??5

4 5 1 6
??3

2 6 2 3
??2

1
A :

(cvi�cen�� od 10:40): Najd�ete nad t�elesem Z7 parametrick�y popis mno�ziny v�sech
�re�sen�� soustavy line�arn��ch rovnic s matic��0

@4 1 3 1
??6

5 3 0 4
??4

6 5 3 4
??2

1
A :

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 9:00):
Nejprve uprav��me matici posloupnost�� element�arn��ch �uprav na odstup�novanou:0

@3 2 2 1
??5

4 5 1 6
??3

2 6 2 3
??2

1
A �

0
@3 2 2 1

??5
0 0 3 0

??1
0 0 3 0

??1

1
A �

0
@3 2 2 1

??5
0 0 3 0

??1
0 0 0 0

??0

1
A

Sta�cilo tedy p�ri�c��st prvn�� �r�adek k druh�emu, p�etin�asobek prvn��ho �r�adku k t�ret��mu
a pot�e ode�c��st druh�y �r�adek od t�ret��ho. Z��skali jsme jednu bazickou a t�ri voln�e
prom�enn�e a nyn�� najdeme v�sechna �re�sen�� zp�etnou substituc�� pro volbu x2 = s a
x4 = t. Nyn�� sta�c�� zp�etnou substituc�� dopo�c��tat mno�zinu v�sech �re�sen��:

f

0
BB@
3
0
5
0

1
CCA+ s �

0
BB@
4
1
0
0

1
CCA+ t �

0
BB@
2
0
0
1

1
CCA j s; t 2 Z7g:

�

(cvi�cen�� od 10:40):
Uprav��me matici posloupnost�� element�arn��ch �uprav na odstup�novanou:0

@4 1 3 1
??6

5 3 0 4
??4

6 5 3 4
??2

1
A �

0
@4 1 3 1

??6
0 0 5 1

??0
0 0 2 6

??0

1
A �

0
@4 1 3 1

??6
0 0 5 1

??0
0 0 0 0

??0

1
A

Nejprve jsme p�ri�cetli �cty�rn�asobek prvn��ho �r�adku k druh�emu, pot�e p�ri�cetli dvojn�aso-
bek prvn��ho �r�adku k t�ret��mu a nakonec jsme p�ri�cetli druh�y �r�adek ke t�ret��mu.. M�ame
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tedy dv�e bazick�e a dv�e voln�e prom�enn�e a nyn�� najdeme v�sechna �re�sen�� zp�etnou
substituc�� pro volbu x2 = s a x4 = t a dopo�c��t�ame mno�zinu v�sech �re�sen��:

f

0
BB@
5
0
0
0

1
CCA+ s

0
BB@
5
1
0
0

1
CCA+ t

0
BB@
2
0
4
1

1
CCA j s; t 2 Z7g:

�

�Uloha 3 (18.11). (cvi�cen�� od 9:00): De�nujme zobrazen�� f : Z35 ! Z25 p�redpisem

f(v) =

�
3 1 2
4 2 2

�
� v. Najd�ete v�sechny vektory, pro kter�e

a) f(v) =

�
0
0

�
, b) f(v) =

�
1
1

�
, c) f(v) =

�
2
2

�
.

(cvi�cen�� od 10:40): Najd�ete nad t�elesem Z7 v�sechny maticeX spl�nuj��c�� maticovou

rovnici

�
3 5 4
5 2 1

�
�X =

�
2 5
1 4

�
.

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 9:00):

Polo�zme A =

�
3 1 2
4 1 1

�
. Proto�ze vztah f(v) = b p�redstavuje soustavu line�ar-

n��ch rovnic, budeme pracovat s maticov�ym z�apisem soustav Av = b postupn�e pro

vektory prav�ych stran b =

�
0
0

�
;

�
1
1

�
;

�
2
2

�
. Pro v�sechny t�ri soustavy sta�c�� matici

lev�ych stran A upravit na odstup�novan�y tvar jen jednou. Z�arove�n s n�� uprav��me
stejn�ymi �r�adkov�ymi �upravami oba nenulov�e vektory prav�ych stran:�

3 1 2
??1 2

4 2 2
??1 2

�
�

�
1 2 4

??2 4
4 2 2

??1 2

�
�

�
1 2 4

??2 4
0 4 1

??3 1

�
:

Nyn�� nejprve zp�etnou substituc�� zjist��me, �ze mno�zina v�sech �re�sen�� homogenn�� sou-
stavy a) je tvaru ft�(4; 1; 1)T j t 2 Z5g. Proto�ze u�z v��me, �ze ka�zd�e �re�sen�� nehomogenn��
soustavy je tvaru jedno �re�sen�� + �re�sen�� homogenn�� soustavy, zb�yv�a naj��t zp�etnou
substituc�� jedno �re�sen�� pro ob�e prav�e strany a volbu t�ret�� slo�zky 0. Snadno spo�cteme,
�ze v p�r��pad�e b) je �re�sen��m vektor (3; 2; 0)T a v p�r��pad�e c) vektor (1; 4; 0)T , proto
jsou mno�ziny v�sech �re�sen�� tvaru

a) ft

0
@4
1
1

1
A j t 2 Z5g; b) f

0
@3
2
0

1
A+ t

0
@4
1
1

1
A j t 2 Z5g; c) f

0
@1
4
0

1
A+ t

0
@4
1
1

1
A j t 2 Z5g:

(cvi�cen�� od 10:40):
Nejprve poznamenejme, �ze hledan�a matice X mus�� b�yt typu 3 � 2. Polo�z��me-li

A =

�
3 5 4
5 2 1

�
, dost�av�ame rovnici A � X =

�
2 5
1 4

�
. Tu lze vyj�ad�rit jako dv�e

soustavy rovnic s vektory nezn�am�ych x;y 2 Z37 obsa�zen�ych ve sloupc��ch matice X,

tedy X = (x;y). �Re�s��me proto soustavy Ax =

�
2
1

�
a Ay =

�
5
4

�
, kter�e m�u�zeme
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zapsat do jedn�e matice s ob�ema vektory prav�ych stran vpravo a lev�e strany budeme
pot�e upravovat posloupnost�� element�arn��ch �uprav na odstup�novanou matici:

�
3 5 4

??2 5
5 2 1

??1 4

�
�

�
1 4 6

??3 4
5 2 1

??1 4

�
�

�
1 4 6

??3 4
0 3 6

??0 5

�
:

Nyn�� nejprve zp�etnou substituc�� dopo�c��t�ame mno�zinu v�sech �re�sen�� homogenn�� sou-
stavy s matic�� lev�ych stran A, j���z je ft �(2; 5; 1)T j t 2 Z7g. Proto�ze je mno�zina v�sech
�re�sen�� nehomogenn�� soustavy sou�ctem libovoln�eho vybran�eho �re�sen�� a v�sech �re�sen��
homogenn�� soustavy, zb�yv�a naj��t zp�etnou substituc�� jedno �re�sen�� pro ob�e prav�e
strany a volbu t�ret�� slo�zky 0. Snadno spo�cteme, �ze v p�r��pad�e vektoru nezn�am�ych x
je partikul�arn��m �re�sen��m vektor (3; 0; 0)T a v p�r��pad�e vektoru nezn�am�ych y je par-
tikul�arn��m �re�sen��m (2; 4; 0)T . To znamen�a, �ze po transponov�an�� vid��me, �ze rovnici

spl�nuj�� pr�av�e matice X z mno�ziny f

0
@3 2
0 4
0 0

1
A+

0
@2t 2s
5t 5s
t s

1
A j s; t 2 Z7g �

�Uloha 4 (25.11). (cvi�cen�� od 9:00): Pro matici A =

�
3 1
4 2

�
najd�ete nad t�elesem

Z5 a) maticiA�1, b) rozkladA na sou�cin element�arn��ch matic c) LU rozklad matice
A.

(cvi�cen�� od 10:40): Pro matici A =

�
1 2
2 1

�
najd�ete nad t�elesem Q a) matici

A�1, b) rozklad A na sou�cin element�arn��ch matic c) LU rozklad matice A.

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 9:00):
Nejprve budeme pomoc�� roz�s���ren�e matice (AjI2) �re�sit dv�e soustavy rovnic se

stejnou matic�� lev�ych stran Ax =

�
1
0

�
a Ay =

�
0
1

�
. Posloupnost�� Gaussovy

eliminace p�revedeme (AjI2) na matici, v jej���z prav�e �c�asti je jednotkov�a matice:

�
3 1

??1 0
4 2

??0 1

�
�

�
3 1

??1 0
0 4

??2 1

�
�

�
3 1

??1 0
0 1

??3 4

�
�

�
3 0

??3 1
0 1

??3 4

�
�

�
1 0

??1 2
0 1

??3 4

�

Zjistili jsme, �ze A�1 =

�
1 2
3 4

�
.

Z prvn�� �upravy okam�zit�e vid��me LU rozklad:

A =

�
1 0
3 1

�
�

�
3 1
0 4

�

A se�razen��m matic inverzn��ch k t�em, pomoc�� nich�z jsme upravovali dostaneme A
jako sou�cin element�arn��ch matic:

A =

�
1 0
3 1

�
�

�
1 0
0 4

�
�

�
1 1
0 1

�
�

�
3 0
0 1

�
:
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(cvi�cen�� od 10:40):
Budeme hledat inverzn�� matici k matici A Gaussovou eliminac�� roz�s���ren�e matice

(AjI2), kterou uprav��me tak, aby v jej�� prav�e �c�asti byla jednotkov�a matice.�
1 2

??1 0
2 1

??0 1

�
�

�
1 2

?? 1 0
0 �3

?? �2 1

�
�

�
1 2

?? 1 0
0 1

?? 2

3

�1

3

�
�

�
1 0

?? �1

3

2

3

0 1
?? 2

3

�1

3

�

Spo�c��tali jsme, �ze A�1 = 1

3

�
�1 2
2 �1

�
.

Odpov�edi na zb�yvaj��c�� dv�e ot�azky najdeme v pr�av�e proveden�em algoritmu. Nej-
prve si v�simn�eme, �ze po prvn�� �upravy ode�cteme z roz�s���ren�e matice LU rozklad:

A =

�
1 0
2 1

�
�

�
1 2
0 �3

�

Inverzn�� �upravy k t�em proveden�ym n�am daj�� matici A jako sou�cin element�arn��ch

matic: A =

�
1 0
2 1

�
�

�
1 0
0 �3

�
�

�
1 2
0 1

�
: �

�Uloha 5 (2.12). (cvi�cen�� od 9:00): Necht' v1 =

0
@4
5
2

1
A, v2 =

0
@6
1
1

1
A, v3 =

0
@5
5
4

1
A jsou

vektory aritmetick�eho vektorov�eho prostoru Z37 nad t�elesem Z7. Rozhodn�ete zda
a) mno�zina fv1;v2;v3g generuje Z37,
b) je mno�zina fv1;0g podprostor prostoru Z37,
c) je mno�zina fv1+tv2 j t 2 Z7g podprostor prostoru Z37.

(cvi�cen�� od 10:40): Uva�zujme vektory v1 =

0
@3
2
4

1
A, v2 =

0
@2
1
4

1
A, v3 =

0
@4
3
4

1
A arit-

metick�eho vektorov�eho prostoru Z35 nad t�elesem Z5
Rozhodn�ete zda
a) v1 2 hv2;v3i,
b) je mno�zina fv1+tv2 j t 2 Z5g podprostor prostoru Z35,
c) je mno�zina fv1+tv2+sv3 j t; s 2 Z5g podprostor prostoru Z35.

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 9:00):
a) Pt�ame se, zda lze ka�zd�y vektor line�arn��ho prostoru Z37 dostat jako line�arn��

kombinaci vektor�u mno�ziny fv1;v2;v3g, tj. zda pro ka�zd�y vektor prav�ych stran b

existuje �re�sen�� x soustavy Ax = b pro matici A =

0
@4 6 5
5 1 5
2 1 4

1
A . To je ov�sem ekvi-

valentn�� ot�azce, zda je tato matice regul�arn��. Budeme tedy upravovat posloupnost��
element�arn��ch �uprav:0

@4 6 5
5 1 5
2 1 4

1
A �

0
@4 6 5
0 4 4
0 5 5

1
A �

0
@4 6 5
0 4 4
0 0 0

1
A

Spo�c��tali jsme, �ze je matice A singul�arn��, proto mno�zina fv1;v2;v3g negeneruje
cel�y prostor Z37
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b) Proto�ze mno�zina 2v1 =2 fv1;0g nem�u�ze j��t o podprostor.
c) Vid��me, �ze vektor �v1 nen�� n�asobkem vektoru v2, proto �v1 =2 hv2i. Mno�zina

fv1+tv2 j t 2 Z7g proto neobsahuje nulov�y vektor a tud���z nem�u�ze j��t o podprostor.

(cvi�cen�� od 10:40):
a) Pt�ame se, zda je vektor v1 line�arn�� kombinac�� vektor�u v2 v3, tedy zda existuj��

skal�ary x; y 2 Z5, pro v1 = xv2+y v3. To znamen�a, �ze mus��me zjistit, zda existuje
�re�sen�� soustavy rovnic s matic�� (v2 v3 jv1). To zjist��me obvykl�ym zp�usobem pomoc��
posloupnosti element�arn��ch �uprav:0

@2 4
??3

1 3
??2

4 4
??4

1
A �

0
@1 3

??2
0 3

??4
0 2

??1

1
A �

0
@1 3

??2
0 3

??4
0 0

??0

1
A

Zjistili jsme, �ze je dan�a soustava �re�siteln�a, proto plat��, �ze v1 2 hv2;v3i.
b) Snadno nahl�edneme, �ze vektor �v1 nen�� n�asobkem vektoru v2, tedy �v1 =2

hv2i. To znamen�a, �ze mno�zina fv1+tv2 j t 2 Z7g neobsahuje nulov�y vektor a nejde
tud���z o podprostor.

c) V �c�asti a) jsme zjistili, �ze v1 2 hv2;v3i, proto

fv1+tv2+sv3 j t; s 2 Z5g � hv2;v3i:

Nav��c ka�zd�a line�arn�� kombinace xv2+y v3 le�z�� v fv1+tv2+sv3 j t; s 2 Z5g. Zjis-
tili jsme, �ze fv1+tv2+sv3 j t; s 2 Z5g = hv2;v3i, co�z je podprostor line�arn��ho
prostoru Z35. �

�Uloha 6 (9.12). (cvi�cen�� od 9:00): Rozhodn�ete, zda je line�arn�e z�avisl�a �ci nez�avisl�a

posloupnost vektor�u X = (

0
BB@
0
2
3
5

1
CCA ;

0
BB@
2
6
3
4

1
CCA ;

0
BB@
5
1
0
1

1
CCA ;

0
BB@
5
3
6
4

1
CCA) aritmetick�eho vektorov�eho

prostoru Z47 nad t�elesem Z7.
(cvi�cen�� od 10:40): Rozhodn�ete, zda je line�arn�e z�avisl�a �ci nez�avisl�a posloupnost

vektor�u X = (

0
BB@
3
2
3
4

1
CCA ;

0
BB@
2
1
3
4

1
CCA ;

0
BB@
4
1
1
1

1
CCA ;

0
BB@
3
4
2
4

1
CCA) aritmetick�eho vektorov�eho prostoru Z45

nad t�elesem Z5.

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 9:00):
Pot�rebujeme zjistit, zda jedinou line�arn�� kombinac�� vektor�u posloupnosti X,

jej��m�z v�ysledkem je nula, je kombinace trivi�aln��. Pt�ame se tedy na existenci ne-
trivi�aln��ho �re�sen�� homogenn�� soustavy rovnic s matic��, kter�a vznikne seps�an��m
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t�echto vektor�u do sloupc�u. Sestav��me matici a tu �r�adkov�e upravujeme0
BB@
0 2 5 5
2 6 1 3
3 3 0 6
5 4 1 4

1
CCA �

0
BB@
2 6 1 3
0 2 5 5
0 1 2 5
0 3 2 0

1
CCA �

0
BB@
2 6 1 3
0 3 2 0
0 0 6 5
0 0 6 5

1
CCA �

0
BB@
2 6 1 3
0 3 2 0
0 0 6 5
0 0 0 0

1
CCA

Zjistili jsme, �ze je 3.sloupec matice voln�y, tud���z existuje netrivi�aln�� �re�sen�� sou-
stavy a posloupnost X je line�arn�e z�avisl�a.

(cvi�cen�� od 10:40):
M�ame zjistit, zda existuje netrivi�aln�� line�arn�� kombinace vektor�u posloupnosti

X, jej��m�z v�ysledkem bude nula. Pt�ame se tedy na existenci netrivi�aln��ho �re�sen��
homogenn�� soustavy rovnic s matic��, kter�a vznikne seps�an��m t�echto vektor�u do
sloupc�u. Nyn�� sta�c�� �r�adkov�e upravovat vzniklou matici0

BB@
3 2 4 3
2 1 1 4
3 3 1 2
4 4 1 4

1
CCA �

0
BB@
3 2 4 3
0 3 0 2
0 1 2 4
0 3 4 0

1
CCA �

0
BB@
3 2 4 3
0 3 0 2
0 0 2 0
0 0 4 3

1
CCA �

0
BB@
3 2 4 3
0 3 0 2
0 0 2 0
0 0 0 3

1
CCA :

Zjistili jsme, �ze odstup�novan�a matice soustavy nem�a �z�adn�y voln�y sloupec, proto
neexistuje tud���z �z�adn�e netrivi�aln�� �re�sen�� soustavy a posloupnost X je line�arn�e
nez�avisl�a. �

�Uloha 7 (16.12). (cvi�cen�� od 9:00): Ur�cete pro matici A =

0
@3 4 3 1 1
1 2 1 0 3
2 2 2 1 3

1
A nad

t�elesem Z5 dimenze podprostor�u ImA, ImAT , KerA, KerAT . Najd�ete d�ale n�ejakou
b�azi KerA a dopl�nte ji na b�azi Z55.

(cvi�cen�� od 10:40): Ur�cete pro matici A =

0
@3 4 3 6
2 1 1 3
1 3 2 3

1
A nad t�elesem Z7 di-

menze prostor�u ImA, ImAT , KerA, KerAT . Najd�ete d�ale n�ejakou b�azi KerA a
dopl�nte ji na b�azi Z47.

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 9:00):
Nejprve uprav��me matici posloupnost�� element�arn��ch �uprav:

A =

0
@3 4 3 1 1
1 2 1 0 3
2 2 2 1 3

1
A �

0
@3 4 3 1 1
0 4 0 3 1
0 1 0 2 4

1
A �

0
@3 4 3 1 1
0 4 0 3 1
0 0 0 0 0

1
A :

Odtud d��ky tvrzen�� z p�redn�a�sky a de�nice hodnosti vid��me, �ze rank(A) = 2, a
proto dim ImA = dim ImAT = rank(A) = 2. D��ky v�et�e z p�redn�a�sky m�ame KerA =
5 � rank(A) = 5 � 2 = 3 a podobn�e KerAT = 3 � rank(AT ) = 3 � 2 = 1. Z nale-
zen�e matice snadno dopo�c��t�ame b�azi �re�sen�� homogenn�� soustavy s matic�� A: M =
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((4; 0; 1; 0; 0)T , (4; 3; 0; 1; 0)T , (0; 1; 0; 0; 1)T ). Nyn�� vid��me, �ze vektory (1; 0; 0; 0; 0)T ,

(0; 1; 0; 0; 0)T dopl�nuj�� M na b�azi Z55, proto�ze rank

0
BBBB@

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
4 0 1 0 0
4 3 0 1 0
0 1 0 0 1

1
CCCCA = 5.

(cvi�cen�� od 10:40):
Nejprve uprav��me matici posloupnost�� element�arn��ch �uprav:

A =

0
@3 4 3 6
2 1 1 3
1 3 2 3

1
A �

0
@1 3 2 3
0 2 4 4
0 2 4 4

1
A �

0
@1 3 2 3
0 2 4 4
0 0 0 0

1
A

Nyn�� vid��me, �ze rank(A) = 2, proto dim ImA = dim ImAT = rank(A) = 2. Podle
tvrzen�� z p�redn�a�sky m�ame KerA = 4�rank(A) = 4�2 = 2 a podobn�e KerAT = 3�
rank(AT ) = 3�2 = 1. Z nalezen�e matice snadno dopo�c��t�ame b�azi �re�sen�� homogenn��
soustavy s matic�� A: M = ((4; 5; 1; 0)T , (3; 5; 0; 1)T . Vid��me, �ze nap�r��klad vektory

(1; 0; 0; 0)T , (0; 1; 0; 0)T dopl�nuj��M na b�azi Z47, nebot' rank

0
BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
4 5 1 0
3 5 0 1

1
CCA = 4. �

�Uloha 8 (6.1.). (cvi�cen�� od 9:00): Nad t�elesem Z5 uva�zujme podprostory U =

h

0
BB@
3
4
1
3

1
CCA ;

0
BB@
1
2
1
2

1
CCA ;

0
BB@
1
1
0
3

1
CCA ;

0
BB@
2
1
1
1

1
CCAi a V = h

0
BB@
1
3
4
2

1
CCA ;

0
BB@
3
4
2
1

1
CCA ;

0
BB@
1
1
0
2

1
CCA ;

0
BB@
2
0
1
3

1
CCAi aritmetick�eho vekto-

rov�eho prostoru Z45 nad t�elesem Z5. Spo�c��tejte dim(U), dim(V ), dim(U + V ) a
dim(U \ V ).

(cvi�cen�� od 10:40): M�ejme mno�ziny vektor�u X = f

0
@0
4
1

1
A ;

0
@3
1
5

1
A ;

0
@2
3
1

1
Ag a Y =

f

0
@1
3
6

1
A ;

0
@2
1
4

1
Ag a nad t�elesem Z7 uva�zujme podprostory U = hXi a V = hY i vekto-

rov�eho prostoru Z37. Spo�c��tejte dim(U), dim(V ), dim(U + V ) a dim(U \ V ).

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 9:00):
Nejprve spo�c��t�ame pomoc�� Gaussovy eliminace dimenze i b�aze U a V :

A =

0
BB@
3 4 1 3
1 2 1 2
1 1 0 3
2 1 1 1

1
CCA �

0
BB@
1 1 0 3
0 1 1 4
0 1 1 4
0 4 1 0

1
CCA �

0
BB@
1 1 0 3
0 1 1 4
0 0 2 4
0 0 0 0

1
CCA ;

B =

0
BB@
1 3 4 2
3 4 2 1
1 1 0 2
2 0 1 3

1
CCA �

0
BB@
1 3 4 2
0 0 0 0
0 3 1 0
0 4 3 4

1
CCA �

0
BB@
1 3 4 2
0 3 1 0
0 0 0 4
0 0 0 0

1
CCA :
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Proto�ze U = Im A a V = Im B, vid��me, �ze dim(U) = dim(V ) = 3. D�ale, proto�ze0
BB@
0
0
0
4

1
CCA 2 U+V a ImA � U+V , m�ame Z45 = Im

0
BB@
1 1 0 3
0 1 1 4
0 0 2 4
0 0 0 4

1
CCA � U+V � Z45. Tedy

U +V = Z45, a proto dim(U +V ) = 4. Nyn�� podle V�ety o dimenzi sou�ctu a pr�uniku
podprostor�u je dim(U \ V ) = dim(U) + dim(V )� dim(U + V ) = 3 + 3� 4 = 2.

(cvi�cen�� od 10:40):
Obvykl�ym zp�usobem spo�c��t�ame pomoc�� Gaussovy eliminace dimenze (a vlastn�e

i b�aze) U a V . Nejprve se�rad��me do �r�adk�u matice A a B vektory z mno�zin X a Y ,
aby U = Im A a V = Im B a spo�c��t�ame jejich hodnost:

A =

0
@0 4 1
3 1 5
2 3 1

1
A �

0
@3 1 5
0 4 1
0 0 0

1
A ;B =

�
1 3 6
2 1 4

�
�

�
1 3 6
0 2 6

�
:

Vid��me, �ze proto dim(U) = rank(A) = 2 a dim(V ) = rank(B) = 2. D�ale

dim(U + V ) = rank(

0
BB@
3 1 5
0 4 1
1 3 6
0 2 6

1
CCA) = rank(

0
BB@
3 1 5
0 4 1
0 0 3
0 0 0

1
CCA) = 3

podle V�ety o dimenzi sou�ctu a pr�uniku podprostor�u je dim(U \ V ) = dim(U) +
dim(V )� dim(U + V ) = 2 + 2� 3 = 1. �

�Uloha 9 (13.1). (cvi�cen�� od 9:00): Uva�zujme line�arn�� zobrazen�� ' : Z37 ! Z27 nad
t�elesem Z7 dan�e podm��nkami

'(

0
@1
5
1

1
A) =

�
5
4

�
; '(

0
@3
0
1

1
A) =

�
2
3

�
; '(

0
@2
0
2

1
A) =

�
4
6

�
:

Najd�ete matici [']K3

K2
line�arn��ho zobrazen�� ' vzhledem ke kanonick�ym b�az��m, a

spo�c��tejte dimenze podprostor�u Ker' a Im'.
(cvi�cen�� od 10:40): Je-li  : Z25 ! Z35 line�arn�� zobrazen�� nad t�elesem Z5 s matic��

[ ]B
C

=

0
@4 3
2 4
3 1

1
A vzhledem k b�az��m B = (

�
4
3

�
;

�
1
4

�
) a C = (

0
@1
1
1

1
A ;

0
@1
4
0

1
A
0
@4
0
1

1
A),

spo�c��tejte matici [ ]K2

K3
line�arn��ho zobrazen��  vzhledem ke kanonick�ym b�az��m, a

dimenze podprostor�u Ker' a Im'.

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 9:00):

Nejprve si v�simn�eme, �ze posloupnost M = (

0
@1
5
1

1
A ;

0
@3
0
1

1
A ;

0
@2
0
2

1
A) je b�aze prostoru

Z37 a �ze je ze zad�an�� zjevn�a matice [']M
K2

=

�
5 2 4
4 3 6

�
. U�zijeme-li v�etu z p�redn�a�sky,
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zjist��me, �ze

[']K3

K2
= [']MK2

� [Id]K3

M
= [']MK2

� ([Id]MK3
)�1 =

�
5 2 4
4 3 6

�
�

0
@1 3 2
5 0 0
1 1 2

1
A
�1

Nyn�� spo�c��t�ame transponovan�y sou�cin ([']K3

K2
)T =

0
@1 5 1
3 0 1
2 0 2

1
A
�1

�

0
@5 4
2 3
4 6

1
A:

0
@1 5 1

??5 4
3 0 1

??2 3
2 0 2

??4 6

1
A �

0
@1 0 1

??2 3
0 5 0

??3 1
0 0 5

??3 1

1
A �

0
@1 0 0

??0 0
0 1 0

??2 3
0 0 1

??2 3

1
A

Zjistili jsme, �ze [']K3

K2
=

�
0 2 2
0 3 3

�
. Odtud okam�zit�e vid��me, �ze rank[']K3

K2
= 1,

proto dimKer' = 3� 1 = 2 a dim Im' = 1.

(cvi�cen�� od 10:40):
Po�zijeme-li v�etu z p�redn�a�sky, zjist��me, �ze pot�rebujeme spo�c��tat

[ ]K2

K3
= [Id]CK3

� [ ]BC � [Id]
K3

B
= [Id]CK3

� [ ]BC � ([Id]
B

K3
)�1 =

=

0
@1 1 4
1 4 0
1 0 1

1
A �

0
@4 3
2 4
3 1

1
A �

�
4 1
3 4

�
�1

=

0
@3 1
2 4
2 4

1
A �

�
4 1
3 4

�
�1

Nyn�� ur�c��me transponovan�y sou�cin ([ ]K2

K3
)T =

�
4 3
1 4

�
�1

�

�
2 3 4
3 2 3

�
:

�
4 3

??3 2 2
1 4

??1 4 4

�
�

�
1 4

??1 4 4
0 2

??4 1 1

�
�

�
1 0

??3 2 2
0 1

??2 3 3

�

Zjistili jsme, �ze [ ]K2

K3
=

0
@3 2
2 3
2 3

1
A. Kone�cn�e vid��me, �ze rank[ ]K2

K3
= 1, proto

dimKer' = 2� 1 = 1 a dim Im' = 1. �


