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1. Pøedmìt(y) zkoumání

Pod názvem algebra se po dlouhou dobu rozumìla nauka o øe¹ení rovnic, co¾
dosvìdèuje i etymologie tohoto slova; termínem al-d¾abr oznaèuje Muhammad Ibn
Músá al-Chórezmí (kolem 780 { kolem 850) ve svém Algebraickém traktátu pøiètení
výrazu k obìma stranám rovnice. Aè je al-Chórezmí èasto nazýván Otcem algebry
a stal se neplánovaným autorem pojmenování celé matematické disciplíny (a také
pojmu algoritmus skrze pøízvisko al-Chorézmí, které oznaèuje jeho rodi¹tì Cho-
rézm, dne¹ní uzbeckou Chívu), algebraické úvahy a postupy jsou mnohem star¹ího
data. Zmiòme alespoò teorii èísel, pìstovanou u¾ v antickém starovìku, napøíklad
Eukleidùv algoritmus je stále velmi u¾iteèný nástroj, jeho¾ algebraická povaha je
mimo v¹í pochybnost.

V souèasném pojetí algebry u¾ netvoøí otázka øe¹ení polynomiálních rovnic, jak
bychom mìli pøedmìt starovìké, støedovìké a ranì novovìké algebry upøesnit, cen-
trální roli. Pøesto lze mnoho algebraických problémù rovnicovým jazykem vyjádøit
a napøíklad otázka obtí¾nosti nalezení øe¹ení kvadratických èi kubických rovnic je
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zajímavá nejen pro souèasnou algebru, nýbr¾ i pro kryptologii. V algebøe se po-
dobnì jako v celé matematice zásadnì zmìnil jazyk. Symbolický zápis umo¾òuje
pøesnìj¹í a jasnìj¹í formulace starých otázek a pøirozenì nabízí otázky nové. Ob-
dobnì se zásadnì zmìnila míra abstrakce algebraických úvah. Zatímco v klasické
algebøe se matematici zabývali v¾dy zcela konkrétní algebraickou strukturou, ja-
kou pøedstavují pøirozená èísla se sèítáním a násobením, celá èi racionální èísla se
sèítáním, násobením, odèítáním, popøípadì dìlením nebo reálná èi komplexní èísla
v kontextu otázek vyjádøených obvyklými operacemi, v takzvané moderní algebøe
u¾ v centru pozornosti stojí obecný, obvykle axiomaticky popsaný algebraický ob-
jekt. My se budeme pochopitelnì vìnovat základním konceptùm moderní algebry
s pøihlédnutím k historickým souvislostem a postoji studenta informatiky, pro nìj¾
je realitou jen velmi omezený sortiment konkrétních algebraických struktur, co¾ je
postoj pøirozenì blízký klasické algebøe.

Velmi zhruba vyjádøeno se tedy moderní algebra vìnuje zkoumání mno¾in opatøe-
ných jistým systémem operací. Pøedmìtem zájmu jsou ov¹em nejen strukturní vlast-
nosti takové mno¾iny popsané podmínkami, které pomocí operací umíme vyjádøit,
nýbr¾ i vlastnostmi þvy¹¹ích øádù", napøíklad vlastnosti systémù rùzných mno¾in
s podobnými systémy operací èi tøíd takových mno¾in. Tento text si pøitom klade
za cíl seznámit studenty informatiky s nejzákladnìj¹ími pojmy, koncepty a v nepo-
slední øadì i konkrétními objekty, které jsou pøedmìtem zkoumání souèasné alge-
bry. Výbìr a uspoøádání teorie, kterou zde prezentujeme, je zvolen s ohledem na
tøi základní hlediska. Jak u¾ bylo zmínìno, pøedev¹ím se sna¾íme navázat na kon-
cepty a zpùsoby uva¾ování, které jsou pro studenta informatiky pøirozené, dále se
v rámci velmi omezeného prostoru pokou¹íme demonstrovat nìkolik elementárních
algebraických výsledkù, které jsou u¾iteèné v informatických aplikacích a koneènì
za nepominutelný pova¾ujeme pøístup, který mù¾eme nepøíli¹ pøesnì oznaèit jako
kontextuální, a jím¾ míníme seznámení studenta s terminologickými a historickými
kontexty souèasné algebry.

Døíve ne¾ se zaèneme systematicky zabývat abstraktními úvahami o algebraic-
kých objektech, uvedeme nìkolik motivaèních pøíkladù, které by nám pomohly
usnadnit porozumìní dùvodùm (a» u¾ praktickým tak historickým), proè právì
tu èi onu vlastnost sledujeme.

Nejprve se domluvme, ¾e binární operací na neprázdné mno¾inì A budeme ro-
zumìt libovolné zobrazení A2 = A�A! A (obvykle ji budeme zapisovat centrálnì),
unární operace na A bude jakékoli zobrazení A! A a nulární operace bude zobra-
zení kartézské mocniny A0, která sestává právì z jediné prázdné posloupnosti, do
mno¾iny A, mù¾eme ji proto chápat jako vybrání prvku z mno¾iny A, právì toho,
na nìj¾ se zobrazí jednoprvková mno¾ina A0 (obvykle se nulární operace s tímto
vyznaèeným prvkem ztoto¾òuje).

Mù¾eme si ponìkud pøedèasnì dovolit i zcela obecnou de�nici operace:

De�nice. Pro ka¾dé celé n � 0 nazveme n-ární operací na mno¾inì A ka¾dé
zobrazení An ! A (èíslo n budeme nazývat aritou nebo èetností operace).

Pøíklad 1.1. Uva¾ujme mno¾inu celých èísel Z a na ní obvyklé operace sèítání +
a násobení �. Pro libovolné pøirozené èíslo n polo¾me nZ = fn � zj z 2 Zg. Nyní
si mù¾eme v¹imnout, ¾e je mno¾ina nZ þuzavøená"na obì uva¾ované operace, tj.
pro ka¾dou dvojici a; b 2 nZ platí, ¾e a+ b; a � b 2 nZ, tedy operace + a � mù¾eme
uva¾ovat také omezenì na mno¾inì nZ. Aèkoli pro ¾ádné n > 1 mno¾iny nZ a Z
nesplývají, nelze pomocí vlastností operace + obì mno¾iny odli¹it (tj. mají stejné
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þalgebraické"vlastnosti vzhledem ke sèítání), co¾ ozøejmíme, zavedeme-li zobrazení
fn : Z ! nZ pøedpisem fn(k) = kn. Zjevnì se jedná o bijekci, která navíc splòuje
podmínku fn(a+ b) = fn(a) + fn(b).

Poznamenejme, ¾e taková vlastnost zobrazení není nijak samozøejmá, napøíklad
vzhledem k operaci násobení fn obdobnou podmínku nesplòuje. Uvá¾íme-li navíc
podmínku þexistuje prvek e tak, ¾e pro v¹echny prvky a platí a �e = a", pak je tato
podmínka na mno¾inì Z splnìna pro e = 1, zatímco na mno¾inì nZ zjevnì neplatí.

Pøíklad 1.2. V souladu se znaèením zavedeným na kurzu lineární algebry polo¾me
Zn = f0; 1; : : : ; n � 1g pro nìjaké celé èíslo n > 1. Zaveïme na Zn operace + a �
pøedpisem a+ b = (a+ b)mod n a a � b = (a � b)mod n, kde mod n znamená zbytek
po celoèíselném dìlení hodnotou n a v závorce uva¾ujeme v¾dy obvyklé sèítání a
násobení celých èísel. Koneènì de�nujme zobrazení Fn : Z! Zn pøedpisem Fn(k) =
(k)mod n. V¹imnìme si, ¾e tentokrát zobrazení F sice není bijekce, ale obì operace
sèítání a násobení þpøevádí"na novì zavedené + a �, tedy Fn(a+b) = Fn(a)+Fn(b)
i Fn(a � b) = Fn(a) � Fn(b).

De�nice. Máme-li binární operaci � na mno¾inì A, nìjakou podmno¾inu U mno¾i-
ny A a binární operaci � na mno¾inì B. Øekneme, ¾e U je uzavøená na operaci
�, jestli¾e pro v¹echna x; y 2 U platí, ¾e x � y 2 U , a zobrazení f : A ! B
nazveme sluèitelné s operacemi � a � je-li pro v¹echna x; y 2 A splnìna rovnost
f(x � y) = f(x) � f(y).

V¹imnìme si, ¾e zobrazení fn z 1.1 je sluèitelné s operacemi + a není sluèitelné
s operacemi �, zatímco zobrazení Fn z 1.2 je sluèitelné s obìma páry operací + i �.
Navíc mno¾ina nZ je uzavøená na operace + i �.

Na dvou známých pøíkladech si ilustrujme, ¾e jsou uvedené pojmy základním
stavebním kamenem algebry:

Pøíklad 1.3. (1) Podprostor vektorového prostoru je zjevnì podmno¾inou uzavøe-
nou na (vektorové) sèítání a lineární zobrazení jsou se sèítáním sluèitelná. Navíc
uva¾ujeme-li násobení skalárem pro ka¾dý skalár a jako unární operaci, pak je
podprostor uzavøený na v¹echny takto de�nované unární operace.

(2) Na mno¾inì M(X) v¹ech slov, tj. v¹ech koneèných posloupností písmen z
mno¾iny X uva¾ujme binární operaci skládání �:

x1 : : : xn � y1 : : : ym = x1 : : : xn y1 : : : ym:

Zvolme x 2 X a s 2 M(X). Je-li fx : M(X) ! M(X) zobrazení, které z ka¾dého
slova vypustí v¹echna písmena x a fs : M(X) ! M(X) zobrazení, které ka¾dé
písmeno x nahradí slovem s, snadno nahlédneme, ¾e jde o zobrazení sluèitelná s
operací �.

(3) Uvá¾íme na mno¾inì f0; 1g Booleovské operace ^, _ a XOR, zapsat si je
mù¾eme tabulkami:

^ 0 1

0 0 0
1 0 1

_ 0 1

0 0 1
1 1 1

XOR 0 1

0 0 1
1 1 0

Vezmeme-li bijekci b(0) = 1, b(1) = 0, pak z tabulky operací vidíme, ¾e je b sluèitelná
s operacemi ^ a _ v obou mo¾ných poøadí operací, nikoli ov¹em s operacemi ^ a ^
respektive _ a _. Podobnì z tabulky operace XOR nahlédneme, ¾e b s operacemi
^ a XOR ani _ a XOR (v ¾ádném poøadí) sluèitelná není.
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2. Základy elementární teorie èísel

Nyní pøipomeòme nìkolik nejzákladnìj¹ích poznatkù z teorie èísel, které nám po-
slou¾í nejen jako motivace zkoumání obecných algebraických vlastností (sluèitelnost
ekvivalence s operací), nýbr¾ i jako u¾iteèný nástroj, jen¾ vyu¾ijeme v následujících
kapitolách, konkrétnì Eukleidùv algoritmus a Èínskou vìtu o zbytcích.

Jsou-li a; b dvì celá èísla, budeme fakt, ¾e èíslo a dìlí b, znaèit a=b a symbolem
GCD(a; b) budeme rozumìt nejvìt¹í spoleèný dìlitel èísel a a b, tedy nezáporné
èíslo d, které je spoleèným dìlitelem èísel a a b (d=a; b) a které je dìleno v¹emi
spoleènými dìliteli èísel a a b (c=a; b ) c=d). Podobnì lcm(a; b) bude oznaèovat
nejmen¹í spoleèný násobek èísel a a b, tedy nezáporné èíslo n, které je spoleèným
násobkem èísel a a b (a; b=n) a které je dìleno v¹emi spoleènými dìliteli èísel a a b
(a; b=m) n=m).

Koneènì pøirozené èíslo p nazveme prvoèíslem, jestli¾e pro ka¾dá celá a; b platí
implikace p = a � b) a = �1 nebo b = �1.

Pøipomeòme nejprve roz¹íøený Eukleidùv algoritmus hledání nejvìt¹ího spoleèné-
ho dìlitele èísel a a a:

VSTUP: a; b 2 N, a � b
VÝSTUP: GCD(a; b); x; y 2 Z, pro které GCD(a; b) = x � a+ y � b

0. i := 1, (a0; a1) := (a; b); (x0; x1) := (1; 0); (y0; y1) := (0; 1);
1. while(ai > 0) do

fai+1 := (ai�1)mod ai; qi := (ai�1)div ai; %tj. ai�1 = qiai + ai+1
xi+1 := xi�1 � xi � qi; yi+1 := yi�1 � yi � qi; i := i+ 1; g

2. return ai�1; xi�1; yi�1.

Poznámka 2.1. Eukleidùv algoritmus pracuje správnì, tedy najde nejvìt¹í spoleèný
dìlitel a pro x; y na jeho výstupu platí, ¾e GCD(a; b) = x � a+ y � b.

Dùkaz. Vyu¾ijeme znaèení algoritmu a poznamenejme, ¾e vypoèítaná hodnota ai+1
je v¾dy men¹í ne¾ pøedchozí ai, proto while-cyklus v algoritmu skonèí.

Nyní zvolíme index n tak, ¾e an > 0 a an+1 = 0. V¹imnìme si, ¾e an =
GCD(an�1; an), proto¾e an=an�1.

Oznaèíme D(u; v) = fc 2 Zj c=u; c=vg pro ka¾dé u; v mno¾inu v¹ech jejich spo-
leèných dìlitelù a uká¾eme pro ka¾dé i = 1; : : : ; n � 1, ¾e mno¾ina v¹ech dìlitelù
dvojice ai; ai+1 je stejná jako mno¾ina v¹ech dìlitelù dvojice ai�1; ai, tedy ¾e

D(ai; ai+1) = D(ai�1; ai):

Vyu¾ijeme pøi tom vztahu ai�1 = ai�1 + qi � ai hodnot ai�1, ai a ai+1:

c=ai�1; ai ) c=ai+1 = ai�1 � qi � ai

a podobnì

d=ai; ai+1 ) d=ai�1 = ai�1 + qi � ai:

Proto¾e an je nejvìt¹í spoleèný dìlitel prvkù an a an�1 a

D(an�1; an) = D(an�2; an�1) = � � � = D(a0; a1);

platí, ¾e an 2 D(ai�1; ai) a navíc d=an pro ka¾dé d 2 D(ai�1; ai), tedy

an = GCD(an; an�1) = GCD(an�1; an�2) = � � � = GCD(a0; a1):
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Nakonec ovìøíme indukcí podle i platnost tvrzení ai = xi � a0 + yi � a1, které
potøebujeme dokázat pro i = n. Zøejmì tvrzení platí pro i = 0 a i = 1 a pøedpoklá-
dejme, ¾e tvrzení platí pro i a i�1, tedy ai = xi�a0+yi�a1 a ai�1 = xi�1�a0+yi�1�a1.
Doká¾eme rovnost pro i+ 1 dosazením za ai a ai�1 do vztahu:

ai+1 = ai�1 � ai � qi = (xi�1 � a0 + yi�1 � a1)� (xi � a0 + yi � a1) � qi =

= (xi�1 � xi � qi) � a0 + (yi�1 � yi � qi) � a1 = xi+1 � a0 + yi+1 � a1;

èím¾ jsme dokonèili dùkaz. �

Poznamenejme, ¾e èísla x a y se obvykle nazývají Bezoutovy koe�cienty.
Nyní u¾ je snadné dokázat jednoznaènost prvoèíselného rozkladu.

Vìta 2.2 (Základní vìta aritmetiky). Ka¾dé pøirozené èíslo vìt¹í ne¾ jedna lze a¾
na poøadí jednoznaènì rozlo¾it na souèin prvoèísel.

Dùkaz. Nejprve si uvìdomíme, ¾e lze ka¾dé pøirozené èíslo n > 1 napsat jako souèin
prvoèísel, co¾ mù¾eme snadno dokázat indukcí podle n. Èíslo 2 je zøejmì prvoèíslo.
Pokud n není prvoèíslo, existují taková pøirozená èísla k; l < n, ¾e n = k � l. Obì
jsou samozøejmì vìt¹í ne¾ jedna a podle indukèního pøedpokladu máme prvoèíselný
rozklad èísel k = p1 � : : : � pr a l = q1 � : : : � qs. Tedy èíslo n je souèinem prvoèísel
p1 � : : : � pr � q1 � : : : � qs.

Døíve ne¾ ovìøíme jednoznaènost prvoèíselného rozkladu, doká¾eme technické

Lemma. Nech» p je prvoèíslo a a; b; a1; a2; : : : ; ak 2 N. Pak platí

(1) p=a � b ) p=a nebo p=b,
(2) p=a1a2 : : : ak ) 9i, ¾e p=ai.

(1) Pøedpokládejme, ¾e p=a � b a p nedìlí a. Proto¾e p má pouze dìlitele �1 a
�p, vidíme, ¾e GCD(p; a) = 1, a proto podle 2.1 existují taková celá x a y, ¾e
1 = a � x+ p � y. Pøenásobením této rovnosti hodnotou b dostaneme b = abx+ pby,
a proto¾e p dìlí oba sèítance vpravo, platí také, ¾e p=b.

(2) Doká¾eme indukcí podle k. Pro k = 1 je tvrzení triviální. Pøedpokládáme-
li, ¾e p=a1a2 : : : ak = a1 � (a2 : : : ak), pak podle (1) buï p=a1 a jsme hotovi nebo
p=a2a3 : : : ak a závìr plyne z indukèního pøedpokladu.

Nyní indukcí provedeme dùkaz jednoznaènosti prvoèíselného rozkladu èísla n.
Indukèním pøedpokladem zde bude tvrzení, ¾e je prvoèíselný rozklad urèen jedno-
znaènì a¾ na poøadí pro v¹echna èísla men¹í ne¾ n.

Je-li n prvoèíslo (speciálnì n = 2), obsahuje prvoèíselný rozklad jediné prvoèíslo
a je tedy zøejmì urèen jednoznaènì. Platí-li tvrzení pro v¹echna k < n a n =
p1 � : : : �pr = q1 � : : : �ps jsou dva prvoèíselné rozklady, potom podle tvrzení Lemmatu
existuje takové j, ¾e p1=qj . Bez újmy na obecnosti mù¾eme pøedpokládat, ¾e j = 1.
Proto¾e p1 i q1 jsou prvoèísla, máme p1 = q1. Nyní staèí pou¾ít indukèní pøedpoklad
pro p2 � : : : � pr = q2 � : : : � ps < n. �

Dùsledek 2.3. Pro ka¾dé a; b 2 Z existuje a¾ na znaménko jednoznaènì urèený
GCD(a; b) a lcm(a; b) a platí, ¾e lcm(a; b) = a�b

GCD(a;b) .

Dùkaz. Snadno díky jednoznaènosti prvoèíselného rozkladu zaruèeného Vìtou 2.2
ovìøíme bezprostøednì z de�nice, ¾e pro a =

Q
p�ii , b =

Q
p�ii

GCD(a; b) =
Y

p
min(�i;�i)
i a lcm(a; b) =

Y
p
max(�i;�i)
i :
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Navíc ka¾dé dva GCD(a; b) (respektive lcm(a; b)) se podle de�nice vzájemnì dìlí,
tedy se mohou li¹it jen znaménkem. �

Pøipomeòme, ¾e relací na mno¾inì A rozumíme libovolnou podmno¾inu �mno¾iny
A�A. Pøipomeòme, ¾e relace � je

- reexivní, jestli¾e (a; a) 2 � pro ka¾dé a 2 A,
- symetrická, platí-li pro ka¾dé a; b 2 A implikace (a; b) 2 � ) (b; a) 2 �
- tranzitivní, , platí-li pro ka¾dé a; b; c 2 A implikace (a; b); (b; c) 2 �) (a; c) 2 �.
Ekvivalencí budeme nazývat ka¾dou symetrickou, reexivní a tranzitivní relaci.

Pøíklad 2.4. Pro libovolné mno¾iny A a B a zobrazení f : A ! B mno¾in tvoøí
ekvivalenci relace

(1) id = f(a; a) j a 2 Ag, A�A (tzv. triviální ekvivalence),
(2) ker f = f(x; y) 2 A�Aj f(x) = f(y)g (tzv. jádro zobrazení f).

Je-li � ekvivalence na mno¾inì A, pøipomeòme, ¾e faktorem mno¾iny (èasto se
také mluví o kvocientu) A podle ekvivalence � jako mno¾inu A=� = f[a]�j a 2 Ag,
kde [a]� = fb 2 Aj (a; b) 2 �g jsou rozkladové tøídy (kosety), tedy A=� tvoøí rozklad
mno¾iny A.

Naopak máme-li fBij i 2 Ig rozklad mno¾iny A, pak relace � urèená podmínkou:
(a; b) 2 �, 9i 2 I : a; b 2 Bi je ekvivalencí a A=� = fBij i 2 Ig.

Pøipomeòme u¾iteèný pøíklad èíselnì teoretické ekvivalence.

Pøíklad 2.5. Vezmìme pøirozené èíslo n � 2 a oznaème � (mod n) relaci na
mno¾inì celých èísel Z danou pøedpisem: a � b (mod n) $ n=(a � b). Není tì¾ké
si uvìdomit, ¾e se jedná o ekvivalenci (obvykle se jí øíká kongruence na Z). Navíc
si mù¾eme v¹imnout jejího tìsného vztahu k zobrazení Fn z 1.2, nebo» platí, ¾e
a � b (mod n), právì kdy¾ Fn(a) = Fn(b), tedy kongruence � (mod n) je rovná
právì ekvivalenci kerFn.

Døíve ne¾ zaèneme pou¾ívat termín kongruence v mnohem obecnìj¹ím významu,
pøipomeòme si nìkolik jednoduchých vlastností, které kongruence na celých èíslech
má:

Poznámka 2.6. Pro ka¾dé a; b; c; d 2 Z a k; n 2 N, kde n > 1, platí:

(1) jestli¾e a � b (mod n) a c � d (mod n), pak a + c � b + d (mod n),
a� c � b� d (mod n), a � c � b � d (mod n) a ak � bk (mod n),

(2) jestli¾e c 6= 0, pak a � b (mod n), právì kdy¾ a � c � b � c (mod cn),
(3) jestli¾e GCD(c; n) = 1, pak a � b (mod n), právì kdy¾ a � c � b � c (mod n).

Dùkaz. (1) Pøedpokládáme-li, ¾e n=(a� b); (c� d), pak

n=(a� b) + (c� d) = (a+ c)� (b+ d);

n=(a� b)� (c� d) = (a� c)� (b� d);

n=(a� b) � c+ b � (c� d) = (a � c)� (b � d)

a poslední kongruenci dostaneme indukèním pou¾itím pøedchozí pro a = c a b = d.
(2) a � b (mod n), n=(a� b), nc=(ac� bc), ac � bc (mod cn).
(3) Pøímá implikace plyne okam¾itì z (1), proto¾e c � c (mod n). Jakmile n=ac�

bc = (a� b)c a c a n jsou nesoudìlná èísla, pak nutnì n=(a� b). �

De�nice. Uva¾ujme na mno¾inì A binární operaci � a ekvivalenci �. Øekneme, ¾e
� je sluèitelná s operací �, jestli¾e pro v¹echny takové prvky a1; a2; b1; b2 2 A, pro
nì¾ a1 � b1 a a2 � b2 platí, ¾e (a1 � a2) � (b1 � b2).
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V Poznámce 2.6 jsme tedy zjistili, ¾e je kongruence � (mod n) sluèitelná s pøiro-
zenými operacemi +, � a � na celých èíslech.

Pøíklad 2.7. Mìjme kladná celá èísla n1; : : : ; nk a polo¾me n = n1�� � ��nk. Zaveïme
nyní na kartézském souèinu

Qk
i=1 Zni po slo¾kách operace +, � a �:

(a1; a2; : : : ; ak) + (b1; b2; : : : ; bk) = (a1 + b1; a2 + b2; : : : ; ak + bk);

(a1; a2; : : : ; ak)� (b1; b2; : : : ; bk) = (a1 � b1; a2 � b2; : : : ; ak � bk);

(a1; a2; : : : ; ak) � (b1; b2; : : : ; bk) = (a1 � b1; a2 � b2; : : : ; ak � bk);

kde odèítání ve slo¾kách de�nujeme rovnì¾ modulo ni. De�nujme dále zobrazení

G : Z!
Yk

i=1
Zni pøedpisem G(a) = ((a)mod n1; : : : ; (a)mod nk)

a stejným pøedpisem zavedeme i zobrazení H : Zn !
Qk

i=1 Zni . Obì zobrazení jsou
opìt sluèitelná s operacemi +, operacemi � i operacemi �.

V následující poznámce budeme uva¾ovat operace na kartézských souèinech za-
vedené v Pøíkladu 2.7.

Vìta 2.8 (Èínská vìta o zbytcích). Nech» n1; n2; : : : ; nk jsou kladná celá èísla a
n = n1 � n2 � � � � � nk. Potom je zobrazení H z 2.7 sluèitelné s operacemi +, � a �.
Navíc H je bijekce, právì kdy¾ jsou èísla n1; n2; : : : ; nk po dvou nesoudìlná.

Dùkaz. Nejprve doká¾eme zpìtnou implikaci. V Pøíkladu 2.7 jsme si uvìdomili, ¾e
je f zobrazení sluèitelné s obìma operacemi. Zbývá nahlédnout, ¾e jde o bijekci.
Proto¾e jsou Zn a

Qk
i=1 Zni stejnì velké koneèné mno¾iny, staèí ovìøit, ¾e je f

prosté. Nech» pro a � b 2 Zn platí, ¾e H(a) = H(b). Potom H(b � a) = 0, tedy
ni=b � a pro v¹echna i = 1; : : : ; k. Proto¾e jsou ni po dvou nesoudìlná dostáváme
z Vìty 2.2 n=b� a. Proto¾e ov¹em 0 � b� a � n� 1, máme b = a.

Pøímou implikaci doká¾eme nepøímo. Nech» existují indexy i 6= j, pro nì¾ c =
GCD(ni; nj) > 1. Potom n

c 2 Zn nf0g a pro v¹echna r = 1; : : : ; k platí, ¾e nr=
n
c . To

znamená, ¾e H(0) = (0; : : : ; 0) = H(nc ), tedy H není prosté. �

Uvedený dùkaz Èínské vìty o zbytcích sice není konstruktivní, tedy nám ne-
poskytuje algoritmus k nalezení vzoru nìjakého prvku v zobrazení H. Následující
pøíklad ukazuje, ¾e hledat vzory zobrazení H není díky poèetním pravidlùm 2.6
tì¾ké.

Pøíklad 2.9. Podle Èínské vìty o zbytcích existuje právì jedno x 2 Z35 splòující
kongruence x � 2 (mod 5) a x � 3 (mod 7), pokusíme se ho spoèítat. Nejprve
si v¹imneme, ¾e z první kongruence plyne, ¾e x = 5y + 2 pro vhodná y 2 Z a
toto vyjádøení dosadíme do druhé kongruence a pomocí Poznámky 2.6 budeme
kongruenci upravovat ekvivalentními úpravami:

5y + 2 � 3 (mod 7), 5y � 1 (mod 7), 3 � 5y � 3 � 1 (mod 7), y � 3 (mod 7):

Poznamenejme, ¾e jsme v posledním kroku vyu¾ili toho, ¾e umíme najít þinverz
modulo 7"k èíslu 5 jím¾ je 3). Hledaným øe¹ením je tedy x = 5 � 3 + 2 = 17.

Na závìr zdùraznìme, ¾e Èínská vìta o zbytcích má praktické význam pro poèí-
tání s velkými celými èísly, nebo» nám umo¾òuje þalgebraicky"pøesnì reprezentovat
vìt¹í mno¾inu Zn pomocí poèítání v men¹ích mno¾inách Zni .
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3. Asociativní binární operace

Zkusíme se nyní oprostit od konkrétní algebraické struktury a uvá¾íme sice obec-
nou av¹ak velmi jednoduchou situaci mno¾iny opatøené asociativní binární operací.
Hlavním výsledkem této kapitoly bude kromì pøíkladù øady struktur, které takovou
podmínku splòují, pøedev¹ím pozorování (Dùsledek 3.7), ¾e mno¾ina s asociativní
operací je jistým zpùsobem velmi blízko mnohem silnìj¹ímu pojmu grupa, který
jako jeden ze základních pojmù moderní algebry také zavedeme. Na závìr kapitoly
se na chvíli vrátíme k teorii èísel a jako aplikaci pøedchozího aparátu doká¾eme
u¾iteèný vzoreèek na výpoèet Eulerovy funkce.

Pøipomeòme, ¾e binární operace � na A je asociativní (resp. komutativní), platí-li
pro v¹echna x; y; z 2 A rovnost x � (y � z) = (x � y) � z (resp. x � y = y � x).

De�nice. Uva¾ujme binární operací � na mno¾inì A. Neutrálním prvkem operace
� rozumíme takový prvek e 2 A, ¾e g � e = e � g = g pro v¹echna g 2 A.

Poznámka 3.1. Ka¾dá binární operace má nejvý¹e jeden neutrální prvek.

Dùkaz. Jsou-li e; f dva neutrální prvky, pak e = e � f = f . �

Následující pøíklad ukazuje, ¾e se v de�nici neutrálního prvku nemù¾eme omezit
jen na jednu ze dvou rovností:

Pøíklad 3.2. Je-li X aspoò dvouprvková mno¾ina a de�nujeme-li na X binární
operaci � pøedpisem x � y = x, je operace � asociativní, ale X neobsahuje ¾ádný
neutrální prvek. Pøitom dokonce ka¾dý prvek X splòuje první z rovností, kterou je
neutrální prvek de�nován.

De�nice. Nech» � je binární operace na mno¾inì S a e je její neutrální prvek.
Øekneme, ¾e prvek s 2 S je invertibilní, jestli¾e existuje takový prvek s�1 2 S, pro
který s�1 � s = s � s�1 = e. Prvek s�1 nazveme inverzním prvkem k prvku s.

Pøíklad 3.3. Uva¾ujme T (N) mno¾inu v¹ech zobrazení pøirozených èísel do sebe
s operací skládání � a nech» �(k) = 2k a �(k) = [k2 ]. Pak identické zobrazení Id
je neutrální vzhledem k �, a platí, ¾e �� = Id a �� 6= Id. Prvky � a � tedy
splòují právì jednu z de�nitorických rovností invertibilního prvku, ov¹em inverti-
bilní nejsou, proto¾e invertibilní zobrazení jsou právì bijekce.

Mno¾inì G s binární operací � budeme øíkat grupoid (a budeme psát G(�)). O
grupoidu G(�) øekneme, ¾e je:

- pologrupa, je-li operace � asociativní,
- monoid, je-li operace � asociativní a v G le¾í její neutrální prvek,
- grupa, je-li G(�) monoid, jeho¾ ka¾dý prvek je invertibilní,
- komutativní grupa (nebo abelovská grupa), je-li G(�) grupa a � je komuta-
tivní.

V Pøíkladech 1.1 a 2.5 jsme pøipomnìli asociativní a komutativní operace + a �
na mno¾inì celých èísel (a v Pøíkladech 1.2 a 2.7 jsme si uvìdomili, ¾e asociativitu
i komutativitu splòují jimi indukované operace na mno¾inách Zn). Jistì zde není
tøeba opakovat, jak vypadají odpovídající neutrální a invertibilní prvky. Uveïme
je¹tì nìkolik dobøe známých, aè ménì elementárních pøíkladù asociativních binár-
ních operací.

Pøíklad 3.4. Nech» n > 1 je pøirozené èíslo a X neprázdná mno¾ina.
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(1) Nech»M(X) je mno¾ina v¹ech slov s operací skládání Pøíkladu 1.3(2) mno¾inì
binární operaci a oznaème � prázdné slovo. Snadno nahlédneme, ¾e je operace �
asociativní (je-li X aspoò dvouprvková mno¾ina, pak operace není komutativní) a
platí, ¾e � � s = s � � = s pro ka¾dé s 2M(X), tedy M(X)(�) je tzv. slovní monoid.

(2) Oznaème T (X)mno¾inu v¹ech zobrazení mno¾inyX do sebe. Potom T (X)(�)
tvoøí (s operací skládání �) (tzv. transformaèní) monoid.

(3) Ètvercové matice Mn(T ) nad tìlesem T stupnì n spolu s násobením tvoøí
monoid Mn(T )(�) (neutrálním prvkem je zde jednotková matice).

(4) Zn(�) je koneèný komutativní monoid, který není grupou, proto¾e prvek 0
není invertibilní.

Do konce této kapitoly budeme nadále oznaèovat neutrální prvek obecné binární
operace � symbolem e. Zároveò poznamenejme, ¾e je obvyklé znaèit neutrální prvek
multiplikativní operace (tj. �) symbolem 1 a neutrální prvek aditivní operace (tj.
+) symbolem 0 (a my se tohoto úzu budeme pozdìji také dr¾et).

Následující dvì tvrzení známe z kontextu poèítání se ètvercovými maticemi.

Poznámka 3.5. Buï S(�) monoid a a; b; c 2 S. Platí-li, ¾e a � b = c � a = e, potom
b = c je jednoznaènì urèený inverzní prvek k prvku a.

Dùkaz. S vyu¾itím asociativity spoèítejme:

c = c � e = c � (a � b) = (c � a) � b = e � b = b;

odkud vidíme nejen rovnost b = c, ale i jednoznaènost, nebo» dva prvky inverzní k
a splòují podmínku pøedpokladu. �

Nyní víme, ¾e je inverz k invertibilnímu prvku a v monoidu urèen jednoznaènì,
budeme ho tedy znaèit a�1.

Poznámka 3.6. Je-li S(�) monoid a s; t 2 S jeho invertibilní prvky, pak s � t a s�1

jsou také invertibilní. Navíc (s � t)�1 = t�1 � s�1 a (s�1)�1 = s.

Dùkaz. Proto¾e s � s�1 = s�1 � s = e, je zøejmì s�1 invertibilní a díky 3.5 máme
(s�1)�1 = s. Nyní staèí dokázat, ¾e je prvek t�1 � s�1 inverzní k s � t:

(s � t) � (t�1 � s�1) = s � (t � t�1) � s�1 = s � e � s�1 = s � s�1 = e

a symetricky

(t�1 � s�1) � (s � t) = t�1 � (s�1 � s) � t = t�1 � e � t = t�1 � t = e:

�

Mno¾inu v¹ech invertibilních prvkù monoidu S(�) budeme znaèit S�. V¹imnìme
si, ¾e jsme v pøedchozí úvaze dokázali, ¾e je mno¾ina S� uzavøená na operaci �,
uvìdomíme-li si navíc, ¾e e 2 S�, proto¾e e � e = e, dostáváme díky pøedchozí
poznámce následující pozorování:

Dùsledek 3.7. Nech» S(�) je monoid. Oznaèíme-li �S� restrikci �jS��S� operace �
na mno¾inu S� � S�, pak S�(�S�) je grupa.

Pøíklad 3.8. Nech» n > 1 je pøirozené èíslo a X neprázdná mno¾ina a T tìleso.
(1) Grupa invertibilních prvkù M(X)(�) obsahuje pouze neutrální prvek �.
(2) Grupu invertibilních prvkù transformaèního monoidu T (X)(�) tvoøí právì

v¹echny bijekce S(X) na mno¾inì X (mluvíme o symetrické grupì nebo grupì
permutací).
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(3) Grupu invertibilních prvkù monoidu ètvercových matic Mn(T )(�) stupnì n
tvoøí právì v¹echny regulární matice stupnì n (znaèíme je GLn(T )).

(4) Uká¾eme, ¾e Z�n(�) = fa 2 Zn j GCD(a; n) = 1g. Jestli¾e a 2 Z�n, existují
x 2 Zn a y 2 Z, pro nì¾ ax + by = 1. Je-li s spoleèný dìlitel èísel a, n, pak
s=(ax + ny) = 1, proto GCD(a; n) = 1. Nech» naopak GCD(a; n) = 1, potom
díky Euklidovu algoritmu existují x 2 Z a y 2 Z, pro které ax + ny = 1, proto
a�1 = xmod n. To znamená, ¾e a 2 Z�n.

Na závìr se podívejme ponìkud podrobnìji na grupu Z�n(�) její¾ prvky jsme
charakterizovali v pøedchozím pøíkladu.

De�nice. Eulerovou funkcí nazveme zobrazení ' : N! N dané pøedpisem

'(n) = jZ�n j = jfk 2 Zn j GCD(k; n) = 1gj:

S vyu¾itím Èínské vìty o zbytcích a prvoèíselného rozkladu èísla n budeme umìt
spoèítat hodnotu '(n):

Vìta 3.9. Buï p1 < p2 < � � � < pk prvoèísla a r1; r2; : : : ; rk kladná celá èísla.

Potom '(
Qk

i=1 p
ri
i ) =

Qk
i=1 '(p

ri
i ) =

Qk
i=1(pi � 1)pri�1i .

Dùkaz. Nejprve pro libovolné prvoèíslo p a kladné celé èíslo r spoèítáme, ¾e '(pk) =
(p � 1) � pk�1. Èíslo men¹í ne¾ pk je soudìlné s pk právì tehdy, kdy¾ je násobkem
èísla p. Proto¾e nezáporných násobkù èísla p men¹ích ne¾ pk je zøejmì právì pk�1,
dostáváme, ¾e kladných èísel nesoudìlných s pk máme

'(pk) = pk � pk�1 = (p� 1)pk�1:

Dále polo¾me ni = prii a n =
Qk

i=1 ni a uva¾ujme zobrazení H : Zn !
Qk

i=1 Zni
z Vìty 2.8. V¹imnìme si, ¾e

Qk
i=1 Zni(�) s operací z Pøíkladu 2.7 tvoøí monoid s

neutrálním prvkem H(1) = (1; : : : ; 1), a proto platí ekvivalence

(a1; : : : ; ak) 2 (

kY
i=1

Zni)
� , 8i = 1; : : : ; n9bi : ai � bi = 1, (a1; : : : ; ak) 2

kY
i=1

Z�ni :

Proto¾e jsou n1; : : : ; nk nesoudìlné, je H podle 2.8 bijekce, a proto platí

a 2 Z�n , 9b 2 Zn : a � b = 1, 9c 2
kY
i=1

Zni : H(a) � c = H(1), H(a) 2 (

kY
i=1

Zni)
�:

Spojíme-li obì pozorování dostáváme rovnost H(Z�n) =
Qk

i=1 Z
�
ni . Odtud a z vý¹e

dokázaného faktu '(ni) = (pi � 1) � pk�1i plyne dokazovaná rovnost

'(n) = jZ�n j = jH(Z�n)j = j
Qk

i=1 Z
�
ni j =

Qk
i=1 '(ni) =

Qk
i=1(pi � 1) � pk�1i �

4. Grupy a jejich podgrupy

Nyní si pozornì prohlédneme ekvivalence na obecných grupách, které zcela pøí-
moèaøe zobecòují pojem kongruence na celých èíslech. Jako dùsledek souboru elementár-
ních technických pozorování o tìchto ekvivalencích dostaneme pro úvahy o podgru-
pách velmi u¾iteènou Lagrangeovu vìtu, která svazuje dìlitelností velikost grupy a
její podgrupy.
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Podobnì jako v pøedchozí kapitole budeme neutrální prvek obecné multiplika-
tivnì zapsané grupy G(�) oznaèovat symbolem e a inverzní prvek k prvku g sym-
bolem g�1.

De�nice. Podgrupou grupy G(�) budeme rozumìt ka¾dou podmno¾inu H mno¾iny
G, která je uzavøená na �, obsahuje prvek e a pro její¾ ka¾dý prvek h 2 H platí,
¾e h�1 2 H. Normální podgrupa je podgrupa H grupy G splòující navíc podmínku
g � h � g�1 2 H pro ka¾dé g 2 G a h 2 H.

Proto¾e podle 3.6 pro ka¾dý prvek g grupy G(�) platí, ¾e (g�1)�1 = g , mohli jsme
normální podgrupu H také ekvivalentnì de�novat také symetrickou podmínkou
g�1 � h � g 2 H pro ka¾dé g 2 G a h 2 H.

Poznámka 4.1. Nech» G(�) je grupa, H a Hi, i 2 I její podgrupy.

(1) H(�) tvoøí s operací omezenou na mno¾inu H opìt grupu,
(2)

T
i2I Hi je podgrupa grupy G(�),

(3) jsou-li v¹echny podgrupy Hi normální, pak je i podgrupa
T
i2I Hi normální,

(4) je-li G(�) komutativní grupa, pak je podgrupa H v¾dy normální.

Dùkaz. (1) Plyne okam¾itì z de�nice podgrupy a vlastností operace � na G (srovnej
s 3.6).

(2) e 2 Hi pro v¹echna i 2 I podle, tedy e 2
T
i2I Hi. Zvolme libovolnì a; b 2T

i2I Hi. Potom a � b 2 Hi pro ka¾dé i 2 I díky uzavøenosti Hi na operaci �,
tedy a � b 2

T
i2I Hi. Podobnì podle de�nice a�1 2 Hi pro ka¾dé i 2 I, proto

a�1 2
T
i2I Hi.

(3) Zvolme h 2
T
i2I Hi a g 2 G. Pak g � h � g�1 2 Hi pro v¹echna i 2 I, a tudí¾

g � h � g�1 2
T
i2I Hi.

(4) Díky komutativitì binární operace platí pro ka¾dé g 2 G a h 2 H, ¾e g � h �
g�1 = g � g�1 � h = h 2 H. �

Pøíklad 4.2. (1) V¹imnìme si, ¾e v ka¾dé grupì G(�) tvoøí mno¾iny feg a G (tzv.
triviální) pøíklady normálních podgrup.

(2) Uva¾ujme grupu permutací na mno¾inì f1; : : : ; ng, obvykle se znaèí Sn(�)
(viz také 3.8(2)). Pøímoèaøe spoèítáme, ¾e mno¾ina v¹ech sudých permutací An

je normální podgrupou Sn(�). Navíc lze (elementárními prostøedky) dokázat, ¾e
grupa Sn(�) neobsahuje pro n 6= 4 jiné normální podgrupy ne¾ fIdg, Sn a An

(v pøípadì S4 se vyskytuje je¹tì jedna tzv. Kleinova normální podgrupa K =
fId; (12)(34); (13)(24); (14)(23)g). Uveïme alespoò pøíklad zjevné podgrupy T =
fId; (12)g grupy S3, která není normální, proto¾e napøíklad (13) � (12) � (13)�1 =
(23) 62 T .

(3) Proto¾e det(A � B) = det(A) � det(B), snadno spoèítáme, ¾e mno¾iny S =
fA 2 GLn(T ) j det(A) = 1g a P = fA 2 GLn(T ) j det(A) = �1g jsou normální
podgrupy grupy GLn(T )(�).

(4) Uva¾ujeme-li komutativní grupu celých èísel Z(+) (s neutrálním prvkem 0
a inverzními prvky znaèenými standardnì symbolem �), potom mno¾iny tvaru
nZ = fn � zj z 2 Zg jsou pro ka¾dé nezáporné celé n podgrupou grupy Z(+)
(viz 1.1). Naopak, uva¾ujme libovolnou nenulovou podgrupu P grupy Z(+). Proto¾e
P obsahuje nìjaký nenulový prvek a s ka¾dým a 2 P je i �a 2 P , le¾í v P
jistì nìjaký kladný prvek a my mù¾eme zvolit nejmen¹í kladné èíslo obsa¾ené v P ,
oznaème ho n. Uka¾me, ¾e nutnì P = nZ. Indukcí díky uzavøenosti P na sèítání
nahlédneme, ¾e 2n = n + n 2 P , 3n 2 P , . . . , kn 2 P , . . . , pro ka¾dé pøirozené
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k. Proto¾e �n 2 P , dostaneme stejným argumentem, ¾e nZ � P . Nyní zvolme
libovolnì a 2 P . Potom vydìlíme se zbytkem èíslo a èíslem n, t.j. najdeme celé q
a nezáporné celé z < n, pro která a = qn + z. Z uzavøenosti P na + pou¾ité pro
prvky a;�qn 2 P plyne, ¾e z = a+ (�qn) 2 P , a z minimality volby n dostáváme,
¾e z = 0, tedy nZ = P .

Nech» H a K jsou dvì podmno¾iny grupy G(�) a g 2 G. Oznaème mno¾iny
H � K = fh � kj h 2 H; k 2 Kg, gH = fggH a Hg = Hfgg. V pøípadì grup s
operací � budeme èasto psát hk místo h � k a HK místo H �K.

Pøíklad 4.3. (1) Mìjme dvì normální podgrupy H a K grupy G(�). Pak pro ka¾dé
h0 2 H a k 2 K existuje h1 2 H, pro které k � h0 � k�1 = h1, tedy k � h0 =
h1 � k a KH � HK. Symetrický argument dokazuje i obrácenou inkluzi, proto
KH = HK. Nyní snadno nahlédneme, ¾e je souèin HK rovnì¾ podgrupou G(�):
zøejmì e = e � e 2 HK a zvolíme-li h0; h1 2 H a k0; k1 2 K, potom (h0 � k0)�1 =
k�10 � h�10 2 KH = HK a dále existuje takové h2 2 H, ¾e k0 � h1 = h2 � k0, proto
h0 � k0 � h1 � k1 = h0 � h2 � k0 � k1 2 HK. Koneènì vezmeme-li libovolné prvky g 2 G,
h 2 H a k 2 K, pak platí g � h � k � g�1 = (g � h � g�1) � (g � k � g�1) 2 HK díky
pøedpokládané normalitì obou podgrup. Vidíme, ¾e þsouèin"normálních podgrup
(napøíklad tedy souèin libovolných podgrup komutativní grupy) dává opìt normální
podgrupu. Poznamenejme, ¾e souèin podgrup, které normální nejsou, vùbec nemusí
být podgrupou (staèí uvá¾it napøíklad podgrupy H = fId; (12)g a K = fId; (13)g
grupy S3).

(2) Uva¾ujeme-li komutativní grupu A(+) a H, K její podgrupy, pak H +K =
fh+ kj h 2 H; k 2 Kg je podle pøedchozího pozorování opìt podgrupa. Speciálnì,
vezmeme-li grupu celých èísel Z(+), pak 30Z+54Z = f30x + 54yj x; y 2 Zg =
GCD(30; 54)Z = 6Z. V¹imnìme si také, ¾e 30Z\54Z = fz 2 Z j 30=z; 54=zg =
lcm(30; 54)Z = 270Z.

De�nice. Je-li G(�) grupa H � G, de�nujme na G relace rmod H a lmod H:

(a; b) 2 rmod H , a � b�1 2 H

(a; b) 2 lmod H , a�1 � b 2 H

Poznámka 4.4. Nech» G(�) je grupa a H její podgrupa. Potom platí:

(1) rmod H i lmod H jsou ekvivalence na G,
(2) (a; b) 2 rmod H , (a�1; b�1) 2 lmod H pro ka¾dé a; b 2 G,
(3) jG=rmod Hj = jG=lmod Hj,
(4) rmod H = lmod H, právì kdy¾ je H normální podgrupa G(�),
(5) [a]rmod H = Ha a [a]lmod H = aH pro ka¾dé a 2 G,
(6) j[a]rmod H j = j[a]lmod H j = jHj pro ka¾dé a 2 G.

Dùkaz. (1) Tvrzení doká¾eme jen o rmod H, pro lmod H bude dùkaz symetrický.
Podgrupa H obsahuje neutrální prvek e, proto pro ka¾dé a 2 G máme a �a�1 = e 2
H, tedy (a; a) 2 rmod H. Pøedpokládáme-li, ¾e (a; b) 2 rmod H, pak a � b�1 2 H,
proto i b � a�1 = (a � b�1)�1 2 H (podle 3.5 a 3.6), tudí¾ (b; a) 2 rmod H. Nyní
pøedpokládejme, ¾e (a; b); (b; c) 2 rmod H, co¾ podle de�nice na¹í relace znamená,
¾e a�b�1; b�c�1 2 H. Z uzavøenosti H na binární operaci plyne, ¾e (a�b�1)�(b�c�1) 2
H, tedy a � c�1 = a � b�1 � b � c�1 2 H a (a; c) 2 rmod H. Tím jsme ovìøili, ¾e je
relace rmod H reexivní, symetrická a tranzitivní.

(2) Díky 3.6 máme rovnost a � b�1 = (a�1)�1 � b�1, proto a � b�1 2 H , (a�1)�1 �
b�1 2 H, èím¾ jsme dokonèili dùkaz.
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(3) Podle (2) je zobrazení [a]rmod H ! [a�1]lmod H korektnì de�novanou bijekcí,
tedy faktorové mno¾iny G=rmod H a G=lmod H mají stejnì prvkù.

(4) Pøedpokládejme, ¾e rmod H = lmod H a zvolme h 2 H a g 2 G. Potom
(g �h)�1 �g = h�1 �g�1 �g = h�1 2 H, tedy (g �h; g) 2 lmod H = rmod H. Z de�nice
rmod H dostaneme g � h � g�1 2 H.

Nyní pøedpokládejme, ¾e je H normální podgrupa grupy G(�). Zvolíme-li (a; b) 2
rmod H, víme, ¾e a � b�1 2 H. Podle de�nice normální podgrupy b�1 � a = b�1 �
a � b�1 � (b�1)�1 2 H, tedy (b; a) 2 lmod H a díky (1) (a; b) 2 lmod H, èím¾ jsme
ovìøili, ¾e rmod H � lmod H. Symetrický argument dokazuje obrácenou implikaci.

(5) Opìt se budeme vìnovat jen ekvivalenci rmod H. Pou¾ijeme de�nici rozkla-
dové tøídy:

[a]rmod H = fb 2 Gj (a; b) 2 rmod Hg = fb 2 Gj 9h 2 H : a � b�1 = hg =

= fb 2 Gj 9h 2 H : b = h�1 � ag = fb 2 Gj 9h0 2 H : b = h0 � ag = Ha:

(6) De�nujme zobrazení b : H ! Ha (resp. H ! aH) pøedpisem b(h) = h � a
(resp. b(h) = a �h). Zøejmì jde o zobrazení na Ha (resp. na aH) a pøedpokládejme,
¾e b(h0) = b(h1), tedy h0 �a = h1 �a. Tuto rovnost zprava (resp. zleva) pøenásobíme
hodnotou a�1, abychom dostali h0 = h0 � a � a�1 = h1 � a � a�1 = h1. Tedy b je
bijekce a v¹echny mno¾iny H, aH, Ha mají stejný poèet prvkù. Nyní zbývá pou¾ít
(5). �

De�nice. Buï H podgrupa grupy G(�). Potom èíslu [G : H] = jG=rmod Hj (=
jG=lmod Hj podle 4.4) budeme øíkat index podgrupy H v grupì G a velikosti jGj
mno¾iny G budeme øíkat øád grupy G.

Vìta 4.5 (Lagrange). Je-li H podgrupa grupy G(�), pak jGj = [G : H] � jHj.

Dùkaz. Podle 4.4(1) je rmod H ekvivalence, proto G = _S
A2G=rmod HA, kde sjed-

nocujeme disjunktní mno¾iny. Vyu¾ijeme-li dále poznatek 4.4(6), který øíká, ¾e
v¹echny ekvivalenèní tøídy mají poèet prvkù stejný jako mno¾ina H, pak dostá-
váme

jGj = j
�[
A2G=rmod H

Aj =
X

A2G=rmod H

jAj =
X

A2G=rmod H

jHj = [G : H] � jHj:

�

Dùsledek 4.6. Je-li G(�) koneèná grupa, potom øád ka¾dé její podgrupy dìlí øád
grupy G.

Pøíklad 4.7. Z pøedchozího dùsledku okam¾itì plynou následující pozorování:
(1) Grupa prvoèíselného øádu obsahuje jen triviální podgrupy, tedy G a feg.
(2) Proto¾e jS10j = 10! a 11 nedìlí 10!, permutaèní grupa øádu S10(�) neobsahuje

¾ádnou podgrupu øádu 11.
(3) Jsou-li H a K dvì koneèné podgrupy nìjaké grupy G(�) a platí-li, ¾e jsou

øády H a K nesoudìlné, pak H \K = f1g.
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5. Faktorové grupy a izomorfismy grup

V této kapitole se seznámíme s homomor�smy, tedy se zobrazeními grup, které
budou s to pøená¹et nìkteré jejich vlastnosti. Mimoøádné místo mezi homomor�smy
zaujímají bijektivní homomor�smy, jim¾ budeme øíkat izomor�smy. Nahlédneme,
¾e na faktorizaci nosné mno¾iny grupy, která umo¾òuje opìtovné zavedení odpoví-
dající grupové struktury, lze pøirozenì nahlí¾et prostøednictvím homomor�smù a ¾e
ekvivalence podle nich¾ lze faktorizovat odpovídají právì normálním podgrupám.
Hlavním výsledkem kapitoly budou dvì vìty o izomor�smu, které nabízejí technicky
velmi pøíjemné uchopení faktorizace.

De�nice. Zobrazení ' : G ! H grup G(�) a H(�) sluèitelné s jejich binárními
operacemi se nazývá (grupový) homomor�smus. Bijektivní homomor�smus budeme
nazývat izomor�smus. Podmno¾inì Ker' = fg 2 Gj '(g) = eg i relaci ker' =
f(g1; g2) 2 G�Gj '(g1) = '(g2)g budeme øíkat jádro homomor�smu. Jestli¾e mezi
dvìma grupami G1 a G2 existuje izomor�smus, øíkáme, ¾e G1 a G2 jsou izomorfní
a pí¹eme G1

�= G2.

Je-li ' : G! H zobrazení, A � G a , pøipomeòme, ¾e obrazem '(A) podmno¾iny
A � G rozumíme podmno¾inu f'(a) j a 2 Ag mno¾iny H a úplným vzorem '�1(B)
podmno¾iny B � H rozumíme podmno¾inu fg 2 Gj 9b 2 B : '(g) = bg mno¾iny H.
V¹imnìme si, ¾e symbol '�1(B) má dobrý význam i v pøípadì, ¾e zobrazení ' není
bijekce, a tedy nemáme k dispozici inverzní zobrazení. Je-li ' : G ! H grupový
homomor�smus, pak si dále v¹imneme, ¾e '�1(feg) = Ker' a ¾e '(Ker') = feg.

Poznámka 5.1. Nech» G1(�), G2(�) a G3(�) jsou grupy a ' : G1 ! G2 a  : G2 !
G3 jsou homomor�smy.

(1) '(e) = e a '(a�1) = ('(a))�1 pro ka¾dé a 2 G,
(2)  ' je homomor�smus,
(3) je-li ' bijekce, pak '�1 je izomor�smus,
(4) obraz  (H) je podgrupa G3(�) a úplný vzor '�1(H) je podgrupa G1(�) pro

ka¾dou podgrupu H grupy G2(�),
(5) Ker' je normální podgrupa G1(�) a ker' = rmod Ker' = lmod Ker',
(6) ' je prostý homomor�smus, právì kdy¾ Ker' = feg a to nastává, právì

kdy¾ ker' = id.

Dùkaz. (1) Proto¾e '(e) = '(e � e) = '(e) � '(e), staèí rovnost '(e) = '(e) � '(e)
pøenásobit prvkem '(e)�1, abychom dostali

e = '(e) � '(e)�1 = '(e) � '(e) � '(e)�1 = '(e):

Dále e = '(e) = '(a�1 � a) = '(a�1) � '(a) a podobnì e = '(a) � '(a�1), proto
'(a�1) = ('(a))�1.

(2) Je-li a; b 2 G1, pak  '(a � b) =  ('(a) � '(b)) =  ('(a)) �  ('(b)).
(3) Staèí ovìøit, ¾e '�1 je homomor�smus. Zvolíme-li c; d 2 G2, potom

'('�1(c) � '�1(d)) = c � d; proto '�1(c) � '�1(d) = '�1(c � d):

(4) Nejprve uká¾eme, ¾e je  (H) podgrupa G3(�). Podle (1) je e =  (e) 2  (H).
Vezmìme u; v 2  (H), tj. existují c; d 2 H, pro která  (c) = u a  (d) = v. Proto¾e
c � d; c�1 2 H, dostáváme pøímo z de�nice, ¾e

u � v =  (c) �  (d) =  (c � d) 2  (H);

a u�1 =  (c)�1 =  (c�1) 2  (H) podle (1).
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Poznamenejme, ¾e e 2 '�1(H) a zvolme a; b 2 '�1(H), tj. '(a); '(b) 2 H.
Potom opìt '(a) � '(b) = '(a � b) 2 H, a '(a�1) = '(a)�1 2 H, tedy a � b; a�1 2
'�1(H), proto je '�1(H) podgrupa.

(5) Proto¾e feg je podgrupa G2(�) a Ker' = '�1(feg), je Ker' podgrupa podle
(4). Vezmeme-li libovolné g 2 G1 a h 2 Ker', potom

'(g � h � g�1) = '(g) � '(h) � '(g�1) = '(g) � e � '(g)�1 = e;

tedy g � h � g�1 2 Ker'. Zbývá si uvìdomit, ¾e '(a) = '(b), '(a) � '(b)�1 = e,
'(a � b�1) = e, a � b�1 2 Ker'.

(6) Je-li ' prosté, pak existuje jediný vzor jednotky, tedy Ker' = feg a jestli¾e
ker' = id, pak je zøejmì ' prosté. Koneènì, jestli¾e Ker' = feg, potom ker' =
rmod Ker' = rmod feg = id podle (5). �

Pøíklad 5.2. (1) Jsou-li U a V dva vektorové prostory nad tým¾ tìlesem a ' :
U ! V je lineární zobrazení, pak je ' homomor�smus grup U(+) a V (+), kde je
+ sèítáním vektorù.

(2) V rámci kurzu lineární algebry bylo dokázáno, ¾e znaménko souèinu per-
mutací je rovno souèinu jejich znamének, tedy, ¾e sgn : Sn ! f1;�1g je homo-
mor�smus grup permutací na n prvcích a grupy f1;�1g(�). Snadno nahlédneme,
Ker sgn = An, co¾ je podle 5.1 normální podgrupa grupy Sn.

(3) Rovnì¾ v lineární algebøe se dokazuje, ¾e determinant det je homomor�smus
z grupy regulárních matice n � n nad tìlesem T do multiplikativní grupy tìlesa
T n f0g(�) je homomor�smus a tedy Ker det je díky 5.1 normální podgrupa matice
s determinantem 1 .

Pøipomeòme, ¾e pro ekvivalenci � na mno¾inì G rozumíme pøirozenou projekci
na faktorovou mno¾inu G=� zobrazení �� : G! G=� dané podmínkou ��(g) = [g]�,
kde g 2 G. V¹imnìme si, ¾e ker�� = �.

Poznámka 5.3. Nech» G(�) je grupa a � ekvivalence na G sluèitelná s �. Na fakto-
rové mno¾inì G=� de�nujeme operaci � pøedpisem [a]��[b]� = [a�b]�. Tato de�nice
je korektní, G=�(�) je opìt grupa a pøirozená projekce �� je homomor�smus.

Dùkaz. Abychom ovìøili korektnost de�nice, musíme ukázat, ¾e de�nice nezávisí
na volbì zástupce ekvivalenèních tøíd. Mìjme tedy [a]� = [c]� a [b]� = [d]�, tj.
(a; c); (b; d) 2 �. Potom díky sluèitelnosti � s operací máme (a � b; c � d) 2 �, proto
[a � b]� = [c � d]�.

Vezmeme-li [a]�; [b]�; [c]� 2 �, pak pøímo z de�nice vidíme, ¾e

[a]� � ([b]� � [c]�]) = [a � (b � c)]� = [(a � b) � c]� = ([a]� � [b]�)� [c]�;

tedy operace � je asociativní. To, ¾e je neutrálním prvkem právì [e]� a inverzním
prvkem k prvku [a]� právì prvek [a�1]�, dostaneme pøímým výpoètem. Koneènì
��(a � b) = [a � b]� = [a]� � [b]� = ��(a)� ��(b) z de�nice. �

Nyní je pravý èas abychom si uvìdomili, ¾e ekvivalence na grupì umo¾òující
faktorizace jsou právì ekvivalence rmod H = lmod H pro normální podgrupy H.

Vìta 5.4. Nech» G(�) je grupa a � relace na G. Pak � je ekvivalence sluèitelná
s operací � právì tehdy, kdy¾ H = [e]� je normální podgrupa G(�) a � = rmod H
(= lmod H).
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Dùkaz. ()) Nejprve pøedpokládejme, ¾e je � je ekvivalence sluèitelná s operací �.
Proto¾e je � reexivní relace, le¾í e v tøídì [e]�. Zvolme a; b 2 [e]� a g 2 G. Vidíme,
¾e (e; a); (e; b) 2 �, navíc, z reexivity � plyne, ¾e (a�1; a�1); (g�1; g�1); (g; g) 2 �.
Nyní vyu¾ijeme sluèitelnosti � s �, abychom dostali, ¾e (e � e; a � b) 2 �, dále ¾e
(e � a�1; a � a�1) 2 � a (g � e � g�1; g � a � g�1) 2 �. Vyu¾ijeme-li vlastností neutrálního
prvku a symetrie �, vidíme, ¾e (e; a �b); (e; a�1); (e; g �a �g�1) 2 �, tedy a �b; a�1; g �
a � g�1 2 [e]�, èím¾ máme ovìøeno, ¾e je [e]� normální podgrupa G(�). Pøipomeòme,
¾e podle 4.4(4) rmod [e]� = lmod [e]�.

Nyní bychom mìli dokázat, ¾e (a; b) 2 �, právì kdy¾ (a; b) 2 lmod [e]�. Jestli¾e
nejprve (a; b) 2 �, potom (e; a�1 � b) = (a�1 � a; a�1 � b) 2 �, proto¾e je � ekvivalence
sluèitelná s �, tedy (a; b) 2 lmod [e]�. Naopak, zvolíme-li (a; b) 2 lmod [e]�, pak
(a; b) = (a � e; a � a�1 � b) 2 �.

(() Pøedpokládejme, ¾e je H normální podgrupa G(�) a de�nujme relaci � jako
rmod H (tj. (a; b) 2 � $ a � b�1 2 H). Podle 4.4(1) je � ekvivalence a pøímým
výpoètem zjistíme, ¾e [e]� = H. Zvolme nyní (a0; b0); (a1; b1) 2 �, tj. a0 � b

�1
0 i

a1 � b
�1
1 jsou prvky H. Nyní pou¾ijeme normalitu H, abychom dostali, ¾e b�10 � a0 =

b�10 � (a0 �b
�1
0 ) �b0 2 H. Uzavøenost H na � zaruèuje, ¾e b�10 �a0 �a1 �b

�1
1 2 H a dal¹ím

vyu¾itím normality získáme a0 � a1 � (b0 � b1)�1 = b0 � (b
�1
0 � a0 � a1 � b

�1
1 ) � b�10 2 H,

tedy (a0 � a1; b0 � b1) 2 �, èím¾ jsme ovìøili sluèitelnost � s s operací �. �

Grupu zavedenou na faktorové mno¾inì budeme nazývat faktorovou grupou. Vìta
5.4, která øíká, ¾e ka¾dé ekvivalenci � sluèitelné s binární operací na grupì jedno-
znaènì odpovídá normální podgrupa H = [e]�, nám umo¾òuje faktorovou mno¾inu
zapisovat ve tvaru G=H := G=� = G=rmodH. Navíc je bì¾né, ¾e se operace
na faktorové grupì oznaèuje stejnì jako operace na pùvodní grupì, proto bude
mít obvyklý zápis faktorové grupy G=�(�) tvar G=H(�), kde H = [e]� s prvky
[a]H = [a]� = aH = Ha z nich¾ [e]� = H je neutrální a operacemi

[a]H � [b]H = aH � bH = [a � b]H = (a � b); [a]�1H = [a�1]H = a�1H

Podobnì budeme pøirozenou projekci G na G=H oznaèovat symbolem �H , tedy
�H(a) = [a]H = aH.

Pøíklad 5.5. Uvá¾íme-li na grupì Z(+) ekvivalenci � (mod n) zavedenou v Pøí-
kladu 2.5, jedná se o ekvivalenci sluèitelnou s operací + a [0]�(mod n) = nZ, tedy
� (mod n) = rmod nZ a na faktorové mno¾inì Z =nZ = Z =(� (mod n)) máme
dobøe zavedenu strukturu grupy Z =nZ(+) pøedpisem [a]�(mod n) + [b]�(mod n) =
[a+ b]�(mod n).

Vìta 5.6. Nech» ' : G1 ! G2 je homomor�smus grup G1(�) a G2(�).
(1)(Vìta o homomor�smu) Je-li H normální podgrupa G1(�), pak existuje ho-

momor�smus  : G1=H ! G2 splòující podmínku  �H = ' právì tehdy, kdy¾
H � Ker' (tj. rmodH � rmod Ker'). Navíc, jestli¾e  existuje, je  izomor�s-
mus, právì kdy¾ ' je na a Ker' = H.

(2)(1. vìta o izomor�smu) '(G1) je podgrupa G2 (tedy opìt grupa) a G1=Ker'(�)
je izomorfní '(G1)(�).

Dùkaz. (1) Nejprve pøedpokládejme, ¾e existuje homomor�smus  : G1=H ! G2

splòující  �H = ', tedy  ([a]H) = '(a). Zvolme a 2 H. Pak [a]H = H = [e]H
je neutrální prvek grupy G1=H(�), a proto '(a) =  ([a]H) = e podle 5.1(1). Tedy
a 2 Ker', èím¾ jsme ovìøili, ¾e H � Ker'.
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Naopak, nech» H � Ker'. Musíme ovìøit, ¾e jediná mo¾ná de�nice  daná
pøedpisem  ([a]H) = '(a) je korektní. Vezmìme proto [a]H = [b]H . Potom a � b�1 2
H � Ker', tedy e = '(a � b�1) = '(a) � '(b)�1 podle 5.1(1), a proto '(a) = '(b).
Koneènì

 ([a]H � [b]H) =  ([a � b]H) = '(a � b) = '(a) � '(b) =  ([a]H) �  ([b]H);

tedy  je homomor�smus.
Zbývá ovìøit závìreènou ekvivalenci. Pøednì si uvìdomme, ¾e  (G1=H) = '(G1),

tedy  je na, právì kdy¾ je ' na. Nech» je  navíc prosté a zvolme a 2 Ker'.
Pak  ([a]H) = '(a) = e. Proto¾e  ([e]H) =  (H) = e, plyne z prostoty  , ¾e
[a]H = H, tedy a 2 H. Ovìøili jsme, ¾e Ker' � H, a proto¾e u¾ víme, ¾e H � Ker',
máme rovnost H = Ker'. Koneènì pøedpokládejme, ¾e  ([a]H) =  ([b]H). Potom
'(a) = '(b) a a � b�1 2 Ker' = H. Tudí¾ (a; b) 2 rmodH a [a]H = [b]H , èím¾ jsme
ovìøili, ¾e je  prosté.

(2) Z 5.1(5) dostáváme, ¾e '(G1) je podgrupa G2. Omezíme-li obor hodnot zob-
razení ', mù¾eme ho chápat jako homomor�smus ' : G1 ! '(G1). Nyní aplikujeme
(1) pro H = Ker' a dostaneme pøímo po¾adovaný izomor�smus  : G1=Ker' !
'(G1). �

Vìta 5.7 (2. vìta o izomor�smu). Nech» G(�) je grupa a H, K její normální pod-
grupy. Jestli¾e H � K , pak K=H je normální podgrupa grupy G=H(�) a faktorová
grupa G=K(�) je izomorfní grupì (G=H)=(K=H)(�).

Dùkaz. Nejprve pou¾ijeme 5.6(1) pro homomor�smy �K : G ! G=K (jako ' z
5.6(1)) a �H : G ! G=H (jako �H z 5.6(1)). Proto¾e podle pøedpokladu H �
K = Ker�K , dává nám 5.6(1) homomor�smus  : G=H ! G=K splòující vztah
 ([a]H) = [a]K . V¹imnìme si, ¾e je  zjevnì na. Nyní pøímoèaøe spoèítáme Ker =
f[a]H 2 G=Hj  ([a]H) = [a]K = [e]Kg = K=H. Poznamenejme, ¾e je Ker = K=H
normální podgrupa G=H(�) podle 5.1(5). Nyní pro homomor�smus  vyu¾ijeme
5.6(2), abychom dostali G=K =  (G=H) �= (G=H)=Ker = (G=H)=(K=H). �

Máme-li tedy homomor�smus Fn : Z ! Zn grupy Z(+) do grupy Zn(+) s
poèítáním modulo n daný pøedpisem Fn(k) = (k)mod n, potom 5.6(2) zaji¹»uje
izomor�smus Z =Ker Fn(+) �= Zn(+). Navíc je zjevnì (a; b) 2 ker Fn, právì kdy¾
n=(a� b), a Ker Fn = nZ.

6. Klasifikace cyklických grup

V následující kapitole omezíme zábìr na¹eho zkoumání na grupy, které jsou
urèeny jediným prvkem a obvykle se nazývají cyklické. Nejen, ¾e záhy nahlédneme,
¾e jsou nutnì komutativní, ale uká¾eme, ¾e jich je málo a ¾e je v¹echny u¾ známe,
konkrétnì, ¾e jsou izomorfní nìkteré z grup Z(+) a Zn(+) pro n 2 N. S vyu¾itím
dìlitelnosti se proto uká¾e, ¾e víme dost o jejich struktuøe.

Nejprve ov¹em pøipomeòme, ¾e podle 4.1(2) je prùnik libovolného systému pod-
grup zase podgrupou. Uvá¾íme-li grupu G(�) a podmno¾inu X � G, pak prùnik
v¹ech podgrup G(�) obsahujících X je rovnì¾ podgrupou obsahující X, oznaème ho
hXi, zjevnì se jedná o nejmen¹í takovou podgrupu vzhledem k inkluzi. Speciálnì
budeme psát hgi místo hfggi, je-li g 2 G.
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De�nice. Buï G(�) grupa a X � G. Podgrupu hXi nazveme podgrupu G(�) gene-
rovanou mno¾inou X. Øekneme, ¾e G(�) je cyklická grupa, existuje-li takový prvek
g 2 G, ¾e hgi = G.

Pøíklad 6.1. (1) Z(+) je cyklická grupa, kde Z = h1i = h�1i.
(2) Zn(+) je pro ka¾dé pøirozené n cyklická grupa s operacemi de�novanými

modulo n, kde Zn = hai, právì kdy¾ GCD(a; n) = 1. Jestli¾e Zn = hai, potom
1 2 hai, a proto existuje x 2 N, pro které a � x � 1 (mod n). To znamená, ¾e
a � x+ n � y = 1 pro vhodné celé y, a proto¾e GCD(a; n) dìlí levou stranu rovnosti,
musí dìlit i jednièku a proto GCD(a; n) = 1.

Naopak, pøedpokládáme-li, ¾e GCD(a; n) = 1, potom díky Eukleidovu algoritmu
(2.1) existují x 2 Zn a celé y, pro nì¾ a �x+n � y = 1. Proto (a �x)mod n = 1, tudí¾
1 2 aZn a Zn = hai.

Nech» G(�) je grupa a 2 G. De�nujme indukcí:

a0 = e,
an = an�1 � a pro ka¾dé n > 0,
an = (a�1)jnj pro ka¾dé n < 0.

Poznamenejme, ¾e pro þaditivnì"zapsané grupy A(+) oznaèujeme neutrální pr-
vek 0. Proto pro a 2 G znaèíme �a opaèný prvek a dále 0�a = 0, n�a = (n�1)�a+a
pro n > 0 a n � a = jnj � (�a) pro n < 0.

Poznámka 6.2. Nech» G(�) je grupa a a 2 G. Zobrazení � : Z! G dané pøedpisem
�(n) = an je homomor�smus grup Z(+) a G(�) a �(Z) = hai = fanj n 2 Zg.

Dùkaz. Potøebujeme pro ka¾dou dvojici m;n 2 Z ovìøit, ¾e �(n +m) = an+m =
an �am = �(n) ��(m). Pøitom an+m = an �am zjevnì platí pro obì nezáporná a obì
zápornám;n. Je-li n záporné am+n nezáporné, pak an�am = (a�1)�n�am = an+m.
Podobnì pro n záporné, m kladné a m+n záporné máme an �am = (a�1)�n �am =
(a�1)�n�m = an+m.

Závìrem poznamenejme, ¾e �(Z) je právì tvaru �(Z) = fanj n 2 Zg, a proto se
jedná o nejmen¹í podgrupu G(�) obsahující a. �

V následujícím pozorování shròme u¾iteèné poèetní vlastnosti exponentù.

Dùsledek 6.3. Nech» G(�) je grupa a a 2 G. Potom pro ka¾dé n;m 2 Z platí, ¾e
a�n = (an)�1 a (an)m = anm.

Vyu¾ijeme-li První vìtu o izomor�smus na homomor�smus z Poznámky 6.2,
který popisuje cyklickou grupu pomocí exponentù generátoru, dostaneme charak-
terizaci cyklických grup:

Vìta 6.4. Buï G(�) cyklická grupa.

(1) Je-li G nekoneèná, pak G(�) �= Z(+).
(2) Je-li n = jGj koneèné, pak G(�) �= Zn(+).

Dùkaz. Vezmìme nìjaký generátor g cyklické grupy G(�), tedy hgi = G a de�nujme
zobrazení � : Z! G dané pøedpisem �(n) = gn. Podle 6.2 jde o homomor�smus a
�(Z) = hgi = G, tedy � je zobrazení na. Nyní podle 5.6(2) je Z =Ker�(+) �= G(�).

Zbývá si rozmyslet, jak vypadá Z =Ker�. Z 4.2(4) víme, ¾e Ker� = nZ pro
vhodné nezáporné celé n. V pøípadì, ¾e n = 0, pak Z =Ker� = Z =f0g �= Z, a v
pøípadì kladného n je Z =Ker� = Z =nZ �= Zn podle 5.6(2). �
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Pøedchozí kritérium nám usnadní dùkaz následující vlastnosti cyklických grup.

Poznámka 6.5. Ka¾dá faktorová grupa i podgrupa cyklické grupy je opìt cyklická.

Dùkaz. Snadno nahlédneme, ¾e je-li g generátor cyklické grupy G(�), pak [g]H je
generátor její faktorové grupy G=H(�).

Díky 6.4 staèí tvrzení o podgrupách dokázat pro grupy Z(+) a Zn(+). Nejprve ho
doka¾me pro grupu Z(+). V 4.2(4) jsme ovìøili, ¾e Z(+) jiné podgrupy ne¾ podgrupy
tvaru nZ neobsahuje. Pøitom hni = nZ je cyklická grupa, èím¾ je tvrzení ovìøeno.

Nyní vyu¾ijeme homomor�smu Fn : Z! Zn z 1.1. Zvolíme-li podgrupu H grupy
Zn(+), pak F�1

n (H) je podle pøedchozí úvahy a 5.1(5) cyklická podgrupa Z, tedy
H = Fn(F

�1
n (H)) je cyklická podgrupa Zn(+). �

Na závìr si v¹imnìme, ¾e pro ka¾dé pøirozené k znaèíme kZ = fkzj z 2 Zg, a
proto jde podle Poznámky 6.2 o nejmen¹í podgrupu grupy Z(+), obsahující k, tedy
hki = kZ. Podobnì pro ka¾dé k 2 Zn platí, ¾e kZn = hki = fk � zj z 2 Zng.

Pøíklad 6.6. Uva¾ujme podgrupu h30i grupy Z72(+), v¹imnìme si, ¾e hledáme-
li generátor grupy h30i stejným zpùsobem jako v pøedchozím dùkazu, vezmeme
f�172 (h30i) = h30; 72i, proto¾e h72i tvoøí jádro homomor�smu f72. Obdobnou úva-
hou jako v 4.2(4) a s pomocí Eukleidova algoritmu nahlédneme, ¾e h30; 72i =
hGCD(30; 72)i = h6i, tedy h30i = h6i v grupì Z72(+).

7. Cyklické grupy v kryptografii

Teorie prezentovaná v pøedchozích kapitolách má nìkolik u¾iteèných kryptogra-
�ckých aplikací zalo¾ených na jednoduchém pozorování, ¾e je obvykle mnohem sna-
z¹í v grupì mocnit, ne¾ ze známé mocniny urèovat její základ èi exponent. Døíve ne¾
se k popisu protokolu zalo¾eného na obtí¾nosti odmocòování (RSA v Pøíkladu 7.7)
a protokolù, které se opírají o obtí¾nost diskrétního logaritmu (Pøíkladu 7.9) do-
staneme, uèiníme pozorování o struktuøe uspoøádané mno¾iny podgrup koneèné
cyklické grupy (Vìta 7.2) a o øádu prvkù, které je známo pod názvem Eulerova
vìta (Vìta 7.5).

Poznámka 7.1. Je-li n 2 N, a; d 2 Zn nf0g a d = GCD(a; n), pak hai = hdi.

Dùkaz. Podobnì jako v Pøíkladu 6.1(2) vidíme, ¾e díky Eukleidovu algoritmu exis-
tují x 2 Zn a celé y, pro nì¾ a � x + n � y = d. To znamená, ¾e (a � x)mod n = d,
tudí¾ d 2 aZn = hai = a hdi � hai.

Naopak, proto¾e d=a, dostáváme, ¾e a 2 dZn = hdi, a proto hai � hdi. Tím jsme
ovìøili rovnost mno¾in hai = hdi. �

V dùkazu pøedchozí poznámky jsme si v¹imli, ¾e jejím speciálním pøípadem je
Pøíklad 6.1(2), jeho¾ dùsledkem je pozorování, ¾e hodnota Eulerovy funkce '(n)
udává poèet generátorù cyklické grupy øádu n.

Vìta 7.2. Nech» G(�) je koneèná cyklická grupa. Pak pro ka¾dé pøirozené k, které
dìlí øád grupy G, existuje právì jedna podgrupa grupy G øádu k.

Dùkaz. K dùkazu vyu¾ijeme charakterizace cyklických grup 6.4, díky nìmu¾ staèí
tvrzení dokázat pro (izomorfní) grupu Zn(+). Jestli¾e k = 1, je tvrzení triviální,
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pøedpokládejme tedy, ¾e k > 1. Potom snadno nahlédneme, ¾e mno¾ina hnk i =
f0; nk ; 2

n
k ; : : : ; (k � 1)nk g je podgrupa a jhnk ij = k.

Mìjme nyní nìjakou podgrupu H grupy Zn(+) øádu k, pak podle Lagrangeovy
vìty k=n. Navíc H je podle 6.5 cyklická, a tedy existuje h 2 H, pro H = hhi.
Oznaèíme-li d = GCD(h; n), potom z 7.1 plyne, ¾e hhi = hdi. Z první èásti dùkazu
dostáváme, ¾e je øád podgrupy hdi roven n

d , proto k = n
d , a tedy hhi = hdi = hnk i �

Poznamenejme, ¾e øádem prvku g grupy G(�) rozumíme právì øád cyklické pod-
grupy hgi a exponentem prvku g rozumíme ka¾dé pøirozené èíslo n, pro které platí
gn = 1. V dùkazu pøedchozí vìty jsme si mohli v¹imnout, ¾e øád prvku g je nejmen¹í
kladné èíslo k, pro nì¾ gk = e nebo 1 v pøípadì, ¾e takové k neexistuje. Navíc z
minimality øádu okam¾itì plyne, ¾e øád prvku dìlí ka¾dý jeho exponent.

Pøíklad 7.3. (1) Uva¾ujme cyklickou grupu G(�) øádu n := jGj. Potom nám 7.1
øíká, ¾e G(�) obsahuje právì '(n) generátorù. Proto¾e díky Lagrangeovì vìtì øád
podgrupy v¾dy dìlí øád grupy, podle 7.2 G(�) pro ka¾dý dìlitel øádu cyklické grupy
existuje právì jedna podgrupa daného øádu, obsahuje G(�) právì tolik podgrup,
kolik existuje dìlitelù jejího øádu. Máme-li n =

Qk
i=1 p

ri
i , kde p1 < p2 < � � � < pk

jsou prvoèísla a ri 2 N, pak dìliteli n jsou právì èísla
Qk

i=1 p
si
i , kde 0 � si � ri,

tedy G(�) obsahuje právì
Qk

i=1(ri+1) podgrup a podle 3.9 právì
Qk

i=1(pi�1)pri�1i

generátorù.
Koneènì si v¹imnìme, ¾e pro k, které nedìlí n nemáme ¾ádný prvek G øádu

k, zatímco pro k=n existuje právì '(k) generátorù jediné cyklické podgrupy øádu
k, tedy právì '(k) prvkù G øádu k. Toto pozorování mù¾eme shrnout do vzorce
uva¾ujícího v¹ech n prvkù grupy G(�), z nich¾ ka¾dý má urèitý øád dìlící n:

n =
X
k=n

'(k):

(2) Konkrétnì, vezmeme cyklickou grupu Z50(+). Proto¾e 50 = 2 �52, dostáváme
z bodu (1), ¾e Z50(+) obsahuje '(50) = 20 generátorù a právì 6 = 2 � 3 podgrup.
Vezmeme-li napøíklad podgrupu h42i grupy Z50(+) (a jiné ne¾ cyklické podgrupy
tato grupa podle 6.5 neobsahuje), pak díky 7.1 víme, ¾e h42i = hGCD(42; 50)i =
h2i = 2Z50, a jedná se tedy o podgrupu øádu 25 = 50

2 a tudí¾ je prvek 42 øádu 25
a naopak prvkù øádu 25 najdeme v Z50(+) právì '(25) = 20.

Poznámka 7.4. Buï G(�) koneèná grupa. Potom gjGj = e pro ka¾dý prvek g 2 G.

Dùkaz. hgi je cyklická grupa øádu n, tedy je podle 6.4 izomorfní Zn(+), proto
gn = e. Podle 4.5 n=jGj, tedy

gjGj = (gn)
jGj
n = e

jGj
n = e;

kde první rovnost plyne z 6.3. �

Pøedchozí poznámka tedy øíká, ¾e øád koneèné grupy je exponentem ka¾dého
jejího prvku. Toto pozorování vyu¾ije následující dùsledek, který je pro prvoèíselné
n znám také jako Malá Fermatova vìta:

Vìta 7.5 (Eulerova vìta). Pro nesoudìlná kladná celá èísla a; n > 1 je

a'(n) � 1 (mod n):
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Dùkaz. Díky Poznámce 2.6 tvrzení staèí dokázat pro nenulové a 2 Zn. Pou¾ijeme
k tomu Poznámku 7.4, kde jako grupu G mù¾eme díky 3.7 vzít grupu invertibilních
prvkù Z�n(�) monoidu Zn(�) tj. prvkù nesoudìlných s n, která má podle 3.8(4) právì
'(n) prvkù. Proto¾e a 2 Z�n, je (a'(n))mod n = (ajZ

�
n j)mod n = 1 díky 7.4. �

Ne¾ obrátíme pozornost k aplikacím pøedchozích pozorování, vyslovme pozoro-
vání, které slou¾í jako technický nástroj ní¾e popsaného protokolu RSA.

Poznámka 7.6. Buï p a q dvì rùzná lichá prvoèísla a m = lcm(p � 1; q � 1).
Potom pro ka¾dé a 2 Zpq a u 2 N platí, ¾e (amu+1)mod pq = a.

Dùkaz. Nejprve uká¾eme, ¾e (am+1)mod pq = a.
Podle Vìty 7.5 (xm)mod p = 1 a (ym)mod q = 1 pro ta x, která nejsou násobkem

p a ta y, která nejsou násobkem q. Dále zøejmì platí ((up)m+1)mod p = 0, a proto
i (xm+1)mod p = (x)mod p a (ym+1)mod q = (y)mod q pro ka¾dé nezáporné celé
x a y. Vezmìme nyní a 2 Zpq. Z pøedchozího pozorování plyne, ¾e

((a)mod p; (a)mod q) = ((am+1)mod p; (am+1)mod q);

a díky Vìtì 2.8 pou¾ité pro bijekci Zpq ! Zp�Zq dostáváme, ¾e shodné jsou i
vzory prvkù ((a)mod p; (a)mod q) a ((am+1)mod p; (am+1)mod q), proto

(am+1)mod pq = a:

Nyní indukcí díky 6.3 dostáváme, ¾e aum+1 = a(u�1)m � am+1 = a(u�1)m+1 = a
pro ka¾dé u 2 N a a 2 Zpq. �

Pøíklad 7.7 (Rivest, Shamir, Adleman). Nejprve zvolíme p a q dvì rùzná lichá
prvoèísla a polo¾me m = lcm(p� 1; q � 1).

Vezmìme e < m nesoudìlné s m a pak (napøíklad pomocí Eukleidova algoritmu)
najdeme takové d < m, ¾e (ed)mod m = 1. Nyní podle 7.6 pro ka¾dé a 2 Zpq platí,
¾e (ae)d = aed = aum+1 = a (poèítáno v Zpq, tedy modulo pq).

Pomocí vlastnosti èísel p, q, m, d, e mù¾eme nyní popsat protokol asymetrického
¹ifrování známý pod zkratkou RSA. Polo¾íme-li n = p�q, je veøejným klíèem dvojice
èísel (n; e) a soukromý klíè tvoøí tajný exponent d. Chceme-li zprávu a 2 Zn adre-
sovat majiteli soukromého klíèe, staèí ji za¹ifrovat pomocí mocnìní veøejnì známou
hodnotou e v monoidu Zn(�) a odeslat hodnotu x = (ae)mod pq. K jejímu rozlu¹tìní
staèí umocnit v Zn(�) pomocí tajného exponentu, proto¾e xd = (aei )

d = aedi = ai.
Naopak, zveøejnìní-li majitel soukromého klíèe za¹ifrovanou zprávu

(ad1)mod n; : : : ; (adk)mod n;

mohou si pøíjemci zprávy stejným zpùsobem (tj. umocnìním na veøejnì známý
exponent e: ((ad1)

e)mod n; : : : ; ((adk)
e)mod n = (a1; : : : ; ak)) ovìøit, ¾e odesilatel

zprávy opravdu zná tajný exponent (vlastnictví soukromého klíèe tedy garantuje
pravost elektronického podpisu).

Poznamenejme, ¾e je ze znalosti n = pq a e obtí¾né najít d (odpovídá to nalezení
prvoèíselného rozkladu èísla n, co¾ je úloha, pro ní¾ není znám algoritmus polyno-
miální èasové slo¾itosti vzhledem k bitové délce), zatímco mocnìní èísel v Zpq je (i
pro velké exponenty a velké pq) velmi snadné a rychlé.

Dùkaz následujícího tvrzení o cyklických grupách je elegantnìj¹í, vyu¾ijeme-li jis-
tých znalostí z teorie polynomù nad obecným tìlesem, proto ho provedeme pozdìji:

Vìta 7.8. Nech» T je komutativní tìleso s operacemi + a � a nech» G je koneèná
podgrupa multiplikativní grupy T n f0g(�). Potom G je cyklická grupa.
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Zatímco je protokol RSA zalo¾en na diskrétním odmocòování, následující dvì
aplikace vyu¾ívají tak zvaný problém diskrétního logaritmu, tedy obtí¾nost nalezení
pøirozeného n pro známé prvky g; h vhodné grupy pro nì¾ h = gn.

Pøíklad 7.9 (Di�eho{Hellmanùv protokol výmìny klíèù). Otázku domluvy taj-
ného klíèe veøejným kanálem lze s pou¾itím cyklické grupy, napøíklad multiplikativní
grupy Z�p(�) pro p (dostateènì velké) prvoèíslo následovnì: Veøejným klíèem bude
kromì prvoèísla p je¹tì generátor g grupy Z�p(�), tedy prvek splòující podmínku
hgi = Z�p, který existuje díky Vìtì 7.8. Ka¾dá strana komunikace zvolí svou tajnou
hodnotu èísla m a n ze Z�p a vzájemnì si po¹lou hodnotu x = gm a y = gn. Poté co
obì strany umocní pøijatou hodnotu na svùj tajný exponent, získají obì spoleèný
tajný klíè

s = xn = gmn = ym:

Bez rychlého výpoètu diskrétního logaritmu (který v grupì Z�p(�) není k dispozici)
nelze ze znalosti hodnot x a y zjistit hodnotu s.

Pøíklad 7.10 (ElGamal). Tentokrát vyu¾ijeme problém diskrétního logaritmu pro
stejnou úlohu, kterou øe¹í 7.7. Opìt zvolíme cyklickou grupu G = G(�), její generátor
a a náhodné èíslo k 2 ZjGj a spoèítáme b = ak (bohu¾el nemù¾eme u¾ vzít napøíklad
grupu Z�p(�) pro p prvoèíslo, proto¾e je pro ni je znám útok, který popisovaný
protokol prolomí, místo toho se obvykle volí grupa de�novaná pomocí eliptických
køivek). Veøejný klíè je potom trojice G; a; b a tajným klíèem hodnota k. Chceme-li
za¹ifrovat zprávu w 2 G, náhodnì zvolíme r 2 ZjGj a spoèítáme x = ar a y = w �br.
Posílanou zprávou je dvojice (x; y), kterou pøíjemce znalý tajného klíèe snadno
roz¹ifruje výpoètem

y � x�k = w � br � (ar)�k = w � akr � a�kr = w:

I tentokrát bez schopnosti rychlého výpoètu diskrétního logaritmu nelze ze znalosti
veøejného klíèe a hodnot dvojice (x; y) zprávu w roz¹ifrovat.

8. Základy univerzální algebry

Smyslem této kapitoly je nahlédnout, ¾e nìkteré výsledky, které jsme formulo-
vali pro grupy, lze v témìø nezmìnìné podobì formulovat i v mnohem obecnìj¹ím
kontextu a lze jich tak vyu¾ít i pro dal¹í algebraické objekty. Aèkoli tvrzení, která
(znovu) doká¾eme v obecné situaci, platí i pro algebraické objekty, ji¾ s grupami
mají jen málo spoleèného, my jich vyu¾ijeme pøedev¹ím pøi práci s pojmem okruhu,
kde strukturu Abelovy grupy zatí¾íme dal¹ími podmínkami.

Konkrétnì si na pøíkladech v¹imneme pojmù algebra, podalgebra, homomor�s-
mus a kongruence, které zobecòují pojmy grupa, podgrupa, grupový homomor�s-
mus a ekvivalence sluèitelná s operací zkoumané v pøedchozích kapitolách. Pøí-
klady koncepty, které lze zcela pøímoèaøe pøelo¾it do obecného kontextu shrnuje
Poznámka 8.5.

Pøipomeòme, ¾e ka¾dé zobrazení An ! A pro celé n � 0 se nazývá n-ární operací
na mno¾inì A, kde n budeme nazývat arita neboli èetnost operace. Zaveïme nyní
pojem obecné algebry:
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De�nice. Je-li I mno¾ina, budeme øíkat zobrazení 
 : I ! N0 = N[f0g typ.
Øekneme, ¾e A(�ij i 2 I) je algebra typu 
, je-li A neprázdná a pro ka¾dé i 2 I je
�i právì 
(i)-ární operací na A.

Je-li indexová mno¾ina I koneèná, mù¾eme pøedpokládat, ¾e je dobøe uspoøádaná
I = fi1; : : : ; ikg, a tedy typ lze chápat jako koneènou posloupnost arit jednotlivých
operací, místo A(�ij i 2 I) budeme psát A(�i1 ; : : : ; �ik) a typ 
 budeme zapisovat
jako vektor (
(i1); : : : :
(ik)).

Pøíklad 8.1. (1) Uvá¾íme grupu G(�) s unární operací inverzního prvku �1 a nu-
lární operací 1. Pak G(�), G(�;�1 ) a G(�;�1 ; 1) tvoøí (nejen formálnì) rùzné algebry
typu (2), (2; 1) a (2; 1; 0).

(2) Je-li T tìleso, pak je algebrou T(+; �) èi T(+;�; �; 0; 1), pro vektorový prostor
V nad T, je algebrou V (+; �tjt 2 T) nebo V (+; 0; �tjt 2 T). V¹imnìme si, ¾e pro
nekoneèné tìleso potøebujeme uva¾ovat nekoneènì mnoho unárních operací.

De�nice. Buï � n-ární operace na A. Øekneme, ¾e podmno¾ina B � A je uzavøená
na operaci �, jestli¾e �(a1; : : : ; an) 2 B pro v¹echna a1; : : : ; an 2 B. Øekneme, ¾e
B � A je podalgebra algebry A(�ij i 2 I), je-li B uzavøená na v¹echny operace �i,
i 2 I.

Pøíklad 8.2. Nahlédneme, jak v jednotlivých pøípadech algeber z Pøíkladu 8.1
vypadají podalgebry.

(1) Pro grupu G(�) máme:

(a) Podalgebry G(�;�1 ; 1) jsou právì podmno¾iny G uzavøené na 1 (tj. obsahu-
jící prvek 1), na inverzy a souèiny, co¾ jsou podle de�nice právì podgrupy
grupy G(�).

(b) Je-li H neprázdná podalgebra G(�;�1 ), pak existuje h 2 H, a proto 1 =
h �h�1 2 H. Tedy neprázdné podalgebry G(�;�1 ) jsou právì podgrupy G(�),
navíc prázdná mno¾ina je v souladu s de�nicí také podalgebra.

(c) Podalgeber algebry G(�) je obecnì mnohem víc ne¾ podgrup grupy G(�).
Napøíklad pro ka¾dé g 2 G a n 2 N tvoøí mno¾ina fgkj k � ng podalgebru
G(�). V pøípadì G(�) = Z(+) to znamená, ¾e mno¾iny fakj k � ng jsou
podalgebry, speciálnì mno¾ina v¹ech pøirozených èísel, která podgrupou
Z(+) urèitì není.

(2) Podalgebrou algebry V (+; 0; �tjt 2 T) jsou právì podprostory tohoto vek-
torového prostoru a podalgebry algebry V (+; �tjt 2 T) jsou právì podprostory a
prázdná mno¾ina.

(3) Je-li A = A(�ij i 2 I) obecná algebra typu 
, je A jistì její triviální podal-
gebrou. Pokud A neobsahuje ¾ádné nulární operace je prázdná mno¾ina triviální
podalgebrou.

(4) Ka¾dá podalgebra algebry Z(+;�; 0; 1) typu (2; 1; 0; 0) je podalgebrou al-
gebry Z(+;�; 0), tedy podgrupou a nutnì obsahuje prvek 1, proto Z(+;�; 0; 1)
obsahuje jedinou podalgebru Z.

Oznaèíme-li �i = �ijBn omezení n-ární operace �i na Bn, potom pro podalgebru
B le¾í v¹echny hodnoty zobrazení �i opìt v B. Zobrazení �i tedy mù¾eme chápat
jako operace na mno¾inì B a tak dostáváme strukturu algebry B(�ij i 2 I) na
ka¾dé podalgebøe B.

De�nice. Nech» symbol � oznaèuje n-ární operaci na mno¾inì A a � je n-ární
operace na mno¾inì B. Øekneme, ¾e zobrazení f : A! B je sluèitelné s operacemi
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� a �, jestli¾e f(�(a1; : : : ; an)) = �(f(a1); : : : ; f(an)). Zobrazení f : A ! B mezi
dvìma algebrami A = A(�ij i 2 I) a B = B(�ij i 2 I) stejného typu 
 budeme øíkat
homomor�smus, je-li sluèitelné s operacemi �i a �i, pro v¹echna i 2 I. Bijektivní
homomor�smus budeme nazývat izomor�smus. Jestli¾e mezi dvìma algebrami A
a B existuje izomor�smus, øíkáme, ¾e A a B jsou izomorfní a pí¹eme A �= B nebo
zkrácenì A �= B.

Poznamenejme, ¾e budeme obvykle odpovídající operace dvou algeber stejného
typu oznaèovat stejnì, tedy A(�ij i 2 I) a B(�ij i 2 I). V takovém pøípadì sluèi-
telnosti s operací �i pro nìjaké (nebo v¹echna) i 2 I.

Pøíklad 8.3. (1) Buï Gi(�) pro i = 1; 2 grupy s unární operací inverzního prvku
�1 a nulární operací 1. pak ka¾dý homomor�smus grup G1(�) a G2(�) je podle
5.1(1) homomor�smem algeber G1(�) a G2(�), G1(�;�1 ) a G2(��1) i G1(�;�1 ; 1) a
G2(�;�1 ; 1)

(2) Nech» U a V jsou dva vektorové prostory nad tìlesem T . Potom ka¾dé line-
ární zobrazení (homomor�smus) vektorových prostorù je homomor�smem algeber
U(+; �tjt 2 T ) a V (+; �tjt 2 T ).

(3) Oznaème Mn(T ) mno¾inu v¹ech ètvercových matic nad tìlesem T a � budi¾
symbolem násobení matic. Potom zobrazení, které ka¾dé matici pøiøadí její deter-
minant, je homomor�smem algebry Mn(T )(�) do T (�) (poznamenejme, ¾e se jedná
právì o monoidy).

De�nice. Nech» � je ekvivalence a � je n-ární operace na mno¾inì A. Øekneme,
¾e � je sluèitelná s �, jestli¾e pro ka¾dý systém prvkù a1; : : : ; an; b1 : : : ; bn 2 A,
pro které (ai; bi) 2 �, i = 1; : : : ; n, platí, ¾e (�(a1; : : : ; an); �(b1; : : : ; bn)) 2 �. Je-li
A(�ij i 2 I) algebra a � ekvivalence na mno¾inì A, pak � nazveme kongruencí, je-li
� sluèitelná se v¹emi operacemi �i, i 2 I.

Pøíklad 8.4. (1) id a A�A jsou kongruence na libovolné algebøe A(�ij i 2 I).
(2) Ka¾dá ekvivalence je sluèitelná s libovolnou nulární operací, proto¾e dvojice

(�; �) je ekvivalentní díky reexivitì ekvivalence pro ka¾dou nulární operaci �
(3) Ekvivalence sluèitelná s operací � na grupì G(�) je kongruencí algeber G(�),

G(�;�1 ) a G(�;�1 ; 1).
Díky (2) si staèí uvìdomit, ¾e pro (a; b) 2 � platí, ¾e (a�1; b�1) 2 �. To dostaneme

aplikací sluèitelnosti � s operací � na ekvivalentní dvojice

(a; b); (a�1; a�1); (b�1; b�1) 2 �;

nebo» (a�1; b�1) = (a�1 � ab�1; a�1ab�1).

Pøipomeòme, ¾e je-li f : A ! B zobrazení, rozumíme jeho jádrem ker f relaci
danou pøedpisem: (a; b) 2 ker f , f(a) = f(b). Nyní jsme pøipraveni vyslovit
obdobu Poznámky 5.1 pro obecné algebry:

Poznámka 8.5. Nech» A1(�ij i 2 I), A2(�ij i 2 I) a A3(�ij i 2 I) jsou algebry
stejného typu, f : A1 ! A2 a g : A2 ! A3 jsou homomor�smy a B je podalgebra
algebry A2(�).

(1) gf je také homomor�smus,
(2) je-li f izomor�smus, pak f�1 je izomor�smus,
(3) obraz g(B) je podalgebra algebry A3(�ij i 2 I) a úplný vzor f�1(B) je

podalgebra algebry A1(�ij i 2 I),
(4) ker f je kongruence na algebøe A1(�ij i 2 I).
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Dùkaz. Dùkaz je snadným zobecnìním dùkazu pøíslu¹ných bodù 5.1.
(1) Je-li �i n-ární operace na A1, A2 a A3 a vezmeme-li a1; : : : an 2 A1, pak

gf(�i(a1; : : : an)) = g(�i(f(a1); : : : f(an))) = �i(gf(a1); : : : gf(an)).
(2) Staèí opìt ovìøit, ¾e f�1 je homomor�smus. Zvolíme-li libovolnì n-ární ope-

raci �i a prvky a1; : : : an 2 A2, potom f(�i(f
�1(a1); : : : ; f

�1(an))) = �i(a1; : : : an),
proto �i(f�1(a1); : : : ; f�1(an)) = f�1(�i(a1; : : : an)).

(3) Nech» je opìt �i libovolná n-ární operace na A2 i A3. Vezmìme nejprve
c1; : : : cn 2 g(B), tj. existují b1; : : : bn 2 B, pro která g(bj) = cj , j = 1; : : : ; n.
Proto¾e �i(b1; : : : bn) 2 B, dostáváme bezprostøednì z de�nice, ¾e �i(c1; : : : cn) =
�i(g(b1); : : : g(bn)) = g(�i(b1; : : : bn)) 2 g(B).

Nyní zvolme a1; : : : an 2 f�1(B), tj. f(aj) 2 B. Potom f(�i(a1; : : : an)) =
�i(f(a1); : : : f(an)) 2 B.

(4) Vezmìme n-ární operaci �i na A1 a A2 a prvky a1; : : : an; b1; : : : bn 2 A1, o
nich¾ víme, ¾e (aj ; bj) 2 ker f , tedy f(aj) = f(bj), pro ka¾dé j = 1 : : : n. Potom z
de�nice homomor�smu dostaneme rovnost

f(�i(a1; : : : an)) = �i(f(a1); : : : f(an)) = �i(f(b1); : : : f(bn)) = f(�i(b1; : : : bn));

èím¾ jsme ovìøili, ¾e (�i(a1; : : : an); �i(b1; : : : bn)) 2 ker f . ®e se jedná o ekvivalenci
je snadné cvièení. �

Poznámka 8.6. Nech» A = A(�ij i 2 I) je algebra a Aj jsou podalgebry A a �j
kongruence na A pro ka¾dé j 2 J .

(1)
T
j2J Aj je podalgebra A,

(2)
T
j2J �j je kongruence na A.

Dùkaz. (1) Obdoba Poznámky 4.1(2). Nech» �i je libovolná n-ární operace na A a
a1; : : : an 2

T
j2J Aj . Proto¾e

T
j2J Aj � Ak pro ka¾dé k 2 J a Ak je podalgebra

A(�ij i 2 I) máme �i(a1; : : : an) 2 Ak, tedy �i(a1; : : : an) 2
T
j2J Aj .

(2) Proto¾e id � �j pro v¹echna j 2 J , máme id �
T
j2J �j , tedy relace

T
j2J �j je

reexivní. Je-li (a; b) 2
T
j2J �j , máme (a; b) 2 �j , ze symetrie potom �j i (b; a) 2 �j

pro v¹echna j 2 J , tudí¾ (b; a) 2
T
j2J �j . Koneènì platí-li, ¾e (a; b); (b; c) 2

T
j2J �j ,

pak tranzitivita jednotlivých relací �j , které v¹echny obsahují prùnik
T
j2J �j im-

plikuje, ¾e (a; c) 2 �j , a proto (a; c) 2
T
j2J �j .

Mìjme �i nìjakou n-ární operaci na A a vezmìme prvky a1; : : : an; b1; : : : bn 2 A,
pro nì¾ platí, ¾e (ak; bk) 2

T
j2J �j (� �j pro v¹echna j 2 J). Potom pro v¹echna

j 2 J máme (�i(a1; : : : an); �i(b1; : : : bn)) 2 �j , tedy (�i(a1; : : : an); �i(b1; : : : bn)) 2T
j2J �j . �

9. Izomorfismy algeber

V návaznosti na pøedchozí kapitolu vyslovíme obecnou verzi Vìty o homomor�s-
mus a dvou vìt o izomor�smus. a pozornìji ne¾ v grupovém pøípadì prozkoumáme
otázku, proè dvì izomorfní algebry chápeme jako stejné. Nejprve si ov¹em vyjasníme
princip faktorizace pro obecné algebry (Vìta 9.1). Zatímco je zavedení faktorové al-
gebry zcela pøímoèarým zobecnìním de�nice faktorové grupy, vyslovení Druhé vìty
o izomor�smu vy¾aduje nový pojem faktorové ekvivalence.

V pøípadì, ¾e nemù¾e dojít k omylu nebo jednotlivé operace na algebøe nepotøe-
bujeme explicitnì uva¾ovat, budeme oznaèovat algebru jen její nosnou mno¾inou.
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De�nice. Nech» � je ekvivalence a � je n-ární operace na mno¾inì A. Je-li �
sluèitelná s �, de�nujeme operaci � na faktoru A=� pøedpisem �([a1]�; : : : ; [an]�) =
[�(a1; : : : ; an)]�. Je-li � kongruence na algebøe A(�ij i 2 I), pak tímto zpùsobem
de�nujeme na A=� strukturu algebry stejného typu.

Následující tvrzení je obecnou variantou grupové Poznámky 5.3.

Vìta 9.1. Je-li � kongruence na algebøe A = A(�ij i 2 I), pak je de�nice algebry
A=� korektní, jde o algebru stejného typu jako A a pøirozená projekce �� : A! A=�
je homomor�smus.

Dùkaz. Oznaème 
 : I ! N0 = N[f0g typ algebry A a zvolme libovolné i 2 I.
Jestli¾e [aj ]� = [bj ]� 2 A=�, kde j = 1; : : :
(i), potom (aj ; bj) 2 � pro v¹echna
j = 1; : : :
(i), proto [�i(a1; : : : ; a
(i))]� = [�i(b1; : : : ; b
(i))]�, tedy de�nice operací
na A=� je korektní.

Podobnì pro a1; : : : ; a
(i) 2 A platí, ¾e �i(�(a1); : : : ; �(a
(i))) =

= �i([a1]�; : : : ; [a
(i)]�) = [�i(a1; : : : ; a
(i))]� = �(�i(a1; : : : ; a
(i)));

co¾ znamená, ¾e je � opravdu homomor�smus. �

Algebru A=�(�ij i 2 I) z pøedchozí vìty budeme nazývat faktorovou algebrou
algebry A a budeme ji znaèit A =�.

De�nice. Nech» � � � jsou dvì ekvivalence na A. De�nujme relaci �=� na A=�
následovnì: ([a]�; [b]�) 2 �=�, (a; b) 2 �.

Poznámka 9.2. Buï � kongruence na algebøe A = A(�ij i 2 I).
(1) Je-li � kongruence na A obsahující �, je �=� dobøe de�novaná kongruence

na algebøe A =�.
(2) Je-li � kongruence na algebøe A =�, potom existuje právì jedna kongruence

� na algebøe A obsahující �, pro ní¾ � = �=�.

Dùkaz. (1) Staèí ovìøit, ¾e je de�nice �=� korektní. Zbytek plyne bezprostøednì z
de�nic relace �=� a operace na faktorové algebøe A=�. Mìjme [a1]� = [a2]� [b1]� =
[b2]�. Potom (a1; a2); (b1; b2) 2 � � �, tedy díky tranzitivitì a symetrii � platí, ¾e
(a1; b1) 2 � , (a2; b2) 2 �.

(2) Jediný mo¾ný zpùsob, jak de�novat � nám dává pøedpis (a; b) 2 � ,
([a]�; [b]�) 2 �. Nyní staèí pøímoèaøe nahlédnout, ¾e jsme takto zavedli kongruenci
na A. �

Vìta 9.3. Nech» f : A ! B je homomor�smus dvou algeber A = A(�ij i 2 I) a

B = B(�ij i 2 I) stejného typu.
(1) (Vìta o homomor�smu) Je-li � kongruence na algebøe A, pak existuje homo-

mor�smus g : A=� ! B splòující podmínku g�� = f právì tehdy, kdy¾ � � ker f .
Navíc, pokud g existuje, je g izomor�smus, právì kdy¾ f je na a ker f = �.

(2) (1. vìta o izomor�smu) f(A) je podalgebra B (tedy algebra stejného typu) a
A=ker f je izomorfní f(A).

Dùkaz. Tvrzení doká¾eme stejným postupem jako Vìtu o homomor�smu a 1. vìta
o izomor�smu pro grupy (5.6).

(1) Nejprve pøedpokládejme, ¾e existuje homomor�smus g : A=� ! B splòující
podmínku g�� = f , tedy g([a]�) = f(a) a vezmìme (a1; a2) 2 �. Pak [a1]� = [a2]�,
a proto f(a1) = g([a1]�) = g([a2]�) = f(a2). Tedy (a1; a2) 2 ker f .
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Je-li naopak � � ker f , ovìøujeme, ¾e de�nice g daná pøedpisem g([a]�) = f(a) je
korektní. Vezmeme-li [a1]� = [a2]� � ker f , pak g([a1]�) = f(a1) = f(a2) = g([a2]�).
®e je g homomor�smus je zjevné z jeho de�nice.

Koneènì doka¾me závìreènou ekvivalenci. Proto¾e g(A=�) = f(A), vidíme, ¾e
g je na, právì kdy¾ je f na. Je-li g navíc prosté a zvolíme-li (a1; a2) 2 ker f , pak
g([a1]�) = f(a1) = f(a2) = g([a2]�), a proto (a1; a2) 2 �. Ovìøili jsme, ¾e ker f � �,
a proto¾e u¾ víme, ¾e � � ker f , máme rovnost � = ker f . Koneènì pøedpokládejme,
¾e g([a1]�) = g([a2]�). Potom f(a1) = f(a2), a proto (a1; a2) 2 � a [a1]� = [a2]�,
èím¾ jsme ovìøili, ¾e je g prosté.

(2) Rozmyslíme si, ¾e podle 8.5(3) je f(A) je podalgebra B a poté stejnì jako v
dùkazu 5.6(2) pou¾ijeme Vìtu o homomor�smu (1) na � = ker f . �

Vìta 9.4 (2. vìta o izomor�smu). Nech» � � � jsou dvì kongruence na algebøe A.
Pak je algebra A =� izomorfní algebøe (A =�)=(�=�).

Dùkaz. I tentokrát postupujeme stejnì jako v dùkazu 2. vìty o izomor�smu pro
grupy 5.7: nejprve pou¾ijeme 9.3(1) pro homomor�smy �� : A ! A=� a �� : A !
A=�, která nám dává homomor�smus g : A=�! A=� splòující vztah g([a]�) = [a]�.
Zbývá spoèítat ker g = �=� a pou¾ít 9.3(2). �

Nyní zobecníme de�nici ze zaèátku 6.kapitoly.

De�nice. Buï A = A(�ij i 2 I)algebra a X � A. Potom podalgebru hXi algebry
A, kterou dostaneme jako prùnik v¹ech podalgeber A obsahujících mno¾inu X, co¾
je podle 8.6 podalgebra, nazveme podalgebrou generovanou X (nebo budeme øíkat,
¾e X generuje podalgebru hXi). Øekneme, ¾e X generuje A, jestli¾e hXi = A.

Nyní zobecníme princip dobøe známý z lineární algebry, který øíká, ¾e je homo-
mor�smus urèen hodnotami na mno¾inì generátorù:

Poznámka 9.5. Buï f; g : A ! B dva homomor�smy algeber stejného typu a
nech» X � A generuje algebru A. Jestli¾e f(x) = g(x) pro v¹echna x 2 X, potom
f = g.

Dùkaz. Nejprve uká¾eme, ¾e je mno¾ina C = fa 2 Aj f(a) = g(a)g podalge-
brou algebry A. Vezmìme n-ární operaci � algebry A a nech» a1; : : : ; an 2 C. Pak
f(�(a1; : : : ; an)) = �(f(a1); : : : ; f(an)) = �(g(a1); : : : ; g(an)) = g(�(a1; : : : ; an)),
proto �(a1; : : : ; an) 2 C. V¹imneme-li si, ¾e X � C, dostaneme A = hXi � C, èím¾
jsme dokonèili dùkaz. �

Pøíklad 9.6. (1) Uva¾ujme algebru celých èísel Z(+) a nìjaký grupoid G(+), tedy
algebru s jednou binární operací +. Pak sice hf1gi = N, ale nejmen¹í podalgebra
Z(+) obsahující mno¾inu f�1; 1g je u¾ rovna celému Z tj. hf�1; 1gi = Z.

Nech» f; g : Z ! G je homomor�smus. Uvìdomme si, ¾e nejmen¹í podalgebra
Z(+) obsahující mno¾inu f�1; 1g je u¾ rovna celému Z tj. hf�1; 1gi = Z. Podle
pøedchozí poznámky jsou tedy f a g shodné, jestli¾e f(1) = g(1) a f(�1) = g(�1).

(2) Uva¾ujme-li nyní dva homomor�smy f; g : Z ! G na algebøe celých èísel
Z(+;�) a obecné algebøe G(+;�) s jednou binární operací + a jednou unární
operací �. Nech» f; g : Z! G je homomor�smus. Potom h1i = Z, a podle 9.5 jsou
f a g shodné, jestli¾e f(1) = g(1).

(3) Algebru Z(+;�; 1) dokonce generuje prázdná mno¾ina, tedy h;i = Z a tu-
dí¾ existuje nejvý¹e jeden homomor�smus algebry Z(+;�; 1) do obecné algebry
G(+;�; 1) .
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Velmi dùle¾itým a u¾iteèným faktem obecné algebry, který jsme u¾ bez velkých
komentáøù nìkolikrát pou¾ili, je pozorování, ¾e dvì izomorfní algebry jsou z hle-
diska algebry nerozli¹itelné, mají v¹echny vlastnosti stejné a platí o nich tudí¾ stejná
tvrzení. Dùvod platnosti takového pozorování je v podstatì velmi elementární: u
vlastností izomorfních algeber nezále¾í na tom jak konkrétnì vypadají jejich prvky
(a þpøeklad"zaji¹»uje bijekce urèená izomor�smem), podstatné je, ¾e operace jsou
na odpovídajících prvcích stejné, co¾ právì zaji¹»uje sluèitelnost operace s izomor-
�smem. Samotná pøesná formalizace uvedené my¹lenky, která je tvrzením o meta-
jazyku algebry, vy¾aduje peèlivou práci s formální logikou a my ji zde pouze pro
informaci alespoò naznaèíme.

Pøipomeòme, ¾e term je jakákoli promìnná a jsou-li t1; : : : ; tn termy a � funkèní
symboly (operace) èetnosti n, pak i �(t1; : : : ; tn), je term, dále je-li P predikát
èetnosti n a t1; : : : ; tn jsou termy, pak je výraz P (t1; : : : ; tn) atomickou formulí a
a jsou-li ' a  dvì formule, pak výrazy (' !  ), (' ^  ), (' _  ), :', 8' a 9'
jsou rovnì¾ formule. Jazykem predikátové logiky (prvního øádu) potom rozumíme
v¹echny formule, které vyniknou z daného systémem funkèních a predikátových
symbolù.

Dále pøipomeòme, ¾e formule ' platí ve struktuøe A, znaèíme A j= ', právì
kdy¾ je ' splnìna ka¾dým ohodnocením promìnných nosné mno¾iny A struktury A.
Uzavøenou formulí rozumíme formuli, která neobsahuje ¾ádnou volnou promìnnou.

V na¹ich úvahách se pro jednoduchost omezíme na jazyk s jediným predikátovým
symbolem =, promìnnými jako prvky algebry a funkèními symboly reprezentující
operace daných algeber.

Vìta 9.7. Nech» A(�ij i 2 I) a B(�ij i 2 I) jsou dvì izomorfní algebry stejného
typu. Potom uzavøená formule ' jazyka algeber platí v algebøe A(�ij i 2 I), právì
kdy¾ platí v algebøe B(�ij i 2 I).

Dùkaz. Nech» f : A ! B je nìjaký izomor�smus algeber A = A(�ij i 2 I) a
B = B(�ij i 2 I), ' formule. Vezmeme-li nìjaké ohodnocení e formule ' v A,
oznaèíme fe zobrazení, které hodnotì e(x) nìjaké promìnné v A pøiøadí hodnotu
fe(x) té¾e promìnné v B. Je-li E mno¾ina v¹ech ohodnocení formule ' v A, vidíme,
¾e mno¾ina ffej e 2 Eg tvoøí právì mno¾inu v¹ech ohodnocení formule ' v B, nebo»
f je bijekce. Dále snadno nahlédneme, ¾e pro ka¾dou uzavøenou formuli ' platí, ¾e
buï A j= ' nebo A j= :', a proto¾e f je izomor�smus algeber A a B, staèí indukcí
podle poètu krokù, jimi¾ je ' odvozena z atomický formulí a jimi¾ jsou v nich
vytvoøeny zúèastnìné termy, dokázat A j= ' implikuje B j= '.

Nejprve uvá¾íme jedinou atomickou formuli t = s, kde t = t(x1; : : : ; xn) a
s = s(x1; : : : ; xn) jsou termy v promìnných x1; : : : ; xn. Mìjme realizaci nìjaké fun-
kèního symbolu na obou algebrách, tedy právì n-ární operaci �i pro nìjaké i 2 I a
pøedpokládáme napøíklad, ¾e t = �i(t1; : : : ; tn), kde t1; : : : ; tn jsou termy a nech» e
je nìjaké ohodnocení formule t = s. Proto¾e e(�i(t1; : : : ; tn) = �i(e(t1); : : : ; e(tn))
a z indukèního pøedpokladu u¾itého pro termy t1; : : : ; tn víme, ¾e f(e(ti)) = fe(ti)
(t.j. obraz izomor�smem f termu ti ohodnoceného v algebøe A pomocí e je tý¾
jako ohodnocení termu ti ohodnocený v algebøe B ohodnocením fe). Proto¾e je f
homomor�smus, vidíme, ¾e

f(e(�i(t1; : : : ; tn))) = f(�i(e(t1); : : : ; e(tn))) =

= �i(fe(t1); : : : ; fe(tn)) = fe(�i(t1; : : : ; tn)):
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Tím jsme ovìøili, ¾e platnost e(t) = e(s) implikuje platnost fe(t) = fe(s).
Zbytek dùkazu u¾ je jen pøímoèaré indukèní ovìøení platnosti formule na B

vzniklé pou¾itím pravidel ('!  ), (' ^  ), (' _  ), :', (8x)' a (9x)' z krat¹ích
formulí ' a  za pøedpokladu, ¾e daná dlouhá formule platí na A. �

Závìrem poznamenejme, ¾e ve skuteènosti na izomorfních algebrách ekvivalence
platí i pro výroky vyøèené v mnohem bohat¹ím jazyce (napøíklad tvrzení, které se
vyslovuje o struktuøe podalgeber nìjaké algebry).

10. Okruhy a ideály

Nyní obrátíme svou pozornost k dal¹í dùle¾ité tøídì algebraických objektù, jimi¾
jsou okruhy. Proto¾e je na¹ím hlavním cílem konstrukce a algoritmické uchopení
(pøedev¹ím koneèných) tìles, zamìøíme se na obecný popis tìles (Vìta 10.5) a cha-
rakterizaci tìch faktorù komutativních okruhù, které tvoøí tìleso (Vìta 10.7).

De�nice. Okruhem budeme nazývat ka¾dou takovou algebru R(+; �;�; 0; 1), ¾e
R(+) je komutativní grupa s neutrálním prvkem 0 a operací opaèného prvku �, R(�)
je monoid s neutrálním prvkem 1 a pro ka¾dé a; b; c 2 R platí, ¾e a�(b+c) = a�b+a�c
a (a+ b) � c = a � c+ b � c. Prvek okruhu R(+; �;�; 0; 1) se nazývá invertibilní, jedná-li
se o invertibilní prvek monoidu R(�).

Øekneme, ¾e je okruh
- komutativní, je-li operace � komutativní,
- obor, jestli¾e pro ka¾dé a; b 2 R platí implikace a � b = 0) a = 0 nebo b = 0,
- tìleso, jsou-li v¹echny prvky mno¾iny R n f0g invertibilní a 0 6= 1 a
- komutativní tìleso, je-li to komutativní okruh a zároveò tìleso.

Pøíklad 10.1. (1) Je-li T tìleso ve smyslu de�nice z lineární algebry, pak je algebra
T (+; �;�; 0; 1) komutativním tìlesem.

(2) Je-li T tìleso a Mn(T ) znaèí mno¾inu v¹ech ètvercových matic nad T stupnì
n, pak Mn(T )(+; �;�;0n; In) je okruh.

(3) Z(+; �;�; 0; 1) a Zn(+; �;�; 0; 1) pro ka¾dé pøirozené n > 1 jsou komutativní
okruhy.

Poznámka 10.2. Nech» R(+; �;�; 0; 1) je okruh. Pak pro ka¾dé a; b 2 R platí:

(1) 0 � a = a � 0 = 0,
(2) (�a) � b = a � (�b) = �(a � b), (�1) � a = a � (�1) = �a,
(3) 1 je rùzné od 0, právì kdy¾ jRj > 1 (tj. R je netriviální okruh).

Dùkaz. U bodù (1) a (2) doká¾eme jen jednu rovnost, dùkaz druhé je symetrický.
(1) Vyu¾ijeme-li de�nitorickou vlastnost prvku 0 a distributivitu, dostaneme

a�0 = a�(0+0) = a�0+a�0. Pøièteme-li k levé a pravé stranì rovnosti a�0 = a�0+a�0
prvek �(0 � a), vidíme, ¾e a � 0 = 0.

(2) Opìt díky distributivitì máme (�a) � b+ a � b = (�a+ a) � b = 0 � b = 0, kde
poslední rovnost plyne z (1).

Poslední rovnost dostáváme pøímo z (2) pro b = 1.
(3) Pøímá implikace je triviální, pøedpokládejme tedy, ¾e 1 = 0 a vezmìme

libovolné a 2 R. Potom a = a � 1 = a � 0 = 0 podle de�nice a (1). �

De�nice. Nech» R(+; �;�; 0; 1) je okruh. Øekneme, ¾e mno¾ina I � R je pravý
(resp. levý) ideál okruhu R, jestli¾e je I podgrupa grupy R(+) a pro ka¾dé i 2 I a
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r 2 R platí, ¾e i � r 2 I (resp. r � i 2 I). Mno¾inu I nazveme ideálem, je-li pravým a
zároveò levým ideálem.

Pøíklad 10.3. (1) f0g a R jsou ideály ka¾dého okruhu R.
(2) Podle 6.5 jsou ideály okruhu celých èísel Z(+; �;�; 0; 1) právì tvaru kZ a

ideály okruhu Zn(+; �;�; 0; 1) tvaru kZn, kde k < n je 0 nebo dìlitel èísla n.
(3) Mno¾iny aR = fa�rj r 2 Rg (resp. Ra = fr�aj r 2 Rg) jsou (tzv. hlavní) pravé

(resp. levé) ideály okruhu R pro ka¾dé a 2 R. Ovìøíme to napøíklad pro aR. Je-li
ar; as 2 aR, pak díky distributivitì ar + as = a(r + s) 2 aR a �ar = a(�r) 2 aR
podle 10.2(2). Dále 0 = a0 2 aR díky 10.2(1) a (ar)x = a(rx) 2 aR díky asociativitì
pro libovolné x 2 R.

Nech»R(+; �;�; 0; 1) je okruh. Poznamenejme, ¾e se ideálùm f0g aR øíká triviální
ideály a (levý, pravý) netriviální ideál I okruhu R(+; �;�; 0; 1) (tj. platí-li, ¾e f0g 6=
I 6= R) se nazývá vlastní. Pravé (levé) ideály tvaru aR (Ra) popsané v Pøíkladu
10.3(3) jsou takzvané hlavní pravé (levé) ideály. Koneènì alespoò dvouprvkovému
okruhu se øíká netriviální okruh.

Nyní doká¾eme elementární poznámku, která nám umo¾ní charakterizovat tìlesa
pomocí pojmu pravý (levý ideál).

Poznámka 10.4. Je-li R(+; �;�; 0; 1) okruh a I jeho pravý nebo levý ideál, pak
I = R, právì kdy¾ 1 2 I.

Dùkaz. Proto¾e 1 2 R, je pøímá implikace triviální. Jestli¾e I pravý (levý) ideál,
který obsahuje prvek 1 a vezmeme libovolné r 2 R, potom r = 1 � r = (r � 1) 2 I,
tedy I = R. �

Vìta 10.5. V netriviálním okruhu R(+; �;�; 0; 1) je ekvivalentní:

(1) R je tìleso,
(2) R neobsahuje ¾ádné vlastní pravé ideály,
(3) R neobsahuje ¾ádné vlastní levé ideály.

Dùkaz. Staèí dokázat ekvivalenci (1) a (2).
Pøedpokládejme, ¾e je R tìleso a mìjme nìjaký nenulový pravý ideál I. Pak

existuje 0 6= i 2 I a k nìmu inverzní prvek i�1 2 R, tedy 1 = i � i�1 2 I a proto
I = R podle 10.4.

Pøedpokládejme, ¾e R neobsahuje ¾ádné vlastní pravé ideály a vezmìme libovolnì
nenulový prvek a 2 R. Potom 0 6= a = a � 1 2 aR, tedy podle pøedpokladu aR = R.
Proto existuje b 2 R, pro nìj¾ a � b = 1. Poznamenejme, ¾e díky 10.2(1) a (4) opìt
b 6= 0, a tudí¾ mù¾eme stejným argumentem najít c 2 R, pro které b � c = 1. Nyní
a = c podle 3.5 a b je tedy inverzní k a. �

Poznamenejme, ¾e existují okruhy (øíká se jim jednoduché), které neobsahují
¾ádné vlastní (oboustranné) ideály, a zároveò se nejedná o tìlesa. Typickým pøíkla-
dem jsou maticové okruhy Mn(T ), kde n > 1 a T je komutativní tìleso.

Pøipomeòme, ¾e Homomor�smus (izomor�smus) okruhù bude homomor�smus
(izomor�smus) pøíslu¹ných algeber. Uvá¾íme-li ideál I okruhu R(+; �;�; 0; 1), pak
je I podgrupa grupy R(+), tedy mù¾eme pracovat s ekvivalencí rmod I danou pod-
mínkou (a; b) 2 rmod I , a� b = a+(�b) 2 I. Podokruhem okruhu R(+; �;�; 0; 1)
budeme rozumìt ka¾dou podalgebru algebry R(+; �;�; 0; 1).

Poznámka 10.6. Nech» R = R(+; �;�; 0; 1) a S = S(+; �;�; 0; 1) jsou okruhy, I
ideál okruhu R a ' : R! S okruhový homomor�smus.
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(1) rmod I je kongruence okruhu R. Oznaèíme-li R=I := R=rmod I, pak je
faktorová algebra R=I(+; �;�; [0]I ; [1]I) rovnì¾ okruh a pøirozená projekce
�I : R! R=I okruhový homomor�smus.

(2) Ker' je ideál okruhu R.

Dùkaz. (1) Podle 8.4(1),(3) je rmod I ekvivalence sluèitelná s operacemi +, �, 0
a 1. Zbývá ukázat sluèitelnost s násobením. Zvolme (a; b); (c; d) 2 rmod I. Pak
a� b; c� d; (a� b)c; b(c� d) 2 I, a tudí¾ ac� bd = (a� b)c+ b(c� d) 2 I. Proto i
(a � c; b � d) 2 �, èím¾ jsme ovìøili, ¾e je rmod I kongruence na R(+; �;�; 0; 1).

To, ¾e je R=I(+; �;�; I; 1+ I) okruh se snadno pøímoèaøe ovìøí z de�nice a fakt,
¾e je �I homomor�smus plyne okam¾itì z 9.1.

(2) Ker' je jistì normální podgrupa a zbývá nahlédnout, ¾e pro ka¾dé r 2 R a
k 2 Ker' je

'(r � k) = '(r) � '(k) = '(r) � 0 = 0 = 0 � '(r) = '(k) � '(r) = '(k � r);

tedy r � k; k � r 2 Ker'. �

Právì zavedenému okruhu øíkáme faktorový okruh (nebo krátce faktorokruh)
okruhu R podle ideálu I .

De�nice. Øekneme, ¾e ideál I komutativního okruhu R = R(+; �;�; 0; 1) je maxi-
mální, pokud I 6= R a pro ka¾dý ideál J , ¾e I � J , platí buï J = I nebo J = R.

V¹imnìme si, ¾e v tìlese je maximálním ideálem právì nulový ideál.
Nyní zformulujeme tvrzení, které charakterizuje, kdy je faktor komutativního

okruhu tìleso. Toto tvrzení bude hrát zásadní roli v konstrukci koneèných tìles, jí¾
se budeme zabývat v následující kapitole.

Vìta 10.7. Nech» R(+; �;�; 0; 1) je komutativní okruh a I jeho ideál. Potom je
R=I(+; �;�; [0]I ; [1]I) komutativní tìleso právì tehdy, kdy¾ I je maximální ideál.

Dùkaz. Oznaème IRI mno¾inu v¹ech ideálù okruhu R obsahujících ideál I a IR=I0

mno¾inu v¹ech ideálù okruhu R=I(+; �;�; [0]I ; [1]I). Nejprve doká¾eme obecnìj¹í
pozorování, v nìm¾ si uvìdomíme vztah mno¾iny ideálù faktorového a pùvodního
okruhu.

Lemma. Je-li �I : R! R=I pøirozená projekce, pak jsou zobrazení

J ! �(J) a eJ ! ��1( eJ)
vzájemnì inverzní bijekce mezi mno¾inami IRI a IR=I[0] .

Proto¾e je � grupový homomor�smus, jsou pro ideál J okruhuR a ideál eJ okruhu
R=I obraz �(J) i úplný vzor ��1( eJ) podgrupy, navíc platí, ¾e I � ��1( eJ). Dále
potøebujeme nahlédnout, ¾e se jedná opravdu o ideály. Zvolíme-li r 2 R a j 2 J ,
pak

�I(r) � �I(j) = �I(rj) 2 �I(J); �I(j) � �I(r) = �I(jr) 2 �I(J)

a podobnì pro pro r 2 R a j 2 ��1( eJ)
�I(rj) = �I(r) � �I(j) 2 eJ; �I(jr) = �I(j) � �I(r) 2 eJ;

tedy obì uva¾ovaná zobrazení jsou dobøe de�novaná zobrazení mezi mno¾inami IRI
a IR=I[0] . Proto¾e ���1( eJ) = eJ a ��1�(J) = J , jedná se vzájemnì inverzní bijekce,
èím¾ máme Lemma dokázáno.
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Nyní si staèí v¹imnout, ¾e je R=I(+; �;�; [0]I ; [1]I) podle Vìty 10.5 komutativní

tìleso právì tehdy, kdy¾ IR=I0 obsahuje pouze triviální ideály, co¾ je díky Lemmatu
ekvivalentní podmínce, ¾e IRI obsahuje právì dva ideály, tedy právì kdy¾ ¾e je I je
maximální ideál. �

11. Okruhy polynomù a konstrukce tìles

V následující kapitole uká¾eme dvì cesty, jak najít dal¹í pøirozené (a obèas i
u¾iteèné) pøíklady tìles. Zatímco druhá z nich zobecòuje známou konstrukci zlomkù,
která z celých èísel vytváøí tìleso racionálních èísel (Vìta 11.10), v první konstrukci
vyu¾ijeme faktorizace okruhù polynomù nad tìlesy Zp, kde p je prvoèíslo, abychom
dostali libovolné koneèné tìleso (Vìta 11.8). Nejprve ov¹em zavedeme polynomy nad
obecnými okruhy a uvìdomíme si, ¾e známý ¹kolský algoritmus dìlení se zbytkem
funguje v mnohem obecnìj¹í situaci ne¾ jsme zvyklí.

11.1. Koneèná tìlesa.

De�nice. Buï okruh. Polo¾me R[x] = fp : N0 ! R j fn j p(n) 6= 0g je koneènég.
Prvek p 2 R[x] budeme zapisovat také ve tvaru p =

P
n2N0

pnx
n, kde pn = p(n),

tedy R[x] obsahuje právì v¹echny formální nekoneèné sumy s koneèným nosièem.
Na R[x] de�nujme binární operace + a �, unární operaci � a nulární operace 0 a 1
pro p =

P
n2N0

pnx
n a q =

P
n2N0

qnx
n:

p+ q =
X
n2N0

(pn + qn)x
n; p � q =

X
n2N0

(

nX
i=0

pi � qn�i)x
n;

�p =
X
n2N0

�pnx
n; 0 =

X
n2N0

0xn; 1 = 1x0 +
X
n>0

0xn:

Je-li p 6= 0, budeme nejvìt¹í takové n 2 N0, ¾e pn 6= 0, nazývat stupnìm polynomu
p. Stupeò polynomu 0 polo¾íme roven �1. Stupeò polynomu p budeme oznaèovat
deg p.

Poznámka 11.1. Nech» R(+; �;�; 0; 1) je okruh a p; q 2 R[x].

(1) R[x](+; �;�;0;1) je okruh a mno¾ina fsx0 j s 2 Rg jeho podokruh izo-
morfní okruhu R(+; �;�; 0; 1),

(2) deg(p+ q) � max(deg p; deg q), je-li p; q 6= 0, pak deg p � q � deg p+ deg q
a je-li navíc R oborem integrity, potom deg p � q = deg p+ deg q,

(3) R[x] je obor integrity právì tehdy, kdy¾ je R obor integrity.

Dùkaz. Mìjme p =
P

n2N0
pnx

n, q =
P

n2N0
qnx

n, r =
P

n2N0
rnx

n 2 R[x].
(1) Nejprve poznamenejme, ¾e jsou v¹echny operace dobøe de�nované a pøí-

moèaøe ovìøme komutativitu a asociativitu operace +:

p+ q =
X
n2N0

(pn + qn)x
n =

X
n2N0

(qn + pn)x
n = q + p;

(p+ q) + r =
X
n2N0

((pn + qn) + rn)x
n =

X
n2N0

(pn + (qn + rn))x
n = p+ (q + r):
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Proto¾e 0 je zjevnì neutrální prvek operace + a vidíme, ¾e p + (�p) = 0, je
R(+;�; 0) komutativní grupa. Podobnì

r � (p+ q) = r �
X
n2N0

(pn + qn)x
n =

X
n2N0

(

nX
i=0

ri � (pn�i + qn�i))x
n =

=
X
n2N0

(

nX
i=0

ri � pn�i)x
n +

X
n2N0

(

nX
i=0

ri � qn�i)x
n = p � r + q � r;

dùkaz druhé distributivity je symetrický. Koneènì zbývá ovìøit, ¾e je R(�; 1)monoid:

(p � q) � r =
X
n2N0

(
X

i+j=n

pi � qj)x
n) � r =

X
n2N0

(
X

i+j+k=n

pi � qj � rk)x
n) = p � (q � r);

p � 1 =
X
n2N0

(

nX
i=0

pi � 1n�i)x
n
X
n2N0

(pn � 1)x
n = p = 1 � p;

kde 1 =
P

n 1nx
n, tedy 10 = 1 a 1n = 0 pro v¹echna n > 0. Bezprostøednì z

konstrukce okruhu R[x] vidíme, ¾e zobrazení � : R ! R[x] dané vztahem �(r) =
rx0 je prostý okruhový homomor�smus, proto díky 9.3(2) dostáváme izomor�smus
okruhu R(+; �;�; 0; 1) s podokruhem �(R) = fsx0j s 2 Rg.

(2) Nerovnost deg p+ q � max(deg p; deg q) plyne z inkluze

fn j pn + qn 6= 0g � fn j pn 6= 0g [ fn j qn 6= 0g:

Oznaème � = deg p a � = deg q a uvìdomme si pro ka¾dé n > �+�, ¾e koe�cient
u xn v polynomu p �q je

Pn
k=0(pk �qn�k) =

Pn��
k=0 (pk �0)+

Pn
k=n��+1(0 �qn�k) = 0,

proto deg p � q � � + �.
Je-li R obor integrity, máme koe�cient polynomu p � q u x�+�:

�+�X
k=0

(pk � qn�k) =

n���1X
k=0

(pk � 0) + p� � q� +

nX
k=n��+1

(0 � qn�k) = p� � q� 6= 0;

nebo» p� 6= 0 a q� 6= 0.
(3) Je-li R[x] obor integrity, je ka¾dý jeho podokruh oborem integrity, tedy i

okruh R podle (1). Je-li R obor integrity a p; q 6= 0, máme podle (3) deg p � q =
deg p+ deg q � 0, proto p � q 6= 0. �

Okruhu R[x](+; �;�;0;1) budeme øíkat okruhem polynomù jedné neurèité a jeho
prvkùm polynomy.

Vìta 11.2 (O dìlení se zbytkem). Nech» R(+; �;�; 0; 1) je obor, a; b 2 R[x], kde
b =

P
bnx

n. Pøedpokládejme, ¾e m = deg b � 0 a bm je invertibilní v R. Pak existují
takové jednoznaènì urèené polynomy q; r 2 R[x], ¾e a = b � q + r a deg r < deg b.

Dùkaz. Existenèní èást tvrzení doká¾eme pomocí algoritmu:
VSTUP: a; b 2 R[x], kde bdeg b invertibilní

VÝSTUP: q; r 2 R[x], pro které a = q � b+ r, deg r < deg b

0. m := deg b; n := deg a�m;

1. if n < 0 then return 0; a else r := a;
2. for i := n downto 0 do fqi := ri+mb

�1
m ; r := r � qix

ib; g
3. return

P
i qix

i; r.
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Indukcí podle i ve for-cyklu snadno nahlédneme, ¾e algoritmus pracuje správnì.
Zbývá ukázat jednoznaènost. Pøedpokládejme, ¾e a = b � q0 + r0 a deg r0 < deg b.

Potom b � (q� q0) = r0 � r a podle 11.1(3) a proto¾e deg(r0 � r) < deg b, dostáváme
r0 � r = 0, a proto q � q0 = 0 �

Dùsledek 11.3. Nech» T (+; �;�; 0; 1) je komutativní tìleso. Pak je ka¾dý ideál
okruhu T [x](+; �;�;0;1) hlavní.

Dùkaz. Vezmìme libovolný nenulový ideál I a v ideálu I zvolme nenulový polynom
p nejmen¹ího mo¾ného stupnì. Zøejmì pT [x] � I. Nech» i 2 I. Pak podle 11.2
existují takové polynomy q; r 2 T [x], ¾e i = p � q + r a deg(r) < deg(p). Proto¾e
r = i� p � q 2 I a deg(p) byl minimální, je nutnì r = 0 a pT [x] = I. �

De�nice. Nech» R = R(+; �;�; 0; 1) je komutativní okruh a a; b 2 R. Øekneme,
¾e a dìlí b, ajb, existuje-li c 2 R, pro které a � c = b. O neinvertibilním nenulovém
prvku p 2 R øekneme, ¾e je ireducibilní, pokud pro ka¾dý rozklad p = a � b platí ¾e
je a nebo b invertibilní.

Pøíklad 11.4. (1) Prvoèísla jsou právì ireducibilní prvky oboru celých èísel. Navíc
je-li p prvoèíslo a nZ ideál okruhu celých èísel, pro který pZ � nZ, pak njp, tedy
buï nZ = pZ nebo nZ = Z, co¾ znamená, ¾e pZ je maximální ideál.

(2) Ireducibilní prvky v okruhu polynomù nad tìlesem jsou právì ireducibilní
polynomy.

V¹imnìme si, ¾e pøímo z de�nice dostáváme charakterizaci relace dìlitelnosti
pomocí inkluze hlavních ideálù:

Poznámka 11.5. Nech» R(+; �;�; 0; 1) komutativní okruh a a; b 2 R. Pak

a=b, b 2 aR, bR � aR:

Smyslem následujícího tvrzení je pozorování, ¾e nám faktorizace okruhu poly-
nomù nad tìlesem podle ideálu generovaného ireducibilním polynomem dá tìleso.

Poznámka 11.6. Je-li T (+; �;�; 0; 1) komutativní tìleso a I ideál okruhu polynomù
T [x](+; �;�; 0; 1), pak je I maximální právì tehdy, kdy¾ existuje ireducibilní polynom
f 2 T [x] takový, ¾e I = fT [x]

Dùkaz. Z 11.3 víme, ¾e existuje f 2 T [x] takový, ¾e I = fT [x]. Dále si staèí v¹im-
nout, ¾e pro ideál gT [x] máme fT [x] ( gT [x] ( T [x], gjf a souèasnì g 6 j 1 a f 6 j g;
pravá strana ekvivalence neøíká nic jiného, ne¾ gjf a 0 < def g < deg f , tj. f není
ireducibilní. �

Nyní zkonstruujeme koneèná (komutativní) tìlesa, pøièem¾ budeme následující
výsledek brát jako fakt, který doká¾eme a¾ pøí¹tí semestr.

Poznámka 11.7. Pro ka¾dé prvoèíslo p a n 2 N existuje ireducibilní polynom
f 2 Zp[x] stupnì n. Navíc v Zp[x] platí f j(xp

n

� x).

Vìtu o koneèných tìlesech zformulujeme v klasickém znìní. Dùkaz bodù (2) a
(3) ov¹em uvádíme jen informativnì.

Vìta 11.8. (1) Je-li p prvoèíslo a n 2 N, existuje komutativní tìleso o pn prvcích.
(2) Je-li F koneèné tìleso, pak jFj = pn pro p prvoèíslo a n 2 N.
(3) Libovolná dvì koneèná komutativní tìlesa o tém¾e poètu prvkù jsou izomorfní.
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Dùkaz. (1) Díky 11.7 existuje ireducibilní polynom u 2 Zp[x] stupnì n. De�nujme
Fpn = Zp[x]=uZp[x]. Potom z Poznámky 11.6 a Vìty 10.7 plyne, ¾e Fpn je ko-
mutativní tìleso. Oznaèíme-li I = uZp[x], v tomto tìlese (pro g; h 2 Zp[x]) platí
g+ I = h+ I právì tehdy, kdy¾ u dìlí g� h; mj. tedy g+ I = (g mod u) + I. Jako
zbytky po dìlení u �gurují právì v¹echny polynomy nad Zp stupnì men¹ího ne¾ n,
tìch je pn, co¾ je následnì i poèet prvkù Fpn .

(2) Mìjme koneèné tìleso F. Uva¾ujme cyklickou podgrupu h1i grupy F(+;�; 0).
Ta musí být koneèná, a tedy Zp(+) �= h1i(+) pro nìjaké p 2 N. Uva¾ujme dále
izomor�smus, který posílá prvek k 2 Zp na prvek 1 + 1 + : : :+ 1| {z }

k�

tìlesa F, a jak je

v podobných pøípadech zvykem, pro dal¹í úvahy ztoto¾níme prvky tìlesa F tvaru
1 + 1 + : : :+ 1| {z }

k�

, kde 0 � k < p, a prvky mno¾iny Zp. Z grupy Zp tímto ztoto¾nìním

udìláme podgrupu grupy F(+;�; 0). Jeliko¾ z distributivity máme

(1 + 1 + : : :+ 1| {z }
k�

)(1 + 1 + : : :+ 1| {z }
m�

) = 1 + 1 + : : :+ 1| {z }
km�

= 1 + 1 + : : :+ 1| {z }
(km mod p)�

;

tvoøí Zp dokonce podokruh tìlesa F. Dále p musí být prvoèíslo, jinak by existovaly
0 6= k;m 2 Zp tak, ¾e km = 0, co¾ v ¾ádném tìlese (tedy ani v F) není mo¾né.

Nyní je ji¾ snadné si uvìdomit, ¾e F tvoøí vektorový prostor nad svým podtìlesem
Zp, a polo¾íme-li n := dimZp

F, pak jFj = pn.
(3) Uká¾eme, ¾e je-li F koneèné komutativní tìleso o pn prvcích, potom F �= Fpn

pro tìleso Fpn z èásti (1). Tak jako v bodu (2) budeme pøedpokládat, ¾e Zp je pøímo
podtìlesem tìlesa F (nikoliv pouze izomorfní podtìlesu generovanému prvkem 1).

Nejprve nahlédneme, ¾e ka¾dý prvek tìlesa F je koøenem polynomu xp
n

� x 2
Zp[x]. To pro 0 zøejmì platí a pro nenulové prvky to plyne aplikací Poznámky 7.4
na grupu F�(:), která má pn� 1 prvkù. Z 11.7 navíc plyne, ¾e ireducibilní polynom
u 2 Zp[x] pou¾itý ke konstrukci tìlesa Fpn , dìlí v Zp[x] polynom xp

n

�x. To ov¹em
znamená, ¾e ho dìlí i v jeho nadokruhu F[x]. Máme tedy nìjaký polynom g takový,
¾e ug = xp

n

� x. Dosadíme-li nyní libovolný prvek a 2 F, máme u(a)g(a) = 0, co¾
znamená, ¾e a je koøen jednoho ze dvou tìchto polynomù. Jeliko¾ polynom g má
men¹í stupeò ne¾ pn (a tedy ménì ne¾ pn koøenù), musí existovat nìjaké a 2 F,
které je koøenem polynomu u.

Pro toto a uva¾ujme dosazovací zobrazení 
a : Zp[x] ! F de�nované vztahem

a(h) = h(a). Snadno nahlédneme, ¾e 
a(h + k) = 
a(h) + 
a(k), 
a(h � k) =

a(h) � 
a(k) a 
a(1) = 
a(1), co¾ znamená, ¾e jde o (takzvaný dosazovací) ho-
momor�smus. Vý¹e jsme dokázali, ¾e uZp[x] � Ker(
a), mù¾eme proto u¾ít 9.3,
která nám dá (jediný) okruhový homomor�smus  : Zp[x]=uZp[x] ! F, pro nìj¾

a =  �uZp[x]. Jeliko¾ 
a(1) = 1 6= 0, je  nenulový homomor�smus. Víme, ¾e
Ker( ) musí být ideál tìlesa Fpn , a tedy nutnì Ker( ) je triviální (jednoprvkový)
ideál (u¾íváme Vìtu 10.5). To ov¹em znamená, ¾e  je prosté, a tedy musí být i na,
jeliko¾ jde o zobrazení mezi dvìma stejnì velkými koneènými mno¾inami. Tudí¾  
je hledaný izomor�smus tìles Fpn a F. �

Pøíklad 11.9. (1) Postupem dùkazu bodu (1) Vìty 11.8 zkonstruujeme koneèné
tìleso o 8 = 23 prvcích. Zvolme ireducibilní polynom f = x3 + x+1 (rozlo¾itelnost
polynomu stupnì 3 implikuje, ¾e má koøen, co¾ zde neplatí) a dostaneme tìleso
F8 = fa + bx + cx2 + f Z2[x] j a; b; c 2 Z2g = fa + b� + c�2j a; b; c 2 Z2g, kde
� := x+ f Z2[x].
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(2) Pokud bychom chtìli zkonstruovat tìleso, které má právì 213 prvkù, potøebo-
vali bychom najít nad tìlesem Z2 ireducibilní polynom stupnì 13. Poznámka 11.7
nám øíká, ¾e ho lze najít mezi dìliteli polynomu x2

13

� x, navíc poznamenejme, ¾e
není pøíli¹ tì¾ké ovìøit silnìj¹í tvrzení, ¾e ireducibilní polynom g 2 Zp[x] stupnì k
dìlí polynom xp

n

� x, právì kdy¾ k=n. Proto¾e je 13 prvoèíslo, obsahuje ireduci-
bilní rozklad polynomu x2

13

�x právì v¹echny ireducibilní polynomy stupnì 13 a 1.
Zøejmì právì polynomy x a x+1 jsou jediné dva ireducibilní polynomy stupnì 1 nad

Z2, proto snadnou úvahou o stupních zjistíme, ¾e se polynom x2
13

�x
x(x+1) =

P213�2
i=0 xi

rozkládá právì na 213�2
13 = 630 ireducibilních polynomù stupnì 13. Ireducibilní po-

lynom stupnì stupnì 13 je tvaru
P13

i=0 aix
i, kde a13 = 1 a dále a0 = 1, nebo» 0 není

koøenem a
P13

i=0 ai = 1, nebo» ani 1 není koøenem. To znamená, ¾e pøi náhodné
volbì máme 630 pøíznivých mo¾ností ze 211, tedy více ne¾ tøicetiprocentní pravdì-
podobnost úspìchu. To, zda je náhodný polynom dìlitel polynomu x2

13

� x pøitom
mù¾eme otestovat (v tomto pøípadì je¹tì) rychlým algoritmem dìlení se zbytkem.

Wedderburnova vìta øíká, ¾e v¹echna koneèná tìlesa jsou komutativní. Dùkaz
ale není nikterak triviální. V dùkazu èásti (3) jsme vyu¾ili komutativitu tìlesa F,
abychom mohli argumentovat, ¾e polynom g nemá v F více koøenù, ne¾ je jeho
stupeò; to ov¹em nad nekomutativními tìlesy neplatí! Staèí uvá¾it polynom x2 + 1
nad tìlesem kvaternionù. Ten má za koøeny i; j; k;�i;�j;�k.
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11.2. Podílová tìlesa. Následující tvrzení zobecòuje dobøe známou konstrukci
zlomkù pro v¹echny obory integrity. Jejím dùsledkem je fakt, ¾e ka¾dý obor integrity
lze chápat jako podokruh nìjakého tìlesa (konkrétnì svého podílového tìlesa).

Uva¾ujme obor R(+; �;�; 0; 1), a de�nujme algebru F (+; �;�;0;1), kde F =
R� (R n f0g) s operacemi:

(a; b) � (c; d) = (a � c; b � d); (a; b) + (c; d) = (a � d+ b � c; b � d); �(a; b) = (�a; b);

0 = (0; 1) a 1 = (1; 1). Na mno¾inì F koneènì de�nujme relaci � pøedpisem
(a; b) � (c; d), a � d = b � c.

Vìta 11.10. Pro algebru F (+; �;�;0;1) platí:

(1) F (+) a F (�) jsou komutativní monoidy,
(2) � je kongruence na F (+; �;�;0;1) a (0; a) � 0 a (a; a) � 1 pro ka¾dé

a 2 R n f0g,
(3) F= � (+; �;�; [0]; [1]) je komutativní tìleso,
(4) zobrazení � : R! F= � dané pøedpisem �(r) = [(r; 1)]� je prostý okruhový

homomor�smus.

Dùkaz. Vezmìme (a; b); (c; d); (e; f) 2 F .
(1) Postupujeme zcela pøímoèaøe podle de�nice.

(a; b) + ((c; d) + (e; f)) = (a; b) + ((cf + de; df)) = ((adf + b(cf + de); bdf)) =

= ((adf + bcf + bde; bdf)) = (((ad+ bc)f + bde; bdf)) = ((a; b) + (c; d)) + (e; f);

(a; b) + (c; d) = (ad+ bc; bd) = (cb+ ad; bd) = (c; d) + (a; b):

Ovìøili jsme, ¾e je operace + asociativní a komutativní. Uvá¾íme-li, ¾e (a; b) +
(0; 1) = (a; b), máme dokázáno, ¾e F (+) je komutativní monoid. Toté¾ provedeme
pro násobení:

(a; b) � ((c; d) � (e; f)) = (a; b) � ((ce; df)) = (ace; bdf)) = ((a; b) � (c; d)) � (e; f);

dále (a; b) � (c; d) = (c; d) � (a; b) a (a; b) � (1; 1) = (a; b), proto i F (�) je komutativní
monoid.

(2) Pøednì uva¾me, ¾e je relace � reexivní a symetrická a pøedpokládejme, ¾e
(a; b) � (c; d) a (c; d) � (e; f), tedy ad = bc a cf = de. Potom adf = bcf = bde, a
proto (af�be)d = 0. Jeliko¾ d 6= 0, dostáváme z de�nice oboru integrity, ¾e af�be =
0, a tudí¾ (a; b) � (e; f). Díky pozorování Pøíkladu 3.3 z minulého semestru zbývá
ovìøit sluèitelnost � s operacemi +, � a �. Pøedpokládejme, ¾e (ai; bi) � (ci; di)
tedy aidi = cibi pro i = 1; 2. Proto (a1b2 + b1a2)d1d2 = a1d1 � b2d2 + a2d2 � b1d1 =
c1b1 �b2d2+c2b2 �b1d1 = (c1d2+d1c2)b1b2, tedy (a1; b1)+(a2; b2) � (c1; d1)+(c2; d2).
Dále a1a2d1d2 = c1c2b1b2, tudí¾ (a1; b1) � (a2; b2) � (c1; d1) � (c2; d2) a koneènì
(�a1; b1) � (�c1; d1) podle 5.2(2). Vztahy (0; a) � 0 a (a; a) � 1 plynou okam¾itì
z de�nice �.

(3) Díky (1), (2) a 3.10 u¾ víme, ¾e F= � (+) a F= � (�) jsou komutativní
monoidy. Zbývá tedy dokázat existenci opaèných prvkù monoidu F= � (+) a dis-
tributivitu. Oznaème a

b rozkladové tøídy [(a; b)]�. V¹imnìme si, ¾e ad
bd = ac

bc pro
ka¾dé nenulové b; d 2 R, proto¾e (ad; bd) � (ac; bc). Nyní snadno spoèítáme, ¾e

a

b
+
�a

b
=
a+ (�a)

bb
=

0

bb
= 0;

a

b
�
c

d
+
a

b
�
e

f
=
acbf + bdae

bdbf
=
acf + ade

bdf
=
a

b
�
cf + de

df
=
a

b
� (
c

d
+
e

f
):
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Koneènì, zvolíme-li a
b 6= 0, pak (a; b) 6� (0; 1), tedy a 6= 0, a proto b

a 2 F a
a
b �

b
a = 1. Tím jsme dokázali, ¾e ka¾dý nenulový prvek F je invertibilní, a proto je

F= � komutativní tìleso.
(4) Okam¾itì vidíme, ¾e je a

1 �
b
1 = a�b

1 , a
1 + b

1 = a+b
1 a �(1) = 1, proto je �

homomor�smus. Koneènì, je-li �(a) = �(b), pak a = b, tedy jde o prostý homomor-
�smus. �

De�nice. Komutativní tìleso F= � budeme nazývat podílovým tìlesem oboru R
a jeho prvky budeme znaèit a

b = [(a; b)]�.

Pøíklad 11.11. (1) Tìleso racionálních èísel Q(+; �;�; 0; 1) je podílovým tìlesem
oboru celých èísel Z(+; �;�; 0; 1).

(2) Tìleso racionálních lomených funkcí je podílovým tìlesem oboru reálných
polynomù R[x](+; �;�; 0; 1).

(3) Podílové tìleso oboru polynomù Z2[x](+; �;�; 0; 1) je pøíkladem nekoneèného
tìlesa charakteristiky 2.

12. Svazy

Následující dvì kapitoly kurzu vìnujeme algebraickému popisu uspoøádaných
mno¾in. Nejprve si rozmyslíme, ¾e jistou tøídu uspoøádaných mno¾in lze nahlí¾et
jako algebry s dvojicí binárních operací. Algebraický pohled nám umo¾ní pracovat
se v¹emi standardními univerzálnì algebraickými pojmy.

Pøipomeòme, ¾e relaci � na mno¾inì M se øíká uspoøádání, je-li reexivní a
tranzitivní a splòuje-li podmínku a � b; b � a ) a = b pro ka¾dé a; b 2 M (tj.
jde o slabì antisymetrickou relaci). Dvojice (M;�) se obvykle nazývá uspoøádaná
mno¾ina.

De�nice. Nech» � je uspoøádání na mno¾inì M a A � M . Øekneme, ¾e m 2 A
je nejmen¹í (resp. nejvìt¹í) prvek mno¾iny A, jestli¾e m � a (resp. a � m) pro
v¹echna a 2 A. Supremem (resp. in�mem) mno¾iny A budeme rozumìt nejmen¹í
prvek mno¾iny fn 2 M j 8a 2 A : a � ng (resp. nejvìt¹í prvek mno¾iny fn 2
M j 8a 2 A : n � ag), supremum znaèíme sup� a in�mum inf�. Dvojici (M;�)
budeme øíkat svaz, pokud pro ka¾dé dva prvky a; b 2 A existuje supremum a
in�mum mno¾iny fa; bg. Svaz (M;�) je úplným svazem, existuje-li supremum a
in�mum ka¾dé podmno¾iny mno¾iny M .

Pøíklad 12.1. Pøipomeòme známé pøíklady uspoøádání a svazù:

(1) Relace = dìlitelnosti na mno¾inì v¹ech pøirozených èísel N (tj. daná podmín-
kou a=b � 9c : b = a � c) je uspoøádání na N, navíc sup=(n;m) = lcm(n;m)

a inf=(a; b) = GCD(n;m), proto je (N; =) svaz.
(2) Pøirozené uspoøádání � indukuje na mno¾inì v¹ech celých (reálných, raci-

onálních) èísel Z (R, Q) strukturu (dokonce lineárnì uspoøádaného) svazu,
kde sup�(a; b) = max(a; b) a inf�(a; b) = min(a; b).

(3) Inkluze tvoøí na mno¾inì v¹ech podmno¾in P(X) mno¾iny X uspoøádání
a (P(X);�) úplný svaz kde sup�(B) =

S
B a inf�(B) =

T
B pro ka¾dou

podmno¾inu B � P(X).
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(4) Je-li C mno¾ina v¹ech podalgeber nebo v¹ech kongruencí na nìjaké algebøe,
uká¾eme, ¾e (C;�) tvoøí úplný svaz, kde sup�(B) =

T
fC 2 Cj

S
B � Cg a

inf�(B) =
T
B pro ka¾dé B � C .

� je uspoøádání a
T
B je zjevnì in�mem. Proto¾e je mno¾ina C dle

8.6 uzavøená na prùniky, vidíme, ¾e
T
fX 2 Cj

S
B � Xg tvoøí nejmen¹í

prvek C obsahujícím v¹echna B 2 B, co¾ je podle de�nice právì supremum
vzhledem k inkluzi.

(5) id je na libovolné neprázdné mno¾inì M uspoøádání, ov¹em pro jM j > 1 se
jistì nejedná o svaz.

Je-li (M;�) svaz, budeme pro ka¾dé dva prvky m;n 2 M znaèit m _ n =
sup�(m;n) a m^n = inf�(m;n). Zavedené binární operace _ a ^ nazveme spojení
a prùsek.

Koneèné uspoøádané mno¾iny je èasto výhodné znázornit Hasseovým diagra-
mem, pøipomeòme jeho de�nici:

Je-li (M;�) je uspoøádaná mno¾ina a a; b; c 2 M , øekneme, ¾e prvek b pokrývá
prvek a (pí¹eme a < � b), jestli¾e a � b, a není b a a � c � b) c = a nebo c = b.

Hasseovým diagramem uspoøádané mno¾iny (M;�) rozumíme orientovaný graf,
jeho¾ vrcholy tvoøí prvky mno¾iny M a a je s b spojen takovou hranou, ¾e b se
nachází vý¹e ne¾ a, právì kdy¾ b pokrývá a.

Pøíklad 12.2. Uveïme uspoøádané mno¾iny popsané Hasseovými diagramy:

(1) Uva¾ujme svazy (S1;�) a (S2;�), kde S1 = f0; 1; a; bg je dán relacemi:0 <
� a < � 1 a S2 = f0;1;A;Bg popisuje 0 < � b < � 1 a 0 < � A < � B < � 1.
Pak je jsou jejich Hasseovy diagramy následující:

S1 :

0

a b

1 S2 :

0

A

B

1

(2) ®ádný z následujících Hasseových diagramù uspoøádaných mno¾in neurèuje
svaz, proto¾e pro prvky x a y neexistuje in�mum:

x y

�

�

� �

x y

�

(3) id je na libovolné neprázdné mno¾inì M uspoøádání, ov¹em pro jM j > 1 se
jistì nejedná o svaz.

Vìta 12.3. (1) Je-li (M;�) svaz, pak pro v¹echna a; b; c 2M platí:

(S1) a _ b = b _ a, a ^ b = b ^ a,
(S2) a _ a = a = a ^ a,
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(S3) a _ (b _ c) = (a _ b) _ c, a ^ (b ^ c) = (a ^ b) ^ c,
(S4) a _ (b ^ a) = a = a ^ (b _ a).

(2) Nech»M(^;_) je algebra s dvìma binárními operacemi, které splòují podmín-
ky (S1) { (S4) a de�nujme na M relaci � pøedpisem: a � b, b = a _ b. Pak platí
a � b, a = a ^ b, dále (M;�) je svaz a sup�(a; b) = a _ b a inf�(a; b) = a ^ b.

Dùkaz. (1) Vlastnosti (S1) a (S2) jsou okam¾itým dùsledkem de�nice ^ a _.
(S3) Polo¾me d = a_(b_c). Doká¾eme, ¾e je d supremem mno¾iny fa; b; cg. Podle

de�nice _ je a � d a b; c � b_c � d, tedy d je horní odhad mno¾iny fa; b; cg. Zvolme
nìjaké e, pro nì¾ a; b; c � e. Pak (b_c) � e, proto¾e je e horní odhad mno¾iny fb; cg
a (b_c) je supremem této mno¾iny. Stejným argumentem dostaneme a_(b_c) � e,
tedy a _ (b _ c) = sup�(fa; b; cg) = c _ (a _ b) = (a _ b) _ c díky (S1). Dùkaz druhé
podmínky je symetrický.

(S4) Proto¾e b ^ a � a a a � a, máme a _ (b ^ a) � a. Naopak a � a _ (b ^ a),
tedy ze slabé antisymetrie plyne, ¾e a = a _ (b ^ a). I tentokrát pro ovìøení druhé
podmínky staèí zamìnit spojení prùsekem a relaci � relací �.

(2) Nejprve uká¾eme, ¾e je � uspoøádání. Proto¾e a = a _ a díky (S2), máme
podle de�nice a � a. Vezmeme-li a � b a b � c, tj. b = a _ b, c = b _ c, pak
c = (a_ b)_ c = a_ (b_ c) = a_ c díky (S3), tedy a � c. Koneènì platí-li, ¾e a � b
a b � a, dostáváme z (S1), ¾e b = a _ b = b _ a = a.

Nyní ovìøíme, ¾e b = a _ b, a = a ^ b. Za symetrie podmínek pro ^ a _ plyne,
¾e staèí abychom ovìøili jen jednu implikaci. Nech» napøíklad b = a _ b. Potom
a ^ b = a ^ (a _ b) = a ^ (b _ a) = a podle (S1) a (S4). Vidíme, ¾e je de�nice �
symetricky formulovatelná pomocí podmínky a � b, a = a ^ b.

Zbývá dokázat, ¾e sup�(a; b) = a_b (tvrzení pro ^ se doká¾e symetricky). Pøednì
a_(a_b) = (a_a)_b = a_b díky (S3) a (S2) a b_(a_b) = (a_b)_b = a_(b_b) = a_b
díky (S1), (S3) a (S2), tudí¾ a; b � (a _ b). Vezmeme-li prvek c, pro který a; b � c,
pak c = a _ c a c = b _ c, proto c = a _ (b _ c) = (a _ b) _ c podle (S3). Tím jsme
ovìøili, ¾e (a _ b) � c, co¾ znamená, ¾e sup�(a; b) = a _ b. �

Dokázané tvrzení poskytuje dva ekvivalentní pohledy na svaz: buï jako na
uspoøádanou mno¾inu (M;�) se supremy a in�my nebo algebru M(^;_) splòující
ètveøici axiomù (S1){(S4). V následujícím textu budeme v závislosti na kontextu
pracovat s obìma pohledy na svaz.

Pøíklad 12.4. U pøíkladù svazù uvedených v 12.1 máme tedy dva zpùsoby jak na
svaz nahlí¾et:

(1) (N; =) odpovídá algebøe N(GCD; lcm),
(2) (Z;�) (respektive (R;�), (Q;�)) odpovídá algebøe Z(min;max) (respek-

tive R(min;max), Q(min;max)),
(3) (P(X);�) odpovídá algebøe P(X)(\;[).

13. Svazy podmno¾in a kongruencí

V závìreèné kapitole se budeme vìnovat izomorfnímu popisu dvou zajímavých
tøíd svazù: koneèným Booleovým algebrám a svazu kongruencí grupy a okruhu. K
tomu úèelu zavedeme pojmy obecné Booleovy algebry jako distributivního svazu s
komplementy a uzávìrového systému. Izomor�smu svazù tak vyu¾ijeme pro dùkaz
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tvrzení, ¾e koneèné Booleovy algebry nejsou (a¾ na izomor�smus) nièím jiným ne¾
systémy v¹ech podmno¾in nìjaké mno¾iny, a pro lep¹í porozumìní vztahu kongru-
encí a normálních podgrup pro grupy a vztahu kongruencí a ideálù pro okruhy.

Nejprve ov¹em popí¹eme izomor�smy svazù chápaných jako algebry pomocí pojmu
monotónní zobrazení.

De�nice. Nech» f : A! B je zobrazení a (A;�) a (B;�) jsou svazy. Øekneme, ¾e
je f homomor�smus (izomor�smus) jde-li o homomor�smus (izomor�smus) algeber
A(^;_) a B(^;_) a f nazveme monotónním zobrazením, platí-li implikace a1 �
a2 ) f(a1) � f(a2). Podsvazem svazu A(^;_) budeme rozumìt podalgebru algebry
A(^;_).

Poznámka 13.1. Homomor�smus svazù je monotónní zobrazení.

Dùkaz. Je-li f : A ! B homomor�smus svazù a a1 � a2 2 A, pak a2 = a1 _ a2.
Proto f(a2) = f(a1 _ a2) = f(a1) _ f(a2) a tedy f(a1) � f(a2). �

Vìta 13.2. Bijekce svazù f je izomor�smus, právì kdy¾ jsou f i f�1 monotónní
zobrazení.

Dùkaz. Díky 13.1 staèí dokázat zpìtnou implikaci. Ovìøíme sluèitelnost f napøíklad
s _. Mìjme f : A! B takovou bijekci svazù, ¾e f i f�1 jsou monotónní, a zvolme
a; b 2 A. Proto¾e a; b � a _ b, je f(a); f(b) � f(a _ b), tudí¾ f(a) _ f(b) � f(a _ b).
Podobnì f(a); f(b) � f(a)_f(b), proto a; b � f�1(f(a)_f(b)) a a_b � f�1(f(a)_
f(b)). Pou¾ijeme-li na poslední vztah znovu monotonii f , dostaneme f(a _ b) �
f(a) _ f(b). Ze slabé antisymetrie �, potom plyne, ¾e f(a _ b) = f(a) _ f(b). �

Pøíklad 13.3. Pro svazy z Pøíkladu 12.2(1) uva¾ujme zobrazení f(0) = 0, f(1) =
1, f(a) = A, f(b) = B:

0

a

b

1

0

A

B

1

Zøejmì jde o monotónní zobrazení, ale nejedná se o homomor�smus svazù, pro-
to¾e f(a ^ b) = f(0) = 0 6= A = f(a) ^ f(b).

13.1. Booleovy algebry. Nyní budeme zkoumat svazy splòující nìkteré dal¹í pøi-
rozené identity.

De�nice. Uva¾ujme svaz S(^;_) (chápaný jako algebra).
Øekneme, ¾e je S(^;_) distributivní svaz, platí-li pro ka¾dé a; b; c 2 S rovnost

a _ (b ^ c) = (a _ b) ^ (a _ c).
Nech» svaz S(^;_) obsahuje nejmen¹í prvek 0 a nejvìt¹í prvek 1 (vzhledem k

uspoøádání � danému podmínkou a � b, b = a_b). Prvek a 2 S nazveme atomem
(resp. koatomem), jestli¾e a pokrývá 0 (resp. 1 pokrývá a). Komplementem prvku
a 2 S nazveme takový prvek a0 2 S, ¾e a _ a0 = 1 a a ^ a0 = 0.
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Poznámka 13.4. (1) Svaz S(^;_) je distributivní, právì kdy¾ pro ka¾dé a; b; c 2 S
platí, ¾e a^ (b_ c) = (a^ b)_ (a^ c), tedy svaz S(^;_) je distributivní, právì kdy¾
je opaèný svaz S(_;^) distributivní.

(2) Ka¾dý prvek distributivního svazu má nejvý¹e jeden komplement.

Dùkaz. (1) Ze symetrie vlastností operací plyne, ¾e staèí dokázat pouze jednu im-
plikaci. Nech» je svaz distributivní. Budeme s vyu¾itím de�nice distributivity a 12.3
upravovat: (a^b)_(a^c) = ((a^b)_a)^((a^b)_c) = a^(a_c)^(b_c) = a^(b_c),
kde druhá rovnost plyne z (S4) a tøetí rovnost plyne z (S1) a (S4).

(2) Nech» a _ bi = 1 a a ^ bi = 0 pro i = 1; 2. Pak bi = bi ^ 1 = bi ^ (a _ bj) =
(bi ^ a) _ (bi ^ bj) = 0 _ (bi ^ bj) = bi ^ bj , tedy bi � bj pro v¹echna i; j 2 f1; 2g,
co¾ znamená, ¾e b1 = b2. �

De�nice. Booleovou algebrou nazveme takovou algebru S(_;^;0;1; 0), ¾e S(^;_)
je distributivní svaz s nejvìt¹ím prvkem 1 a nejmen¹ím prvkem 0 a unární ope-
race 0 pøiøadí ka¾dému prvku jeho komplement. Homomor�smem (izomor�smem)
Booleových algeber rozumíme homomor�smus (izomor�smus) algeber v obvyklém
smyslu.

Pøíklad 13.5. (1) Svazy M5 = f0; 1; u; v; wg (øíká se mu obvykle diamant) a
N5 = f0; 1; a; b; cg (tzv. pentagon) dané Hasseovými diagramy

M5 :

0

u v w

1 N5 :

0

b

c

1

a

nejsou distributivní, proto¾e

u ^ (v _ w) = u ^ 1 = u 6= 0 = 0 ^ 0 = (u ^ v) _ (u _ w);

a ^ (b _ c) = a ^ 1 = c 6= 0 = 0 ^ 0 = (a ^ b) _ (a _ c):

Navíc si v¹imnìme, ¾e prvek u ve svazu M5 a prvek a ve svazu M5 nají dva
rùzné komplementy.

(2) Nech» P(X) je mno¾ina v¹ech podmno¾in mno¾iny X a pro ka¾dou podm-
no¾inu Y � X de�nujme Y 0 = X n Y . Pak je svaz P(X)(\;[) distributivní a
P(X)([;\; ;; X; 0) je Booleova algebra.

Poznámka 13.6. Nech» S(_;^;0;1; 0) je Booleova algebra. Pak pro ka¾dé a; b 2 S
platí:

(1) (a0)0 = a,
(2) (1)0 = 0 a (0)0 = 1,
(3) (a _ b)0 = a0 ^ b0, (a ^ b)0 = a0 _ b0.

Dùkaz. (1) a (2) plyne pøímo z de�nice a 13.4(2).
(3) (a _ b) ^ (a0 ^ b0) = (a ^ a0 ^ b0) _ (b ^ a0 ^ b0) = 0 _ 0 = 0 a podobnì

(a _ b) _ (a0 ^ b0) = (a _ b _ a0) ^ (a _ b _ b0) = 1 _ 1 = 1.
Dùkaz druhé rovnosti je symetrický. �
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Vìta 13.7. Buï S(_;^;0;1; 0) koneèná Booleova algebra a A buï mno¾ina v¹ech
atomù svazu S. Potom zobrazení � : P(A) ! S dané pøedpisem �(B) = supB je
izomor�smus Booleových algeber S(_;^;0;1; 0) a P (A)([;\; ;; A; 0).

Dùkaz. Pro ka¾dé M = fm1; : : : ;mng � S znaème
V
M = m1 ^m2 ^ � � � ^mn aW

M = m1 _m2 _ � � � _mn, dále
V
; = 1 a

W
; = 0

De�nujme nejprve zobrazení  : S ! P(A) pøedpisem  (s) = fa 2 Aj a � sg.
Okam¾itì vidíme, ¾e zobrazení � i  jsou monotónní vzhledem k inkluzi a �(;) =
0. Uká¾eme-li navíc, ¾e je � bijekce sluèitelná s prùsekem a spojením, pak nutnì
�(A) = 1 a �(B0) = �(B)0 pro ka¾dé B 2 P(A). Podle 13.2 tedy zbývá ovìøit, ¾e
� �  = IdS i  � � = IdP(A), tedy ¾e � je bijekce a ��1 =  .

Polo¾me t = � (s) =
W
fa 2 Aj a � sg. Potom t =

W
fa 2 Aj a � sg � s.

V¹imnìme si, ¾e díky distributivitì s = s^1 = s^(t_t0) = (s^t)_(s^t0) = t_(s^t0).
Pøedpokládáme-li, ¾e t 6= s, pak z pøedchozího vidíme, ¾e (s ^ t0) 6= 0, a díky
koneènosti S najdeme nìjaký atom a0, který le¾í pod prvkem s ^ t0, tedy a � t0 a
a 2  (s), a proto a � t. Zjistili jsme, ¾e a � t ^ t0 = 0, co¾ je spor, tudí¾ s = t.

Nyní polo¾me C =  �(B) = fa 2 Aj a �
W
Bg. Vezmeme-li b 2 B, pak b �

W
B,

a proto b 2 C, èím¾ jsme ovìøili inkluzi B � C. Zvolme tedy c 2 C a uva¾me, ¾e
0 6= c = c ^

W
B =

W
fc ^ bj b 2 Bg díky distributivitì a koneènosti B. To ov¹em

znamená, ¾e existuje b 2 B, pro nì¾ c^ b 6= 0. Proto¾e jsou oba prvky b a c atomy,
máme b = c, èím¾ jsme dokázali, ¾e B = C. �

Nyní je snadné uvìdomit si, ¾e je-li S(_;^;0;1; 0) Booleova algebra o 64 = 26

prvcích, pak je podle pøedchozí vìty izomorfní Booleovì algebøe P (X)([;\; ;; ; 0)
pro X = f1; 2; 3; 4; 5; 6g.

Z tého¾ dùvodu neexistuje ¾ádná patnáctiprvková Booleova algebra, proto¾e
podle Vìty 13.7 musí být ka¾dá Booleova algebra izomorfní potenèní Booleovì
algebøe, tedy musí mít 2n prvkù, kde n je poèet atomù.

13.2. Svazy kongruencí.

De�nice. Nech» je A mno¾ina a C � P(A) je nìjaký systém podmno¾in mno¾iny
A. Øekneme, ¾e C je uzávìrovým systémem nad A, pokud

(1) A 2 C,
(2) pro ka¾dý podsystém fBij i 2 Ig � C, je

T
fBij i 2 Ig 2 C.

V¹imnìme si, ¾e ka¾dý uzávìrový systém tvoøí úplný svaz:

Poznámka 13.8. (1) Je-li C uzávìrový systém, pak (C;�) tvoøí úplný svaz, kde
sup�(B) =

T
fC 2 Cj

S
B � Cg a inf�(B) =

T
B pro ka¾dé B � C .

(2) Systém v¹ech podalgeber i systém v¹ech kongruencí na algebøe spolu s inkluzí
je uzávìrový systém a tedy úplný svaz.

Dùkaz. (1) � je uspoøádání a
T
B je zjevnì in�mem. Proto¾e je C uzavøené na

prùniky, je
T
fX 2 Cj

S
B � Xg nejmen¹ím prvkem C obsahujícím v¹echna B 2 B,

co¾ je podle de�nice právì supremum vzhledem k inkluzi.
(2) Stejná úvaha jako v 12.1(4). �

Vìta 13.9. (1) V¹echny normální podgrupy libovolné grupy G(�) tvoøí spolu s in-
kluzí svaz a zobrazení � ! [1]� je izomor�smus svazu v¹ech kongruencí na grupì
G(�) svazu v¹ech normálních podgrup.
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(2) V¹echny kongruence a v¹echny ideály okruhu R(+; �;�; 0; 1) tvoøí spolu s
inkluzí svazy a zobrazení �! [0]� je izomor�smus svazu v¹ech kongruencí na svazu
v¹ech ideálù okruhu R.

Dùkaz. Nejprve doká¾eme technické lemma:

Lemma. Buï C uzávìrový systém obsa¾ený v systému v¹ech ekvivalencí na mno¾i-
nì A. Nech» pro N � P(A) a e 2 A platí:

(a) [e]� 2 N pro ka¾dé � 2 C,
(b) pro ka¾dé N 2 N existuje takové � 2 C, ¾e N = [e]�,
(c) pro ka¾dé �; � 2 C platí, ¾e [e]� � [e]� ) � � �.

Pak N je uzávìrový systém na A a tedy podle 13.8 svaz a zobrazení ' : C ! N
dané pøedpisem '(�) = [e]� je izomor�smus svazù.

Dùkaz lemmatu. Nejprve uká¾eme, ¾e je N uzávìrový systém. Proto¾e A�A 2 C,
máme A = [e]A�A 2 N díky (a). Vezmeme-li Ni 2 N , i 2 I, pak podle (b) existuje
pro ka¾dé i 2 I taková ekvivalence �i 2 C, ¾e Ni = [e]�i . Proto¾e je C uzávìrový
systém, tedy

T
i2I �i 2 C, dostáváme

T
i2I Ni =

T
i2I [e]�i = [e]T

i2I �i
2 N opìt

díky (a).
Nyní staèí podle 13.2 ovìøit, ¾e je ' dobøe de�novaná bijekce a ¾e ' i '�1 jsou

monotónní vzhledem k inkluzi. Korektnost de�nice pøitom zaruèuje podmínka (a),
podmínka (b) øíká, ¾e je ' na N , a z podmínky (c) plyne, ¾e jde o prosté zobrazení.
Koneènì, je-li � � �, pak [e]� � [e]� pro ka¾dou dvojici ekvivalencí � a �, co¾
zaruèuje monotónii ', a monotónie '�1 je pøímo obsahem podmínky (c). �

(1) Oznaème symbolem C mno¾inu v¹ech kongruencí na G(�), tj. ekvivalencí slu-
èitelných s operací � (viz 8.4(3)), symbolem N mno¾inu v¹ech normálních podgrup
G(�) a symbolem e neutrální prvek G(�). Z 13.8 plyne, ¾e je C uzávìrový systém
a 5.4 zaruèuje, ¾e jsou splnìny pøedpoklady (a), (b), (c) Lemmatu, odkud plyne
závìr.

(2) Nejprve doká¾eme, ¾e ekvivalence � je kongruence na R(+; �;�; 0; 1), právì
kdy¾ [0]� je ideál a � = Ker[0]�. V 10.6(1) jsme dokázali zpìtnou implikaci. Je-li
naopak � je kongruence na okruhu R, pak jde také o kongruenci grupy R(+), proto
je [0]� podle 5.4 podgrupou R(+) a (a; b) 2 �, a� b 2 [0]�. Zbývá ovìøit, ¾e jde o
ideál. Zvolme i 2 [0]� a r 2 R, tedy (i; 0) 2 � a (r; r) 2 �, proto (ir; 0) = (ir; 0r) 2 �
a (ri; 0) = (ri; r0) 2 �, tedy ir; ri 2 I.

Nyní stejným zpùsobem jako v dùkazu (1) nahlédneme ¾e jsou pro e = 0, C
mno¾inu v¹ech kongruencí a N mno¾inu v¹ech ideálù okruhu R(+; �;�; 0; 1) splnìny
pøedpoklady Lemmatu, odkud dostáváme závìr. �

Pøíklad 13.10. Podle pøedchozí vìty a 7.2 tvoøí svaz v¹ech kongruencí na dvanácti-
prvkové cyklické grupì právì ¹estiprvková mno¾ina kongruencí rmodhii pro i 2
f0; 1; 2; 3; 4; 6; g s inkluzí a tento svaz je stejný jako svaz kongruencí na okruhu
Z12(+; �;�; 0; 1).

14. Shrnutí

Na závìr kurzu si uvìdomme jakými algebraickými prostøedky disponujeme, jaké
je jejich místo v kontextu matematiky a k jakým úèelùm se dají vyu¾ít.
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14.1. Teorie èísel a okruhy. Otázky teorie èísel lze formulovat právì jazykem
teorie okruhù, tedy jazykem pracujícím se dvìma distributivitou svázanými asoci-
ativními binárními operacemi. Samotná teorie èísel fakticky pracuje s konkrétním
okruhem celých èísel, ov¹em mnohá její tvrzení lze vyslovit a dokázat v obecnìj¹ím
kontextu teorie okruhù a naopak mnohé poznatky a postupy teorie okruhù posky-
tují u¾iteèný aparát v teorii èísel. Klíèem k pochopení tohoto vztahu je vyjádøení
dìlitelnosti (tedy základnímu výrazovému prostøedku teorie èísel) pomocí inkluze
ideálù, je¾ je formulováno (a=b, bR � aR) v elementárním pozorování 11.5.

Co dùle¾itého se nám podaøilo nahlédnout:

2.2 Základní vìta aritmetiky. Obdobu tohoto tvrzení lze dokázat i pro dal¹í
tøídy okruhù (napøíklad pro okruhy jednoho èi více promìnných nad tìle-
sem).

2.8 Èínská vìta o zbytcích pro celá èísla. I toto tvrzení lze zobecnit a vyu¾ít
napøíklad pro rychlé násobení polynomù.

10.7 Tvrzení, ¾e tìlesem jsou právì faktory komutativního okruhu podle maxi-
málního ideálu, spolu

11.2 s algoritmickou vìtou o dìlení se zbytkem, nám umo¾òuje
11.8 konstruovat koneèná tìlesa (ta jsou posléze základním stavebním kamenem

algebraické teorie kódù).

14.2. Grupy. Základnìj¹ím, aèkoli mo¾ná ménì pøirozeným objektem na¹eho zkou-
mání byly jednotlivé binární operace. Omezíme-li se na mno¾iny s jedinou asocia-
tivní binární operací, pak neutrální prvek ani invertibilní prvky obecnì nemusí být
k dispozici, ov¹em existují-li, jsou urèeny jednoznaènì. Navíc v ka¾dém monoidu,
jak mno¾inu s asociativní binární operací a neutrálním prvkem nazýváme, v¾dy
najdeme kanonickou grupu invertibilních prvkù (3.6).

Co dùle¾itého se nám podaøilo nahlédnout:

3.9 Vzorec pro výpoèet Eulerovy funkce, tedy poètu invertibilních prvkù mo-
noidu Zn(�) získaný pomocí Èínské vìty o zbytcích je u¾iteèný v kontextu
teorie èísel.

4.5 Lagrangeova vìta popisující vztah poètu prvkù grupy a její podgrupy je
dùsledek zkoumání vlastností kongruencí rmod a lmod, jejich¾ dal¹ími dù-
sledky jsou

5.4 popis kongruencí grupy pomocí pojmu normální podgrupa a posléze
13.9 jednoznaèná korespondence svazù normálních podgrup (resp. ideálù) a kon-

gruencí grup (resp. okruhù).
6.4 Snadný popis struktury cyklických grup umo¾òuje
7.2 zesílit tvrzení Lagrangeovy vìty pro cyklické grupy a formulovat
7.5 Eulerovu vìtu, která je základním nástrojem nìkolika kryptogra�ckých apli-

kací (protokoly RSA, Di�e{Hellman, ElGamal).

14.3. Univerzální algebra. Mnoho základních úvah o konkrétních algebraických
objektech, jaké tvoøí napøíklad grupy nebo okruhu, má stejnou podstatu, a proto je
mo¾né uèinit je velmi obecnì pro abstraktní algebry opatøené systémem blí¾e nespe-
ci�kovaných operací. Velmi u¾iteèný prostøedek, jak porozumìt inkluzí uspoøáda-
ným systémùm podalgeber a kongruencí algeber, co¾ jsou základní nástroje zkou-
mání obecných algeber, je pojem svazu, který pøedstavuje algebraicky uchopené
uspoøádané mno¾iny.

Co dùle¾itého se nám podaøilo nahlédnout:
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9.1 Jako zobecnìní pozorování 5.3 pro grupy jsme si uvìdomili, ¾e faktorizovat
algebry lze právì podle kongruencí a ¾e pøirozená projekce na faktorovou
algebru je právì homomor�smus.

9.3 1.vìta o izomor�smu jako dùsledek Vìty o homomor�smu, kterou jsme nej-
prve dokázali v jednodu¹¹ím pøípadì grup 5.6, umo¾òuje pøekládat pro-
blémy týkající se faktorových grup do podgrup známých grup,

9.4 zatímco 2.vìta o izomor�smu ukazuje, ¾e faktor faktorové algebry lze v¾dy
izomorfnì pøelo¾it na faktor pùvodní algebry.

13.2 Tvrzení, ¾e izomor�smy svazù lze popsat jazykem monotónie, vyu¾ívá dù-
kaz

13.7 izomorfního popisu koneèných Booleových algeber jako potenèní Booleovy
algebry.
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