
1. Základní pøíklady a poznatky o monoidech a grupách

Napi¹te Eukleidùv algoritmus.
Napi¹te Èínskou vìtu o zbytcích (pro Zn).
De�nujte Eulerovu funkci a uveïte vzorec pro její výpoèet.
De�nujte Eulerovu funkci a napi¹te Eulerovu vìtu.
Pro daný monoid M(�), de�nujte grupu M�(�) invertibilních prvkù.
Uveïte nìjaký postup na výpoèet inverzního prvku v grupì invertibilních prvkù

Z�
n
(�).
De�nujte grupu invertibilních prvkù Z�

n
(�)monoidu Zn(�). Které obsahuje prvky?

Uveïte de�nici grupy a nìjaký pøíklad grupy, která není komutativní.
Uveïte de�nici komutativní grupy a øeknìte, které podgrupy komutativní grupy

jsou normální.
Uveïte de�nici grupy a podgrupy.
Uveïte de�nici monoidu a pøíklad monoidu, který není grupou.

2. Kongruence a homomorfismy grup

Napi¹te, co rozumíme faktorovou grupou grupy G(�) podle normální podgrupy
H.

Napi¹te, co rozumíme ekvivalencí rmod H na grupì G(�), kde H je její podgrupa.
Napi¹te Lagrangeovu vìtu. Co pøesnì znaèí [G : H]?
Jaký je vztah øádu grupy a øádù jejích podgrup?
De�nujte podgrupu a normální podgrupu.
De�nujte normální podgrupu a homomor�smus grup.
Uveïte de�nici faktorové grupy (vèetnì znaèení a de�nice operací).
Uveïte vìtu o homomor�smu pro grupy.
Uveïte 1. vìtu o izomor�smu pro grupy.
Uveïte 2. vìtu o izomor�smu pro grupy.
De�nujte relaci rmod H pro danou podgrupu H.
Kdy je relace relace rmod H kongruence na grupì G(�)?
Popi¹te pomocí podgrup v¹echny ekvivalence sluèitelné s grupovou operací.
De�nujte v¹echny ekvivalence sluèitelné s grupovou operací.
Najdìte grupu G(�) a její podgrupu H, aby relace rmod H nebyla sluèitelná s �.
Existuje mezi ka¾dou dvojicí grup nìjaký homomor�smus? Struènì zdùvodnìte.
Existuje nekoneèná grupa, která obsahuje jen jednu normální podgrupu? Struènì

zdùvodnìte.

3. Pøíklady grup

Mù¾e mít komutativní grupa nekomutativní vlastní podgrupu? Pokud ano, uveïte
pøíklad. Pokud ne, zdùvodnìte.

Mù¾e mít nekomutativní grupa komutativní vlastní podgrupu? Pokud ano, uveïte
pøíklad. Pokud ne, zdùvodnìte.

Je grupa permutací S3(�) komutativní? Struènì zdùvodnìte.
Je grupa A4(�) (=sudé permutace) komutativní? Struènì zdùvodnìte.
Je grupa A3(�) (=sudé permutace) komutativní? Struènì zdùvodnìte.
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Je aditivní grupa Z� Z(+) komutativní? Struènì zdùvodnìte.
Je f0; 1;�1g(�) grupa? Struènì zdùvodnìte.
Je f1;�1g(�) grupa? Struènì zdùvodnìte.
Tvoøí v¹echny ètvercové matice stupnì 7 nad tìlesem s násobením grupu? Struènì

zdùvodnìte.
Tvoøí v¹echny regulární ètvercové matice nad tìlesem s násobením grupu? Stru-

ènì zdùvodnìte.
Tvoøí v¹echny funkce R! R se skládáním grupu? Struènì zdùvodnìte.
Uveïte v¹echny (a¾ na izomor�smus) grupy prvoèíselné velikosti p.
Napi¹te aspoò tøi neizomorfní osmiprvkové grupy.
Napi¹te aspoò dvì neizomorfní devítiprvkové grupy.
Napi¹te aspoò dvì neizomorfní 24-prvkové grupy.
Napi¹te aspoò tøi neizomorfní 12-prvkové grupy.

4. Podgrupy

Rozhodnìte, zda iracionální èísla tvoøí podgrupu grupy C(+). Struènì zdùvod-
nìte.

Rozhodnìte, zda iracionální èísla tvoøí podgrupu grupy C�(�). Struènì zdùvod-
nìte.

Rozhodnìte, zda celá èísla tvoøí podgrupu grupy C(+). Struènì zdùvodnìte.
Rozhodnìte, zda celá èísla tvoøí podgrupu grupy C�(�). Struènì zdùvodnìte.
Rozhodnìte, zda racionální èísla tvoøí podgrupu grupy R(+). Struènì zdùvod-

nìte.
Rozhodnìte, zda kladná èísla tvoøí podgrupu grupy R(+). Struènì zdùvodnìte.
Rozhodnìte, zda kladná èísla tvoøí podgrupu grupy R�(�). Struènì zdùvodnìte.
Rozhodnìte, zda tvoøí sudá celá èísla podgrupu grupy Q(+)? Struènì zdùvod-

nìte.
Rozhodnìte, zda tvoøí sudá èísla podgrupu grupy Q�(�)? Struènì zdùvodnìte.
Rozhodnìte, zda pøirozená èísla tvoøí podgrupu grupy Q(+). Struènì zdùvod-

nìte.
Rozhodnìte, zda permutace splòující �2 = id tvoøí podgrupu grupy S3(�).
Rozhodnìte, zda liché permutace tvoøí podgrupu grupy Sn(�).
Rozhodnìte, zda tvoøí mno¾ina f1; 7g podgrupu grupy Z�9(�)? Struènì zdùvod-

nìte.
Rozhodnìte, zda tvoøí mno¾ina f1; 3g podgrupu grupy Z�10(�)? Struènì zdùvod-

nìte.
Rozhodnìte, zda tvoøí mno¾ina f1; 2; 4; 5; 10g podgrupu grupy Z�11(�)? Struènì

zdùvodnìte.
Rozhodnìte, zda tvoøí mno¾ina f1; 3; 9g podgrupu grupy Z�13(�)? Struènì zdù-

vodnìte.
Rozhodnìte, zda tvoøí mno¾ina f1; 4; 7g podgrupu grupy Z�9(�)? Struènì zdùvod-

nìte.
Rozhodnìte, zda tvoøí mno¾ina f1; 5g podgrupu grupy Z�12(�)? Struènì zdùvod-

nìte.
Rozhodnìte, zda lichá èísla tvoøí podgrupu grupy Z(+)? Struènì zdùvodnìte.
Napi¹te, jak vypadají v¹echny podgrupy grup Zn(+).
Napi¹te, jak vypadají v¹echny podgrupy grupy Z(+).
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Rozhodnìte, zda diagonální matice tvoøí podgrupu grupy regulárních maticGLn(Q)(�).
Struènì zdùvodnìte.

Rozhodnìte, zda horní trojúhelníkové matice tvoøí podgrupu grupy regulárních
matic GLn(Q)(�). Struènì zdùvodnìte.

Rozhodnìte, zda regulární horní trojúhelníkové matice tvoøí podgrupu grupy
regulárních matic GLn(Q)(�). Struènì zdùvodnìte.

Rozhodnìte, zda dolní trojúhelníkové matice tvoøí podgrupu grupy GLn(Q)(�).
Struènì zdùvodnìte.

5. Cyklické grupy

De�nujte cyklickou grupu.
Uveïte v¹echny (a¾ na izomor�smus) cyklické grupy.
Nech» k 2 f1; : : : ; ng. Za jakých podmínek hki = Zn? Kolik podgrup øádu k má

grupa Zn?
Kolik existuje podgrup koneèné cyklické grupy?
Kolik generátorù obsahuje koneèná a kolik nekoneèná cyklická grupa?
Existují dvì neizomorfní cyklické grupy øádu 123456? Struènì zdùvodnìte.
Existují dvì neizomorfní cyklické grupy øádu 21000? Struènì zdùvodnìte.
Existují dvì neizomorfní nekoneèné cyklické grupy? Struènì zdùvodnìte.
Existuje podgrupa èi faktorová grupa cyklické grupy, která není cyklická? Struènì

zdùvodnìte.
Obsahuje ka¾dá aspoò dvouprvková koneèná grupa nìjakou koneènou aspoò

dvouprvkovou cyklickou podgrupu? Struènì zdùvodnìte.
Obsahuje ka¾dá nekoneèná grupa nekoneènou cyklickou podgrupu? Struènì zdù-

vodnìte.

6. Algebry

Uveïte de�nici algebry a podalgebry.
Uveïte de�nici homomor�smu mezi algebrami A(�ij i 2 I) a B(�ij i 2 I).
Uveïte de�nici izomor�smus mezi algebrami A(�ij i 2 I) a B(�ij i 2 I).
Pro jaké algebry je prázdná mno¾ina podalgebrou?
Co znamená, ¾e jsou algebry izomorfní?
Co znamená, ¾e jsou algebry stejného typu?
Existuje v¾dy nìjaký homomor�smus algebry do sebe? Struènì zdùvodnìte.
Existuje v¾dy nìjaký izomor�smus algebry do sebe? Struènì zdùvodnìte.
Existuje mezi ka¾dou dvojicí algeber stejného typu nìjaký homomor�smus? Stru-

ènì zdùvodnìte.
Existuje nekoneèná algebra obsahující jedinou podalgebru? Struènì zdùvodnìte.

7. Kongruence na algebrách

Uveïte de�nici faktorové algebry (vèetnì znaèení a de�nice operací).
De�nujte kongruenci na algebøe.
Je prùnik dvou kongruencí na algebøe v¾dy kongruence? Struènì zdùvodnìte.
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Je sjednocení dvou kongruencí na algebøe v¾dy kongruence? Struènì zdùvodnìte.
De�nujte sluèitelnost ekvivalence s n-ární operací. Je ka¾dá ekvivalence sluèi-

telná s ka¾dou nulární operací?
De�nujte sluèitelnost ekvivalence s n-ární operací. Je ka¾dá ekvivalence sluèi-

telná s ka¾dou unární operací?
Uveïte vìtu o homomor�smu pro algebry.
Uveïte 1. vìtu o izomor�smu pro algebry.
Uveïte 2. vìtu o izomor�smu pro grupy i algebry.
Uveïte pøíklady aspoò dvou kongruencí na desetiprvkové algebøe.
Uveïte pøíklady aspoò dvou kongruencí na nekoneèné algebøe.
Uveïte pøíklad kongruence a podalgebry na algebøe A(�ij i 2 I).
Existuje nekoneèná algebra, na ní¾ je pouze jedna kongruence? Struènì zdùvod-

nìte.
Kolik existuje neizomorfních koneèných algeber stejného typu, na nich¾ je pouze

jedna kongruence? Struènì zdùvodnìte.

8. (Ne)izomorfní algebry

Jsou grupy R(+) a R+(�) (podgrupa kladných èísel grupy R�(�)) izomorfní? Stru-
ènì zdùvodnìte.

Jsou grupy R(+) a R�(�) izomorfní? Struènì zdùvodnìte.
Jsou grupy Q(+) a Q�(�) izomorfní? Struènì zdùvodnìte.
Jsou grupy Q(+) a Z� Z(+) izomorfní? Struènì zdùvodnìte.
Jsou grupy C(+) a R� R(+) izomorfní? Struènì zdùvodnìte.
Jsou grupy C�(�) a R� � R�(�) izomorfní? Struènì zdùvodnìte.
Jsou grupy Z2(+) a Z�(�) izomorfní? Struènì zdùvodnìte.
Jsou grupy Z29(+) a Z�29(�) izomorfní? Struènì zdùvodnìte.
Jsou grupy Z19(+) a Z�20(�) izomorfní? Struènì zdùvodnìte.
Jsou grupy Z12(+) a Z3 � Z4(+) izomorfní? Struènì zdùvodnìte.
Jsou grupy Z16(+) a Z4 � Z4(+) izomorfní? Struènì zdùvodnìte.
Jsou grupy Z12(+) a Z2 � Z6(+) izomorfní? Struènì zdùvodnìte.
Jsou grupy Z15(+) a Z3 � Z5(+) izomorfní? Struènì zdùvodnìte.
Jsou grupy Z3(+) a A3(�) izomorfní? Struènì zdùvodnìte.
Rozhodnìte, zda jsou izomorfní monoidy N(+) a N(�). Struènì zdùvodnìte.
Rozhodnìte, zda jsou izomorfní monoidy Q(�) a N(�). Struènì zdùvodnìte.
Rozhodnìte, zda jsou izomorfní monoidy Z(+) a Z(�). Struènì zdùvodnìte.
Rozhodnìte, zda jsou izomorfní algebry Q(�;+; 1) a Z(�;+; 1). Struènì zdùvod-

nìte.
Rozhodnìte, zda jsou izomorfní monoidy N(�) a Z(�). Struènì zdùvodnìte.
Rozhodnìte, zda jsou izomorfní algebry Q(�;+; 1) a Z(�;+; 1). Struènì zdùvod-

nìte.

9. Okruhy a tìlesa

De�nujte tìleso.
De�nujte okruh.
De�nujte pravý a levý ideál okruhu.
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De�nujte ideál okruhu.
Charakterizujte, které okruhy jsou tìlesa pomocí pojmu pravý a levý ideál.
Popi¹te maximální ideály oboru polynomù nad tìlesem.
Charakterizujte ideály oboru polynomù nad tìlesem.
Napi¹te algoritmus dìlení se zbytkem polynomù nad tìlesem.
Uveïte pøíklad okruhu a nìjakého jeho ideálu.
Uveïte pøíklad okruhu, který není tìlesem.
Popi¹te vztah mno¾iny kongruencí a ideálù okruhu.
Popi¹te v¹echny ideály okruhu celých èísel.
Najdìte aspoò tøi kongruence na okruhu celých èísel.
Popi¹te v¹echna koneèná komutativní tìlesa.
Vyslovte nutnou a postaèující podmínku pro poèet prvkù koneèného tìlesa.

10. Uspoøádané mno¾iny a svazy

Buï (X;�) uspoøádaná mno¾ina a A � X. De�nujte supremum mno¾iny A.
Buï (X;�) uspoøádaná mno¾ina a A � X. De�nujte in�mum mno¾iny A.
Buï (X;�) uspoøádaná mno¾ina. De�nujte nejvìt¹í a nejmen¹í prvek.
De�nujte svaz a úplný svaz pomocí relace uspoøádání.
De�nujte distributivní svaz.
Uveïte de�nici (axiomatický popis) svazu jako algebry.
De�nujte Booleovu algebru.
De�nujte komplement prvku ve svazu. Je komplement v¾dy nejvý¹e jeden? Stru-

ènì odùvodnìte.
De�nujte monotónní zobrazení a homomor�smus svazù.
Charakterizujte izomor�smy svazù pomocí monotonie.
Je ka¾dé monotónní zobrazení svazù homomor�smus? Struènì zdùvodnìte.
Je ka¾dá monotónní bijekce mezi svazy izomor�smus? Struènì zdùvodnìte.
Je ka¾dý homomor�smus svazù monotónní zobrazení? Struènì zdùvodnìte.
Uveïte pøíklad uspoøádání na dvou prvcích, které není svazem.
Uveïte pøíklad tøíprvkového svazu.
Uveïte lineárnì uspoøádanou mno¾inu (tj. 8a; b buï a � b nebo b � a), která

není úplným svazem.
Tvoøí koneèné podmno¾iny mno¾iny N svaz vzhledem k uspoøádání �? Struènì

zdùvodnìte.
Tvoøí koneèné podmno¾iny mno¾iny N úplný svaz vzhledem k uspoøádání �?

Struènì zdùvodnìte.
Tvoøí podmno¾iny mno¾iny N svaz vzhledem k uspoøádání �? Struènì zdùvod-

nìte.
Je ka¾dá lineárnì uspoøádaná mno¾ina (tj. 8a; b buï a � b nebo b � a) svaz?

Struènì zdùvodnìte.
Je ka¾dá lineárnì uspoøádaná mno¾ina (tj. 8a; b buï a � b nebo b � a) úplný

svaz? Struènì zdùvodnìte.
Uveïte pøíklad osmiprvkové Booleovy algebry.
Uveïte pøíklad ètyøprvkové Booleovy algebry.
Uveïte pøíklad ¹estnáctiprvkové Booleovy algebry.
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11. Eulerova funkce a Eukleidùv algoritmus (2 body)

Spoètìte hodnotu Eulerovy funkce '(1200).
Spoètìte hodnotu Eulerovy funkce '(1008).
Spoètìte hodnotu Eulerovy funkce '(2250).
Spoètìte hodnotu Eulerovy funkce '(2310).
Spoètìte 11�1 v monoidu Z24(�).
Spoètìte 13�1 v monoidu Z19(�).
Spoètìte 5�1 v monoidu Z22(�).
Spoètìte 7�1 v monoidu Z23(�).
Spoèítejte, kolik invertibilních prvkù obsahuje monoid Z888(�).
Spoèítejte, kolik invertibilních prvkù obsahuje monoid Z999(�).
Spoèítejte, kolik invertibilních prvkù obsahuje monoid Z777(�).
Spoèítejte, kolik generátorù obsahuje cyklická grupa øádu 870.
Spoèítejte, kolik generátorù obsahuje cyklická grupa øádu 880.
Spoèítejte, kolik generátorù obsahuje cyklická grupa øádu 1300.

12. Svazy podgrup, homomorfismy cyklických grup (2 body)

Uveïte v¹echny podgrupy grupy Z12(+).
Uveïte v¹echny podgrupy grupy Z18(+).
Uveïte v¹echny podgrupy grupy Z16(+).
Uveïte v¹echny podgrupy grupy Z5(+0).
Uveïte v¹echny podalgebry algebry Z40(+; 0).
Uveïte v¹echny podalgebry algebry Z999(+; 1).
Kolik kongruencí existuje na algebøe Z24(+)?
Kolik kongruencí existuje na algebøe Z20(+)?
Kolik kongruencí existuje na algebøe Z30(+; �)?
Kolik kongruencí existuje na algebøe Z90(+; 0; 1)?
Kolik kongruencí existuje na algebøe Z30(+; 0; 1)?
Kolik existuje homomor�smù grupy Z30(+) do grupy Z50(+)?
Kolik existuje homomor�smù grupy Z50(+) do grupy Z70(+)?
Kolik existuje homomor�smù grupy Z12(+) do grupy Z24(+)?
Kolik existuje prostých homomor�smù grupy Z30(+) do grupy Z90(+)?
Kolik existuje prostých homomor�smù grupy Z2(+) do grupy S4(�)?
Kolik existuje prostých homomor�smù grupy Z3(+) do grupy S4(�)?
Kolik existuje prostých homomor�smù grupy Z4(+) do grupy S4(�)?
Kolik existuje homomor�smù grupy Z2(+) do grupy S4(�)?
Kolik existuje homomor�smù grupy Z3(+) do grupy S4(�)?

13. Lagrangeova vìta, podgrupy a kongruence cyklických grup (2
body)

Kolik podgrup a kolik kongruencí má grupa Z80(+)? Odùvodnìte.
Kolik podgrup a kolik kongruencí má grupa Z121(+)? Odùvodnìte.
Kolik podgrup a kolik kongruencí má grupa Z100(+)? Odùvodnìte.
Kolik podgrup a kolik kongruencí má grupa Z333(+)? Odùvodnìte.
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Kolik normálních podgrup má grupa S3(�)? Odùvodnìte.
Kolik podgrup øádu 4 má grupa S4(�)? Odùvodnìte.
Kolik podgrup øádu 5 má grupa S4(�)? Odùvodnìte.
Kolik podgrup øádu 3 má grupa S5(�)? Odùvodnìte.
Kolik podgrup øádu 4, 5 a 6 má grupa Z8660(+)? Odùvodnìte.
Kolik podgrup øádu 4, 5, 6 a 7 má grupa Z1200(+)? Odùvodnìte.
Kolik podgrup øádu 4, 5 a 6 má grupa Z333(+)? Odùvodnìte.
Kolik podgrup øádu 13 má grupa Q�(�)? Odùvodnìte.
Kolik podgrup øádu 2 má grupa Q�(�)? Odùvodnìte.
Kolik podgrup øádu 3 má grupa C�(�)? Odùvodnìte.
Rozhodnìte zda grupa S6(�) obsahuje podgrupu øádu a) 5, b) 8. Pokud ano,

uveïte pøíklad, pokud ne, vysvìtlete.
Rozhodnìte zda grupa S5(�) obsahuje podgrupu øádu a) 5, b) 6. Pokud ano,

uveïte pøíklad, pokud ne, vysvìtlete.
Rozhodnìte zda grupa S5(�) obsahuje podgrupu øádu a) 4, b) 7. Pokud ano,

uveïte pøíklad, pokud ne, vysvìtlete.
Rozhodnìte zda grupa A4(�) (= sudé permutace) obsahuje podgrupu øádu a) 4,

b) 5. Pokud ano, uveïte pøíklad, pokud ne, vysvìtlete.
Rozhodnìte zda grupa A5(�) (= sudé permutace) obsahuje podgrupu øádu a) 4,

b) 5. Pokud ano, uveïte pøíklad, pokud ne, vysvìtlete.

14. Generátory cyklických grup, pøíklady grup (2 body)

Je grupa S3(�) cyklická? Zdùvodnìte.
Je grupa S4(�) cyklická? Zdùvodnìte.
Je grupa A4(�) (= sudé permutace) cyklická? Struènì zdùvodnìte.
Je grupa Q(+) cyklická? Zdùvodnìte.
Je grupa Q�(�) cyklická? Zdùvodnìte.
Je grupa Z9 � Z3(+) cyklická? Zdùvodnìte.
Je grupa Z9 � Z12(+) cyklická? Zdùvodnìte.
Je grupa Z9 � Z14(+) cyklická? Zdùvodnìte.
Je grupa Z�10(�) cyklická? Zdùvodnìte.
Je grupa Z� Z(+) cyklická? Zdùvodnìte.
Je grupa Z�(�) cyklická? Zdùvodnìte.
Je podgrupa 3Z grupy Z(+) cyklická? Zdùvodnìte.
Urèete øád podgrupy generované prvkem 66 v grupì Z147(+).
Urèete øád podgrupy generované prvkem 27 v grupì Z300(+).
Generuje prvek 2 grupu Z�9(�)? Zdùvodnìte.
Generuje prvek 4 grupu Z�15(�)? Zdùvodnìte.
Generuje prvek 7 grupu Z�50(�)? Zdùvodnìte.
Generuje prvek 27 grupu Z152(+)? Generuje prvek 27 grupu Z153(+)? Struènì

zdùvodnìte.
Generuje prvek 16 grupu Z170(+)? Generuje prvek 16 grupu Z256(+)? Struènì

zdùvodnìte.
Existuje nekomutativní 6-prvková grupa? Pokud ano, uveïte pøíklad. Pokud ne,

zdùvodnìte.
Existuje nekomutativní 7-prvková grupa? Pokud ano, uveïte pøíklad. Pokud ne,

zdùvodnìte.
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Existuje nekomutativní 8-prvková grupa? Pokud ano, uveïte pøíklad. Pokud ne,
zdùvodnìte.

Existuje nekomutativní 12-prvková grupa? Pokud ano, uveïte pøíklad. Pokud
ne, zdùvodnìte.

Existuje nekomutativní nekoneèná grupa? Pokud ano, uveïte pøíklad. Pokud ne,
zdùvodnìte.

Existuje necyklická osmiprvková grupa? Pokud ano, uveïte pøíklad. Pokud ne,
zdùvodnìte.

Existuje necyklická 11-prvková grupa? Pokud ano, uveïte pøíklad. Pokud ne,
zdùvodnìte.

Existuje 100-prvková grupa obsahující podgrupu øádu 12? Pokud ano, uveïte
pøíklad. Pokud ne, zdùvodnìte.

Existuje 99-prvková grupa obsahující podgrupu øádu 8? Pokud ano, uveïte pøí-
klad. Pokud ne, zdùvodnìte.

Existuje 99-prvková grupa obsahující podgrupu øádu 9? Pokud ano, uveïte pøí-
klad. Pokud ne, zdùvodnìte.

Existuje 74-prvková grupa obsahující podgrupu øádu 10? Pokud ano, uveïte
pøíklad. Pokud ne, zdùvodnìte.

Existuje 64-prvková grupa, která má 16-prvkovou podgrupu? Pokud ano, uveïte
pøíklad. Pokud ne, zdùvodnìte.

Existuje 70-prvková grupa, která má 15-prvkovou podgrupu? Pokud ano, uveïte
pøíklad. Pokud ne, zdùvodnìte.

Existuje 60-prvková grupa, která má 15-prvkovou podgrupu? Pokud ano, uveïte
pøíklad. Pokud ne, zdùvodnìte.


