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1 Úvod
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Onďrej Houška V́ıcekriteriálńı metody děleńı graf̊u
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Děleńı graf̊u

Definice

Necht’ G = (V ,E ) je neorientovaný graf, s ∈ N. Rovnoměrné
děleńı grafu G na s část́ı je disjunktńı rozklad množiny vrchol̊u V
na V1, . . . ,Vs tak, že |V1|, . . . , |Vs | ∈ {b |V |

s c, d
|V |
s e}.

Hranový separátor děleńı V1, . . . ,Vs je množina
H(V1, . . . ,Vs) = {(u, v) ∈ E | u ∈ Vi , v ∈ Vj , i 6= j} ⊂ E .
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H(V1, . . . ,Vs) = {(u, v) ∈ E | u ∈ Vi , v ∈ Vj , i 6= j} ⊂ E .
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Děleńı graf̊u

Úloha: Naj́ıt pro zadaný graf rovnoměrné děleńı minimalizuj́ıćı
|H(V1, . . . ,Vs) |.
Zobecněńı úlohy: Máme-li zadané kladné ohodnoceńı hran
r : E → R+, minimalizujeme∑

e∈H(V1,...,Vs)

r (e)

p̌res všechna rovnoměrná děleńı G .
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Děleńı graf̊u

Mı́sto rovnoměrých děleńı můžeme minimalizovat p̌res všechna
děleńı splňuj́ıćı

|
∑

v∈Vi
w(v)− average|
average

≤ ε pro všechna i = 1, . . . , s,

kde ε je maximálńı p̌rijatelná relativńı odchylka,
average = 1

s

∑
v∈V w(v)

a w : V → R+ je kladné ohodnoceńı vrchol̊u popisuj́ıćı jejich
velikost (snaž́ıme se v děleńı źıskat podobně velké skupiny vrchol̊u).
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Složitost řešeného problému

Základńı problém děleńı graf̊u, ve kterém je s = 2, r ≡ 1,
w ≡ 1, je NP-úplný.

Přesné řešeńı úlohy tedy lze požadovat jen pro velmi malé
grafy.

V aplikaćıch je ale poťreba dělit velké grafy.

→ Pro děleńı graf̊u se použ́ıvaj́ı aproximačńı algoritmy
a heuristiky.
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Kde se využ́ıvá děleńı graf̊u (p̌ŕıklady)

1 vědeckotechnické výpočty na paralelńıch výpočetńıch
architekturách

w : V → R+ popisuje výpočetńı náklady v jednotlivých uzlech
ohodonoceńı hran r : E → R+ odpov́ıdá množstv́ı
p̌resouvaných dat mezi uzly
ćılem je p̌ribližně rovnoměrně rozložit výpočty na s procesor̊u
tak, aby komunikace mezi procesory byla minimálńı

2 urychlováńı řešič̊u soustav lineárńıch rovnic

v mnohých aplikaćıch je poťreba řešit velké soustavy lineárńıch
rovnic s ř́ıdkou matićı
velký vliv na rychlost výpočtu má pǒrad́ı, v jakém se kroky
výpočtu prováděj́ı
snaha o volbu vhodného pǒrad́ı eliminace vede na grafové
úlohy. . .
. . . ve kterých je poťreba umět grafy rozdělit
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Kernighanův-Linův algoritmus

Jednoduchý algoritmus použ́ıvaný v děleńı graf̊u

Předpokládá, že už nějaké děleńı máme

Zjǐst’uje, jestli by se výměnou několika málo vrchol̊u
nezmenšila minimalizovaná funkce.

Pokud nenacháźı žádnou výhodnou výměnu, zkuśı zkusmo
nějakou nevýhodnou výměnu s t́ım, že se mu d́ıky tomu může
náhodou podǎrit nalézt lepš́ı lokálńı minimum.

Tento postup opakuje, po nějaké době snažeńı se ukonč́ı.

Použ́ıvá se pro vylepšováńı již źıskaných děleńı.
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Geometrické algoritmy

Geometrické algoritmy se znaž́ı graf hrubě rozdělit na základě
rozḿıstěńı vrchol̊u v prostoru/rovině bez informaćı o hranách.

Poťrebuj́ı tedy nutně nav́ıc vnǒreńı b : V → Rm určuj́ıćı
soǔradnice vrchol̊u grafu v Rm a toto vnǒreńı muśı souviset se
strukturou grafu.

Tyto požadavky bývaj́ı splněny nap̌r. u děleńı grafu vzniklého
z diskretizačńı śıtě v metodě konečných prvk̊u1.

1Finite Element Method (FEM) - známá metoda numerického řešeńı
parciálńıch diferenciálńıch rovnic
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Úvod
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Spektrálńı algoritmus

Sofistikovaná metoda založená na výpočtu vlastńıho vektoru
druhého nejmenš́ıho vlastńıho č́ısla Laplaceovy matice grafu.

Definice

Necht’ G = (V ,E ) je neorientovaný graf, V = {v1, . . . , vn}.
Laplaceova matice grafu G je matice

L(G ) =

deg(v1)
. . .

deg(vn)

− Soused(G ),

kde deg(vi ) je stupeň vrcholu vi a Soused(G ) je matice
sousednosti.
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Poznámky k algoritmům

Mnoho algoritmů děleńı graf̊u je kv̊uli jednoduchosti návrhu
a implementace vyv́ıjeno pouze pro p̌ŕıpad s = 2 (tzv. bisekce
grafu).

Často se ale použ́ıvaj́ı i pro děleńı grafu na s = 2k část́ı
rekurzivńım aplikováńım algoritmu na źıskané podgrafy.

V bakalá̌rské práci poṕı̌su základńı metody podrobněji, a pak
se budu zabývat algoritmy děleńı graf̊u, které si vš́ımaj́ı nejen
ř́ıdkosti matice, ale i jej́ıch numerických hodnot.
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D́ıky za pozornost!

Zdroje:
A. Pothen, Graph Partitioning Algorithms With Applications To
Scientific Computing, in: Parallel Numerical Algorithms, 1997,
323–368, Kluwer Academic Press
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