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Nejzákladněǰśı definice

Definice

Bud’ R okruh s jednotkou.
Řekneme, že M = (M,+,−, 0, ·r (r ∈ R)) je levý R modul, jestliže
plat́ı:

1) (M,+,−, 0) je abelovská grupa

2) ∀m, n ∈ M ∀r ∈ R : r(m + n) = rm + rn

3) ∀m ∈ M ∀r , s ∈ R : (r + s)m = rm + sm

4) ∀m ∈ M ∀r , s ∈ R : (r · s)m = r(sm)

5) ∀m ∈ M : 1 ·m = m

Př́ıklad

Každá abelovská grupa je levý Z modul.
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Př́ıklad
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Základńı definice

Definice

Bud’ N R-podmodul M.
Řekneme, že N je čistý R-podmodul M (znač́ıme N≤∗M), jestliže
pro každý systém rovnic tvaru:∑m

j=1 rijxj = ai , kde i = 1, ..., n ai ∈ N, rij ∈ R ∀i , j má řešeńı v N
vždy, pokud má řešeńı v M.
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Základńı definice

Definice

Bud’ M R-modul.
Řekneme, že M je čistě injektivńı, jestliže:
∀A,B moduly, kde B≤∗A plat́ı, že každý R-homomorfismus f z B
do M lze rozš́ı̌rit na R-homomorfismus z A do M.
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Prvńı zaj́ımavá věta

Věta

Bud’ R obor hlavńıch ideál̊u a M redukovaný R-modul. Pak M je
čistě injektivńı právě tehdy, je-li M izomorfńı

∏
p∈P Mp, kde Mp

jsou čistě injektivńı R(p)-moduly a P je množina prvočinitel̊u z R.

Definice

Řekneme, že N je divisibilńı R-modul, jestliže ∀r ∈ R\{0} plat́ı
N = rN.
Řekneme, že M je redukovaný R-modul, jestliže žádný netriviálńı
podmodul M neńı divisibilńı.
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Prvńı zaj́ımavá věta
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∏
p∈P Mp, kde Mp
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Co je R(p)-modul?

Definice

Bud’ R obor hlavńıch ideál̊u, p ∈ R prvočinitel a Q jeho pod́ılové
těleso. Značeńım R(p) rozuḿıme podokruh Q, že:
a
b ∈ R(p) ⇔ (a ∈ R ∧ b ∈ R\pR)

Pozorováńı

R(p) je diskrétńı valuačńı okruh, neboli R(p) má právě jeden
nenulový maximálńı ideál (a to pR).
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Topologie

Věta

Bud’ R diskrétńı valuačńı okruh a M redukovaný R-modul. Potom
M je čistě injektivńı právě tehdy, když M je úplný v p-addické
topologii a Hausdorff̊uv.

Definice

Bud’ R obor hlavńıch ideál̊u a bud’ p prvočinitel v R. p-addickou
topologíı rozuḿıme topologii danou báźı podmodul̊u M typu pnM
n ∈ N
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Topologie

Věta

Bud’ R diskrétńı valuačńı okruh a M R-modul úplný v p-addické
topologii a Hausdorff̊uv. Pak M je izomorfńı direktńı sumě
cyklických modul̊u, která je jzn. určena až na izomorfismus.
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Závěr

Shrnut́ı

Abelovská grupa A je čistě injektivńı právě tehdy, když je izomorfńı

grupě tvaru:
∏

p∈P(
⊕

n∈N Z (pn)(αp,n) ⊕ Z(βp)
(p) )⊕ D, kde D je

divisibilńı grupa, Z (pn) jsou grupy tvaru Z(p)\pnZ(p).
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Děkuji za pozornost.
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