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Historie

@ Problém spektra je otevieny problém na pomezi teorie slozitosti a
logiky.

@ Souvisi i s deskriptivni teorii slozitosti. ,Kdyz je néco tézké popsat, je
to tézké i spoditat?”

o Formuloval jej Giinter Asser ve svém ¢lanku z roku 1955.

o Jedna z nejstarSich formulaci problému, ktery se vztahuje k P = NP.
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Logika prvniho fadu
@ Jde o ,dotazovaci jazyk” matematickych struktur.

Definice

At {Ri,...,Rn} jsou symboly (nazyvame je relacni symboly), pro kaZdy
tento symbol R mame kladné celé ¢&islo a(R), zvany arita.

{R1,..., Rn}-struktura je (n+ 1)-tice A = (A, R}, ..., RY), kde A je
neprazdnd mnoZina a pro viechny i € {1,...,n}, plati RA C A%(R) A
nazyvame nosnou mnozinou struktury A.

@ Mnozina {Ry,...,Rm} s oislovanim a se nazyva vokabulat/jazyk,
znadi se 7.

o Existuji i funkéni symboly, ale pro nase potreby je zavadét nebudeme.
Jdou nahradit symboly relaénimi jak bude pozdéji ukazano.

o Piiklad: Kazdy graf je { E}-struktura pro E binarni relaéni symbol,
G = (V, ES).

Ondrej Jezil (MFF UK) Problém spektra 14. bfezna 2020 3/13



Logika prvniho fadu

Definice

At T je jazyk, T-formuli o myslim slovo, které ziskam aplikaci nasledujicich
pravidel.
e x =y je T-formule pro x,y proménné.
® R(x1,...,xn) proRe€ T, a(R) =n axi,...,xn proménné.
e Pro pi(x1,...,xk), p2(y1,...,y1) T-formule, jsou i
- T-formule
p1 A\ o T-formule
p1 V o T-formule
(Ix)p(x, ..., xk) T-formule
(Vx1)p(x2, - . ., xk) T-formule.

Pokud navic jsou vsechny promenné ve o kvantifikované, nazyvame ji
T-sentenci.
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Platnost formule ve strukture, modely

Definice

At ¢ je T-sentence a A je T-struktura, potom lze definovat platnost ¢ v A
rekurzi na sloZitosti formule. Pokud sentence ¢ v A plati znacime to

Ak . (1)

V.

Definice

Model T-sentence nazveme kazZdou T-strukturu takovou, Zze A |= .
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Piklady

At 7 = {A, M, Z O}. Kde A, M maji aritu 3, a Z, O maji aritu 1.
At ¢fq je konjunkce viech axiomil téles, kde M(a, b, c) chdpeme jako
a-b=c, A(a,b,c) jako a+ b= c, Z(a) jako a =0 a O(a) jako a = 1.

Potom modely pgq jsou presné télesa, kterd maji misto operaci -, +
jejich tabulky M a A.

Podobné miiZzeme postupovat pro monoidy, grupy, okruhy, obory
integrity, vektorové prostory a moduly (zde je tfeba byt trochu
opatrny).

Jako modely sentenci prvniho ¥Yadu mlizeme mit treba pravé
k-obarvitelné grafy, které maji binarani relaci hrany a unarni relace pro
kazdou barvu, Gplné grafy, atd. . (Zajimavost! (Ne)souvislé grafy v
logice prvniho Fadu ,axiomatizovat” nelze.)
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Spektra

Definice
At ¢ je T-sentence. Spektrem o rozumime mnoZinu velikosti nosnych
mnozin vsech jejich konecnych modeli. Znacime

Spec(p) = {|Al; A |= #, [A] < Ro}. (2)

@ Lze nahlédnout, ze Spec(yfgq) jsou pravé mocniny prvodisel.

e Dalsi spektra mohou byt sudé Cisla (axiom relace ekvivalence s bloky
velikosti 2), lich4 (to stejné ale jeden blok velikosti 1), prvoéisla (to uz
neni tak jednoduché).

@ Skoro kazda mnozina co ¢lovék jednoduse popise spektrum bude.

MnozZinu vsech spekter znacime SPEC.

Definice J
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Spektra - zakladni poznatky

Neni tézké dokazat nasledujici lemma.

Lemma
At A, B € SPEC, potom

AU B e SPEC (3)
AN Be SPEC (4)
A - B € SPEC (nésobeni po prvcich). (5)
Dokonce plati, ze pro f: N — N funkci, pro jejiz vypoclet existuje
polynomialni algoritmus, a pro A € SPEC:
{f(a); a € A} € SPEC. (6)

To uz je tézsi dokazat.
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Problém spektra

@ Jsou spektra uzaviena na doplinek? Nevi se!

@ Modely negace formule mohou nabyvat stejné velikosti jako modely
pavodni formule. Nap¥. Spec(—psq) = N, nalézt na kazdém poctu
prvki strukturu, kterd neni télesem neni tézké.

o Jisté vzdy plati Spec(—¢) D N\ Spec(yp).

o Predpoklada se, zZe to nejde. Pokud by se tato domnénka dokazala
= P # NP. Pro¢?
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Teorie slozitosti
@ Zkouma jak slozité jsou vypocetni problémy.

Definice

Mnozina A C N se nazyva rozhodovaci problém. Algoritmus tento problém
umi rozhodnout, pokud pro kazdé x € N umi urcit zda-li x € A.

Definice

P je trida vsech rozhodovacich problémd, pro které existuje
(deterministicky=bézny) algoritmus, beZici v polynomialnim Case, ktery jej
umi rozhodnout.

v

e Napf 2N € P,2N 4+ 1 € P,IP € P (toto bylo dokézano az 2004).

Definice

E je trida vsech rozhodovacich problémi, pro které existuje
(deterministicky=bézny) algoritmus, béZici v ¢ase O(2"°), ktery jej umi
rozhodnout.
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Nedeterminismus

Definice

NP je tfida sloZitosti, obsahujici ty rozhodovaci problémy, pro které
existuje nedetermisiticky algoritmus, béZici v polynomialnim Case.

@ Nedeterministicky algoritmus je algoritmus jehoz ,fadky" mohou byt
nejednoznacné, napt. "zapi$ na pasku 1/zapi$ na pasku 0. Vypocet
tohoto algoritmu je definovany tak, ze pfi nedeterministické instrukci
algoritmus udéla operace obé, ale kazdou v novém paralelnim
vypoctu. Algoritmus odpovi ANO, pokud alespori jedna vétev vypoctu
odpovédéla ANO, jinak odpovi NE.

@ Neni lehké obratit vysledek vypoctu, kdyz znegujeme vyslednou
hodnotu, jenom se prohodi ANO/NE na vSech vétvich, ale to
neznamena, Ze prestane existovat néjaka vétev, kterd odpovi ANO.

@ coNP je tfida vSech rozhodovacich problémii, jejichz doplnék je v NP.
@ Analogicky se definuji i tfidy NE, coNE.
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Vztahy slozitostnich tfid

@ Znalosti vztahl mezi slozitostnimi t¥idami (jejich inkluze) jsou dost
omezené.

@ O vztahu nedeterminismu a determinismu se nevi skoro nicl!
Véta (Disledek véty o casové hierarchii)

PCE

o Dale se vi P C NP C E. Ale netusi se, které z téchto nerovnosti jsou
neostré, predpoklada se, ze oboje.

@ Nevi se ani vztah nedeterminismu a conedeterminismu (tedy
nedeterministickych algoritmi, které naopak odpovi NE, pokud
existuje alespon jedna vétev vypocltu s odpovédi NE). Tedy

NP = coNP, NE < coNE.
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Faginova véta

Véta (Fagin)
SPEC = NE J

@ Tato véta primo popisuje vztah spekter sentenci prvniho Fadu a teorii
slozitostf.
@ Z ni plyne: Spektra nejsou uzavfena na doplnék
npaddi t P=coP
—> NE # coNE """ NP o£ coNP "==" P #£ NP.

@ Ve své bakalarské praci predvedu alternativni dilkaz této véty.
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