1 Reprezentacni teorie

V teorii, kterou pouzivam k praci, se pouzivaji reprezentace Lieovych grup i Lieovych alge-
ber.

Tyto reprezentace si odpovidaji.

Pro informaci, Lieova algebra je te¢ny prostor k Lieové grupé, pokud ji vnimame jako
k—plochu v R™. Toto jde provést, nebot ekvivalentni definice Lieovy grupy je, Ze je to kromé
grupy také hladka varieta, coz je objekt, pro jednoduchost, odpovidajici k—plose.

GL(n,R) je grupa invertibilnich matic typu R™*™.

SO(n,R) je grupa ortogondlnich matic typu R™*", které maji determinant roven 1. (Cili
pro A € SO(n,R) plati: AAT =1, det(A) =1).

Jejich komplexni varianty se casto oznacuji pouze GL(n) a SU(n). (Redlnému terminu
yortogonalni“ odpovida termin ,unitarni“ v komplexnim ptipadé, proto zména SO — SU.

Muze dojit ke zmateni ¢tendie. Reprezentace grupy G na vektorovém prostoru V' je ono
zobrazeni .

Pokud se ale bavime o té samé grupé, nebo je grupa znama z kontextu, tak jako ,reprezen-
taci“ muzeme oznacit i samotné V. Porovnej s definici vektorového prostoru jako irreducibilni
reprezentace.

Poznamka:

o(g) je prvek End(V), je to tedy zobrazeni V — V.

Muzeme tedy zjednodusovat zépis postupné [o(g)](v) = o(g)(v) = g(v).
Pak uptesnéni znaceni:

[o(g) o o(h)](v) = o(g) o o(h)(v) = [o(g)]([e(h)](v))

Maticové grupa Spin(n) je takové grupa, kterd je dvojitym nakrytim grupy SO(n), (tj. Ip :
Spin(n) — SO(n) spojité t.z. VA € SO(n)3 prave dvé M, N € Spin(n) : o(M) = ¢(N) = A),

navic pro Spin(n) pozadujeme, aby existovala kratkd exaktni posloupnost Lieovych grup
1 — Zy — Spin(n) — SO(n) — 1.

Motivace za zkoumédnim této grupy je ve fyzice. Ukazuje se ale, ze napi pro tuto praci je
dosti vyhodnd, nebot Lieovy algebry Spin(n) a SO(n) jsou izomorfni.

2 Obecna konstrukce

Differencidlni operator je operator z prostoru funkei do prostoru funkcei, pouzivajici ve svém
predpisu vstupni funkce a jejich derivace.

Pro nase ucely budeme typicky uvazovat Differencidlni operatory jedné proménné prvniho
tadu. Tudiz jejich predpis se da zapsat pomoci f a g—i proi=1...n.

Ztotoznéni grupy rotaci SO(2,R) s jednotkovou kruzmici, a posléze s [0, 27| jsem si dovolil,
nebot rotaci milZeme vnimat jako ndsobeni v C prvkem z kruZnice nebo rotace v R™ o thel
a € [0,2n].

Rozklada-li se reprezentace V' na dvé irreducibilni reprezentace Vi, Vs, pak lze operator Dy
ekvivalentné popat pomoci diferencidlnich rovnic dané vztahem Do = 0 (D; definovano ve vété
Stein-Weiss).

V préci vysvétlime, pro¢ tento postup lze uzit i kdyz V5 neni nutné irreducibilni.

Je-li V7 roven tzv. Cartanové soucinu VC", pak se tomuto postupu fika rozsiteni Couchy-
Riemannovych podminek.

Pro n > 2 se postup li&f, nebot SO(n) neni komutativni.



