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Cil prace vs cil prezentace
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Cil prace vs cil prezentace

@ Cil prace: zavést pojem silné kompaktniho kardinalniho ¢isla a
podat priihledny ditkaz Solovayovy a Silverovy véty
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Cil prace vs cil prezentace

@ Cil prace: zavést pojem silné kompaktniho kardinalniho ¢isla a
podat priihledny ditkaz Solovayovy a Silverovy véty

o Cil prezentace: stru¢né a neformdlné zadefinovat pojem
kardindlniho &isla a kardinalni aritmetiky, vysvétlit motivaci
dvou zakladnich kardindlnich hypotéz
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ZFC teorie mnoZzin
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ZFC teorie mnoZzin

@ Vzhledem k tomu, Ze se jednd o teorii mnoZin, museli bychom
poradné& zadefinovat ZFC teorii. Je to ale v tuto chvili
zbyteéné a stadi chapat ZFC neformalné jako pravidla
umoZziiujici konstruovat nové mnoZiny z predem danych
mnozin, napf. mnozinu viech podmnoZin dané mnoZziny
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ZFC teorie mnoZzin

@ Vzhledem k tomu, Ze se jednd o teorii mnoZin, museli bychom
poradné& zadefinovat ZFC teorii. Je to ale v tuto chvili
zbyteéné a stadi chapat ZFC neformalné jako pravidla
umoZziiujici konstruovat nové mnoZiny z predem danych
mnozin, napf. mnozinu viech podmnoZin dané mnoZziny

@ Vsechny mnoZiny s nimiz setkavate v rliznych oborech jsou
mnozinami dle ZFC, takZe mnoZiny lze chapat intuitivné jako
soubory prvkid néjakych vlastnosti i kdyZ ve skuteénosti takové
jednoduché chapani vede ke sporu
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Kardindlnf &isla

Motivace a pojem mohutnosti
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Kardindlnf &isla

Motivace a pojem mohutnosti

@ Chceme zkonstruovat matematicky aparat, umoZiiujici
vyjadfovat o intuitvné jasném pojmu velikosti mnoziny
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Kardindlnf &isla

Motivace a pojem mohutnosti

@ Chceme zkonstruovat matematicky aparat, umoZiiujici
vyjadfovat o intuitvné jasném pojmu velikosti mnoziny

@ V kone¢nem ptipad& k tomu slouZi kone¢nd pfirozend &isla
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Kardindlnf &isla

Motivace a pojem mohutnosti

@ Chceme zkonstruovat matematicky aparat, umoZiiujici
vyjadfovat o intuitvné jasném pojmu velikosti mnoziny

@ V kone¢nem ptipad& k tomu slouZi kone¢nd pfirozend &isla

@ Chceme né&jakou analogii p¥irozenyh &isel ale pro nekone¢né
mnoZiny
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Kardindlnf &isla

Motivace a pojem mohutnosti

@ Chceme zkonstruovat matematicky aparat, umoZiiujici
vyjadfovat o intuitvné jasném pojmu velikosti mnoziny

@ V kone¢nem ptipad& k tomu slouZi kone¢nd pfirozend &isla

@ Chceme né&jakou analogii p¥irozenyh &isel ale pro nekone¢né
mnoZiny

o Nejprve musime Fict, co znamend, Ze dv& mnoziny (i
nekonené) jsou stejn& velké:
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Kardindlnf &isla

Motivace a pojem mohutnosti

@ Chceme zkonstruovat matematicky aparat, umoZiiujici
vyjadfovat o intuitvné jasném pojmu velikosti mnoziny

@ V kone¢nem ptipad& k tomu slouZi kone¢nd pfirozend &isla

@ Chceme né&jakou analogii p¥irozenyh &isel ale pro nekone¢né
mnoZiny

o Nejprve musime Fict, co znamend, Ze dv& mnoziny (i
nekonené) jsou stejn& velké:

Rekneme, e mnoZiny A a B jsou stejn& velké nebo stejné
mohutné, pokud existuje bijektivni zobrazeni f z A do B. Znaéime
to|Al=| B|.
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Kardindlnf &isla

P¥iklady
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Kardindlnf &isla

P¥iklady

@ MnoZiny stejné mohutné jako N se nazyvaji spoetné

Narusevych Mykyta Siln& kompaktni kardindly a SCH



Kardindlnf &isla

P¥iklady

@ MnoZiny stejné mohutné jako N se nazyvaji spoetné

@ Z prvnich ro¢nikl zname spoustu ptikladi spoéetnych mnoZin,
nap¥f. Z,Q a dalsi
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Kardindlnf &isla

P¥iklady

@ MnoZiny stejné mohutné jako N se nazyvaji spoetné

@ Z prvnich ro¢nikl zname spoustu ptikladi spoéetnych mnoZin,
nap¥f. Z,Q a dalsi

@ Také dob¥e zndme pojem kontinuum velké mnoZiny, coz je
stejnd mohutnost jako u R
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Kardindlnf &isla

P¥iklady

@ MnoZiny stejné mohutné jako N se nazyvaji spoetné

@ Z prvnich ro¢nikl zname spoustu ptikladi spoéetnych mnoZin,
nap¥f. Z,Q a dalsi

@ Také dob¥e zndme pojem kontinuum velké mnoZiny, coz je
stejnd mohutnost jako u R

o P¥ikladem je mnoZina viech funkci z p¥irozenych &isel do
pfirozenych ¢&isel, nebo mnoZina v8ech posloupnosti
pFirozenych E&isel
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Kardindlnf &isla

Jak na kardindlni ¢&isla?
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Kardindlnf &isla

Jak na kardindlni ¢&isla?

@ Mdame ted vdechny mnoZiny rozd&lené do t¥id obsahujicich
stejné mohutné
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Kardindlnf &isla

Jak na kardindlni ¢&isla?

@ Mdame ted vdechny mnoZiny rozd&lené do t¥id obsahujicich
stejné mohutné

o Kardindlnim ¢&islem bychom chtéli prohlasit n&jaky objekt tak,
Ze ke kaZdé mnoziné by se délo najit pravé jedno kardindini
¢islo vyjadFfujici velikost této mnoZiny a zaroveli aby stejné
mohutnym mnoZinam bylo p¥ifazeno stejné kardinalni &islo
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Kardindlnf &isla

Jak na kardindlni ¢&isla?

@ Mdame ted vdechny mnoZiny rozd&lené do t¥id obsahujicich
stejné mohutné

o Kardindlnim ¢&islem bychom chtéli prohlasit n&jaky objekt tak,
Ze ke kaZdé mnoziné by se délo najit pravé jedno kardindini
¢islo vyjadFfujici velikost této mnoZiny a zaroveli aby stejné
mohutnym mnoZinam bylo p¥ifazeno stejné kardinalni &islo

@ Prvni pfirozeny kandidat - prohlasit kardindlnim &islem dané
mnoziny tfidu vSech stejn& mohutnych mnoZin obsahujici
danou mnoZinu
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Kardindlnf &isla

Jak na kardindlni ¢&isla?

@ Mdame ted vdechny mnoZiny rozd&lené do t¥id obsahujicich
stejné mohutné

o Kardindlnim ¢&islem bychom chtéli prohlasit n&jaky objekt tak,
Ze ke kaZdé mnoziné by se délo najit pravé jedno kardindini
¢islo vyjadFfujici velikost této mnoZiny a zaroveli aby stejné
mohutnym mnoZinam bylo p¥ifazeno stejné kardinalni &islo

@ Prvni pfirozeny kandidat - prohlasit kardindlnim &islem dané
mnoziny tfidu vSech stejn& mohutnych mnoZin obsahujici
danou mnoZinu

@ Problem: tato tfida je potom " pFilis velkd"a uZ neni mnoZinou
ve smyslu ZFC. Je takzvanou vlastni tfidou a ZFC neumf
pofadné pracovat s vlastnimi t¥idami
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Kardindlnf &isla

v/

Jak na kardindlni ¢&isla? ReSeni
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Kardindlnf &isla

7
|

Jak na kardindlni &isla? ReSen

Yavys

@ Jiny zplisob: navic chceme aby kardindlni &islo samotné bylo
mnoZinou
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Kardindlnf &isla

7
|

Jak na kardindlni &isla? ReSen

Yavys

@ Jiny zplisob: navic chceme aby kardindlni &islo samotné bylo
mnoZinou

@ D3 se to udélat i v teorii mnoZin slabsi (méné& axiomil) neZ
ZFC, konkretnéji v teorii mnoZin bez axiomu vybéru ale s
axiomem fundovanosti
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Kardindlnf &isla

7
|

Jak na kardindlni &isla? ReSen

Yavys

@ Jiny zplisob: navic chceme aby kardindlni &islo samotné bylo
mnoZinou

@ D3 se to udélat i v teorii mnoZin slabsi (méné& axiomil) neZ
ZFC, konkretnéji v teorii mnoZin bez axiomu vybéru ale s
axiomem fundovanosti

o V ZFC kardinalnimy &isly se nazyvaji ordindlni &isla ur&itych
vlastnosti (kde ordindlni &islo je mnoZinovym reprezentantem
dobrého uspofadani)
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Kardindlnf &isla

Jak na kardindlni ¢&isla? ReSeni

Yavys

@ Jiny zplisob: navic chceme aby kardindlni &islo samotné bylo
mnoZinou

@ D3 se to udélat i v teorii mnoZin slabsi (méné& axiomil) neZ
ZFC, konkretnéji v teorii mnoZin bez axiomu vybéru ale s
axiomem fundovanosti

o V ZFC kardinalnimy &isly se nazyvaji ordindlni &isla ur&itych
vlastnosti (kde ordindlni &islo je mnoZinovym reprezentantem
dobrého uspofadani)

7 7

@ Stali chapat kardinalni &islo jako néjakou mnoZinu, kde navic
mohutnost (velikost) kardindlniho &isla jako mnoZiny je ono
samotné
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Kardindlnf &isla

Pokra&ovani
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Kardindlnf &isla

Pokra&ovani

e Kardinalni &isla stejné jako konetna &isla jsou linedrné
usporadané dle velikosti. Navic nad kazdym kardinalnim
Cislem se najde nejmensi ostfe vétsi kardinalni ¢éislo. Pro dany
kardinal x se to &islo nazyva ndslednik k a zna&i se k™
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Kardindlnf &isla

Pokra&ovani

e Kardinalni &isla stejné jako konetna &isla jsou linedrné
usporadané dle velikosti. Navic nad kazdym kardinalnim
Cislem se najde nejmensi ostfe vétsi kardinalni ¢éislo. Pro dany
kardinal x se to &islo nazyva ndslednik k a zna&i se k™

@ V3echna pfirozend &isla |ze také chapat jako nejmensi
kardinalni ¢&isla
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Kardindlnf &isla

Pokra&ovani

e Kardinalni &isla stejné jako konetna &isla jsou linedrné
usporadané dle velikosti. Navic nad kazdym kardinalnim
Cislem se najde nejmensi ostfe vétsi kardinalni ¢éislo. Pro dany
kardinal x se to &islo nazyva ndslednik k a zna&i se k™

@ V3echna pfirozend &isla |ze také chapat jako nejmensi
kardinalni ¢&isla

o Dalsi &isla, jako cela nebo raciondlni, uZ nejsou v tomto
smyslu kardindIni nebot nevyjadfujou #3dné velikosti ale
pouZivaji se pro jiné koncepty
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KardindIni aritmetika

Kardindlni aritmetika a jeji motivace
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KardindIni aritmetika

Kardindlni aritmetika a jeji motivace

@ Chceme rozsifit aritmetické operace z koneénych &isel na
v8echna kardinalni &isla
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KardindIni aritmetika

Kardindlni aritmetika a jeji motivace

@ Chceme rozsifit aritmetické operace z koneénych &isel na
v8echna kardinalni &isla

@ Nejprve musime Fict jak se interpretujou aritmetické operace
na konecnych &islach v ¥edi teorii mnozin
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KardindIni aritmetika

Kardindlni aritmetika a jeji motivace

@ Chceme rozsifit aritmetické operace z koneénych &isel na
v8echna kardinalni &isla

@ Nejprve musime Fict jak se interpretujou aritmetické operace
na konecnych &islach v ¥edi teorii mnozin

@ S&itani dvou Cisel a a b je poditani velikosti mnoziny C kterd
Jje disjunktnim sjednocenim libovolnych mnoZzin velikosti a a b
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KardindIni aritmetika

Kardindlni aritmetika a jeji motivace

@ Chceme rozsifit aritmetické operace z koneénych &isel na
v8echna kardinalni &isla

@ Nejprve musime Fict jak se interpretujou aritmetické operace
na konecnych &islach v ¥edi teorii mnozin

@ S&itani dvou Cisel a a b je poditani velikosti mnoziny C kterd
Jje disjunktnim sjednocenim libovolnych mnoZzin velikosti a a b

@ Podobn& se da interpretovat i ndsobeni (pocet uspofadanych
dvojic) a mocnéni (poet zobrazeni z jedné mnoziny do jiné)
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KardindIni aritmetika

Kardindlni aritmetika a jeji motivace

@ Chceme rozsifit aritmetické operace z koneénych &isel na
v8echna kardinalni &isla

@ Nejprve musime Fict jak se interpretujou aritmetické operace
na konecnych &islach v ¥edi teorii mnozin

@ S&itani dvou Cisel a a b je poditani velikosti mnoziny C kterd
Jje disjunktnim sjednocenim libovolnych mnoZzin velikosti a a b

@ Podobn& se da interpretovat i ndsobeni (pocet uspofadanych
dvojic) a mocnéni (poet zobrazeni z jedné mnoziny do jiné)

@ Je vidét Ze tato interpretace nikde nepfedpoklada konecnost
mnozin
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KardindIni aritmetika

Z3akladni definice
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KardindIni aritmetika

Z3akladni definice

Necht & a A jsou kardinalni &isla, X je mnoZina velikosti kK a Y je
mnozina velikosti A. Potom x + X je mohutnost mnoZziny XU Y,
kde XNY = 0. kK x X je mohutnost mnoziny X x Y, co? je
mnoZinovy kartezsky soutin. x* je mohutnost mnoziny XY, co? je
mnoZina vSech zobrazeni z Y do X.
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KardindIni aritmetika

Z3akladni definice

Necht & a A jsou kardinalni &isla, X je mnoZina velikosti kK a Y je
mnozina velikosti A. Potom x + X je mohutnost mnoZziny XU Y,
kde XNY = 0. kK x X je mohutnost mnoziny X x Y, co? je
mnoZinovy kartezsky soutin. x* je mohutnost mnoziny XY, co? je
mnoZina vSech zobrazeni z Y do X.

@ Tyto operace jsou dob¥e definované a nezdleZi na volbé
konkretnich X a Y
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KardindIni aritmetika

Zakladni vlastnosti
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KardindIni aritmetika

Zakladni vlastnosti

@ Na koneénych ¢&islach se tyto mnoZinové operace chovaji tplné
stejné jako standardni kone¢na aritmetika
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KardindIni aritmetika

Zakladni vlastnosti

@ Na koneénych ¢&islach se tyto mnoZinové operace chovaji tplné
stejné jako standardni kone¢na aritmetika

@ Ukazuje se Ze s¢itdni a nasobeni pro nekoneéna kardinalni ¢isla
je trividlni
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KardindIni aritmetika

Zakladni vlastnosti

@ Na koneénych ¢&islach se tyto mnoZinové operace chovaji tplné
stejné jako standardni kone¢na aritmetika

@ Ukazuje se Ze s¢itdni a nasobeni pro nekoneéna kardinalni ¢isla
je trividlni

Necht k je kardinalni &islo a \ je nekone&né kardinalni &islo. Potom
K+ A=k x = max{k,\}.
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KardindIni aritmetika

Mocnéni
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KardindIni aritmetika

Mocnéni

@ Na rozdil od s¢itdni a nasobeni mocnéni je mnohem sloZité&;jsi
operace
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KardindIni aritmetika

Mocnéni

@ Na rozdil od s¢itdni a nasobeni mocnéni je mnohem sloZité&;jsi
operace

@ Mocnéni na konecné &islo se redukuje na konecné nasobeni a
to se redukuje na maximum
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KardindIni aritmetika

Mocnéni

@ Na rozdil od s¢itdni a nasobeni mocnéni je mnohem sloZité&;jsi
operace

@ Mocnéni na konecné &islo se redukuje na konecné nasobeni a
to se redukuje na maximum

K" =K X ... X kK = max{K, ..., k} = K, kde n zna&i kone¢né &islo, a

Kk - nekonecné kardinalni &islo
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KardindIni aritmetika

Mocnéni

@ Na rozdil od s¢itdni a nasobeni mocnéni je mnohem sloZité&;jsi
operace

@ Mocnéni na konecné &islo se redukuje na konecné nasobeni a
to se redukuje na maximum

K" =K X ... X kK = max{K, ..., k} = K, kde n zna&i kone¢né &islo, a

Kk - nekonecné kardinalni &islo

@ Jakmile zvedneme exponent, tak se situace uz dramaticky
zesloZiti a to i pro nejjednodussi mozny zaklad
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KardindIni aritmetika

Mocnéni

@ Na rozdil od s¢itdni a nasobeni mocnéni je mnohem sloZité&;jsi
operace

@ Mocnéni na konecné &islo se redukuje na konecné nasobeni a
to se redukuje na maximum

K" =K X ... X kK = max{K, ..., k} = K, kde n zna&i kone¢né &islo, a

Kk - nekonecné kardinalni &islo

@ Jakmile zvedneme exponent, tak se situace uz dramaticky
zesloZiti a to i pro nejjednodussi mozny zaklad

o Plati ale znam3a véta:
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KardindIni aritmetika

Mocnéni

@ Na rozdil od s¢itdni a nasobeni mocnéni je mnohem sloZité&;jsi
operace

@ Mocnéni na konecné &islo se redukuje na konecné nasobeni a
to se redukuje na maximum

K" =K X ... X kK = max{K, ..., k} = K, kde n zna&i kone¢né &islo, a

Kk - nekonecné kardinalni &islo

@ Jakmile zvedneme exponent, tak se situace uz dramaticky
zesloZiti a to i pro nejjednodussi mozny zaklad

o Plati ale znam3a véta:

Véta (Cantorova)
2" > K.
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GCH a SCH

Hypotéza kontinua
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GCH a SCH

Hypotéza kontinua

@ Chceme vySetfit emu se rovna 2%, Dle Cantorovy véty toto
¢islo musi byt ostfe nad
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GCH a SCH

Hypotéza kontinua

@ Chceme vySetfit emu se rovna 2%, Dle Cantorovy véty toto
¢islo musi byt ostfe nad

@ P¥irozend otdzka je zda 2% = k17
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GCH a SCH

Hypotéza kontinua

@ Chceme vySetfit emu se rovna 2%, Dle Cantorovy véty toto
¢islo musi byt ostfe nad

@ P¥irozend otdzka je zda 2% = k17

e Kladnd odpovéd je znama jako General Continuum
Hypothesis, nebo zkricené GCH
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GCH a SCH

Hypotéza kontinua

@ Chceme vySetfit emu se rovna 2%, Dle Cantorovy véty toto
¢islo musi byt ostfe nad

@ P¥irozend otdzka je zda 2% = k17
e Kladnd odpovéd je znama jako General Continuum
Hypothesis, nebo zkricené GCH

o Ukazalo se, Ze tato hypotéza je bezesporna s axiomy ZFC
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GCH a SCH

Hypotéza kontinua

@ Chceme vySetfit emu se rovna 2%, Dle Cantorovy véty toto
¢islo musi byt ostfe nad

@ P¥irozend otdzka je zda 2% = k17
e Kladnd odpovéd je znama jako General Continuum
Hypothesis, nebo zkricené GCH

o Ukazalo se, Ze tato hypotéza je bezesporna s axiomy ZFC

@ Mnohem prekvapivéji je to, Ze ve skute€nosti tato hypotéza je
nedokazatelnd v ZFC, dikaz &ehoZ vyzaduje netrividlni pojem
forcingu
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Par slov o SCH
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Par slov o SCH

@ Po objeveni forcingu a prokazani nedokazatelnosti GCH v ZFC
Robert Solovay vyslovil jemn&j&i hypotézu, kterd je ted zndma
jako Singular Cardinal Hypothesis nebo zkracené SCH
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Par slov o SCH

@ Po objeveni forcingu a prokazani nedokazatelnosti GCH v ZFC
Robert Solovay vyslovil jemn&j&i hypotézu, kterd je ted zndma
jako Singular Cardinal Hypothesis nebo zkracené SCH

@ V ni se jednd o mocnéni né&jakych kardindlnich &isel a tato
hypotéza je slabsi nez GCH
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GCH a SCH

Par slov o SCH

@ Po objeveni forcingu a prokazani nedokazatelnosti GCH v ZFC
Robert Solovay vyslovil jemn&j&i hypotézu, kterd je ted zndma
jako Singular Cardinal Hypothesis nebo zkracené SCH

@ V ni se jednd o mocnéni né&jakych kardindlnich &isel a tato
hypotéza je slabsi nez GCH

o Konkretng&ji SCH ¥ika, Ze pro x - singularni kardinalni &islo
plai k(%) = max{x*,2¢/(")}. Zde ale nemam prostor na
vysvétleni vSech pojmi potfebnych k pochopeni tohoto znéni
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Par slov o SCH

@ Po objeveni forcingu a prokazani nedokazatelnosti GCH v ZFC
Robert Solovay vyslovil jemn&j&i hypotézu, kterd je ted zndma
jako Singular Cardinal Hypothesis nebo zkracené SCH

@ V ni se jednd o mocnéni né&jakych kardindlnich &isel a tato
hypotéza je slabsi nez GCH

o Konkretng&ji SCH ¥ika, Ze pro x - singularni kardinalni &islo
plai £F(%) = max{x™,25f(*)}. Zde ale nemam prostor na
vysvétleni vSech pojmi potfebnych k pochopeni tohoto znéni

@ Tato hypotéza radikalné zjednodusuje kardindIni mocnéni a
zaroveli neni tak omezujici jako GCH
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Par slov o SCH

@ Po objeveni forcingu a prokazani nedokazatelnosti GCH v ZFC
Robert Solovay vyslovil jemn&j&i hypotézu, kterd je ted zndma
jako Singular Cardinal Hypothesis nebo zkracené SCH

@ V ni se jednd o mocnéni né&jakych kardindlnich &isel a tato
hypotéza je slabsi nez GCH

o Konkretng&ji SCH ¥ika, Ze pro x - singularni kardinalni &islo
plai £F(%) = max{x™,25f(*)}. Zde ale nemam prostor na
vysvétleni vSech pojmi potfebnych k pochopeni tohoto znéni

@ Tato hypotéza radikalné zjednodusuje kardindIni mocnéni a
zaroveli neni tak omezujici jako GCH

@ Dnes ale neni znamo, zda tuto hypotézu lze dokazat v ZFC (i
kdyZ je znamo, Ze jeji negace v ZFC dokazatelnd neni)
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Diky za pozornost!
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