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Kardinálńı aritmetika
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Ćıl práce vs ćıl prezentace

Ćıl ṕrace: zavést pojem silně kompaktńıho kardinálńıho č́ısla a
podát pr̊uhledný důkaz Solovayovy a Silverovy věty

Ćıl prezentace: stručně a neformálně zadefinovat pojem
kardinálńıho č́ısla a kardinálńı aritmetiky, vysvětlit motivaci
dvou základńıch kardinálńıch hypotéz
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Úvod
Kardinálńı č́ısla
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Ćıl práce vs ćıl prezentace
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Úvod
Kardinálńı č́ısla

Kardinálńı aritmetika
GCH a SCH

ZFC teorie množin

Vzhledem k tomu, že se jedná o teorii množin, museli bychom
pǒrádně zadefinovat ZFC teorii. Je to ale v tuto chvili
zbytečně a stač́ı chápat ZFC neformálně jako pravidla
umožňuj́ıćı konstruovat nové množiny z p̌redem daných
množin, nap̌r. množinu všech podmnožin dané množiny

Všechny množiny s nimiž setkáváte v r̊uzných oborech jsou
množinami dle ZFC, takže množiny lze chápat intuitivně jako
soubory prvk̊u nějakých vlastnost́ı i když ve skutečnosti takové
jednoduché chápáńı vede ke sporu
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Motivace a pojem mohutnosti

Chceme zkonstruovat matematický aparát, umožňuj́ıćı
vyjaďrovat o intuitvně jasném pojmu velikosti množiny

V konečnem p̌ŕıpadě k tomu slouž́ı konečná p̌rirozená č́ısla

Chceme nějakou analogii p̌ŕırozenýh č́ısel ale pro nekonečné
množiny

Nejprve muśıme ř́ıct, co znamená, že dvě množiny (i
nekonečné) jsou stejně velké:

Definice

Řekneme, že množiny A a B jsou stejně velké nebo stejně
mohutné, pokud existuje bijektivńı zobrazeńı f z A do B. Znač́ıme
to | A |=| B | .
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Kardinálńı aritmetika
GCH a SCH

Motivace a pojem mohutnosti

Chceme zkonstruovat matematický aparát, umožňuj́ıćı
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nekonečné) jsou stejně velké:
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Kardinálńı aritmetika
GCH a SCH

Motivace a pojem mohutnosti

Chceme zkonstruovat matematický aparát, umožňuj́ıćı
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Definice
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Př́ıklady

Množiny stejně mohutné jako N se nazývaj́ı spočetné

Z prvńıch ročńık̊u známe spoustu p̌ŕıkladů spočetných množin,
nap̌r. Z,Q a daľśı

Také dob̌re známe pojem kontinuum velké množiny, což je
stejná mohutnost jako u R
Př́ıkladem je množina všech funkci z p̌rirozených č́ısel do
p̌rirozenych č́ısel, nebo množina všech posloupnost́ı
p̌rirozených č́ısel
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Úvod
Kardinálńı č́ısla

Kardinálńı aritmetika
GCH a SCH

Jak na kardinálńı č́ısla?

Máme ted’ všechný množiny rozdělené do ťŕıd obsahuj́ıćıch
stejně mohutné

Kardinálńım č́ıslem bychom chtěli prohlasit nějaký objekt tak,
že ke každé množině by se dálo naj́ıt právě jedno kardinálńı
č́ıslo vyjaďruj́ıćı velikost této množiny a zároveň aby stejně
mohutným množinam bylo p̌ŕı̌razeno stejné kardinálńı č́ıslo

Prvńı p̌rirozený kandidát - prohlasit kardinálńım č́ıslem dané
množiny ťridu všech stejně mohutných množin obsahuj́ıćı
danou množinu

Problem: tato ťŕıda je potom ”p̌ŕılǐs velká”a už neńı množinou
ve smyslu ZFC. Je takzvanou vlastńı ťridou a ZFC neuḿı
pǒrádně pracovat s vlastńımi ťŕıdami
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pǒrádně pracovat s vlastńımi ťŕıdami
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pǒrádně pracovat s vlastńımi ťŕıdami
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Úvod
Kardinálńı č́ısla

Kardinálńı aritmetika
GCH a SCH

Jak na kardinálńı č́ısla? Řešeńı

Jiný způsob: nav́ıc chceme aby kardinálńı č́ıslo samotné bylo
množinou

Dá se to udělat i v teorii množin slabš́ı (méně axiomů) než
ZFC, konkretněji v teorii množin bez axiomu výběru ale s
axiomem fundovanosti

V ZFC kard́ınalńımy čisly se nazývaj́ı ordinálńı č́ısla určitých
vlastnost́ı (kde ordinálńı č́ıslo je množinovým reprezentantem
dobrého uspǒrádáńı)

Stač́ı chápat kardinálńı č́ıslo jako nějakou množinu, kde nav́ıc
mohutnost (velikost) kardinálńıho č́ısla jako množiny je ono
samotné
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Úvod
Kardinálńı č́ısla

Kardinálńı aritmetika
GCH a SCH

Pokračováńı

Kard́ınalńı č́ısla stejně jako konečná č́ısla jsou lineárně
uspǒrádáné dle velikosti. Nav́ıc nad každym kard́ınalńım
č́ıslem se nájde nejmenš́ı osťre věťśı kard́ınalńı č́ıslo. Pro daný
kard́ınal κ se to č́ıslo nazývá následńık κ a znač́ı se κ+

Všechna p̌rirozená č́ısla lze také chápat jako nejmenš́ı
kardinálńı č́ısla

Daľśı č́ısla, jako celá nebo racionálńı, už nejsou v tomto
smyslu kardinálńı nebot’ nevyjaďrujou žádné velikosti ale
použiváj́ı se pro jiné koncepty
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uspǒrádáné dle velikosti. Nav́ıc nad každym kard́ınalńım
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kard́ınal κ se to č́ıslo nazývá následńık κ a znač́ı se κ+
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Úvod
Kardinálńı č́ısla

Kardinálńı aritmetika
GCH a SCH

Kardinálńı aritmetika a jej́ı motivace

Chceme rozš́ı̌rit aritmetické operace z konečných č́ısel na
všechna kard́ınálńı č́ısla

Nejprve muśıme ř́ıct jak se interpretujou aritmetické operace
na konečných č́ıslách v řeči teorii množin

Sč́ıtáńı dvou č́ısel a a b je poč́ıtáńı velikosti množiny C která
je disjunktńım sjednoceńım libovolných množin velikost́ı a a b

Podobně se dá interpretovat i násobeńı (počet uspǒrádáných
dvojic) a mocněńı (počet zobrazeńı z jedné množiny do jiné)

Je vidět že tato interpretace nikde nep̌redpokládá konečnost
množin
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Úvod
Kardinálńı č́ısla
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všechna kard́ınálńı č́ısla

Nejprve muśıme ř́ıct jak se interpretujou aritmetické operace
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všechna kard́ınálńı č́ısla
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Kardinálńı č́ısla

Kardinálńı aritmetika
GCH a SCH

Základńı definice

Definice

Necht’ κ a λ jsou kard́ınalńı č́ısla, X je množina velikosti κ a Y je
množina velikosti λ. Potom κ+ λ je mohutnost množiny X ∪ Y,
kde X ∩ Y = ∅. κ× λ je mohutnost množiny X × Y, což je
množinový kartezský součin. κλ je mohutnost množiny XY, což je
množina všech zobrazeńı z Y do X.

Tyto operace jsou dob̌re definované a nezálež́ı na volbě
konkretńıch X a Y
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Úvod
Kardinálńı č́ısla

Kardinálńı aritmetika
GCH a SCH

Základńı vlastnosti

Na konečných č́ıslách se tyto množinové operace chovaj́ı úplně
stejně jako standardńı konečná aritmetika

Ukazuje se že sč́ıtáńı a násobeńı pro nekonečná kard́ınalńı č́ısla
je triviálńı

Věta

Necht’ κ je kard́ınalńı č́ıslo a λ je nekonečné kard́ınalńı č́ıslo. Potom
κ+ λ = κ× λ = max{κ, λ}.
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je triviálńı
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Úvod
Kardinálńı č́ısla
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GCH a SCH

Mocněńı

Na rozd́ıl od sč́ıtáńı a násobeńı mocněńı je mnohem složitěǰśı
operace

Mocněńı na konečné č́ıslo se redukuje na konecně násobeńı a
to se redukuje na maximum

Věta

κn = κ× ...× κ = max{κ, ..., κ} = κ, kde n znač́ı konečné č́ıslo, a
κ - nekonečné kardinálńı č́ıslo

Jakmile zvedneme exponent, tak se situace už dramaticky
zesložit́ı a to i pro nejjednoduš̌śı možný základ

Plat́ı ale známá věta:

Věta (Cantorova)

2κ 
 κ.

Narusevych Mykyta Silně kompaktńı kardinály a SCH
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Mocněńı na konečné č́ıslo se redukuje na konecně násobeńı a
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Kardinálńı aritmetika
GCH a SCH

Mocněńı
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Úvod
Kardinálńı č́ısla
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Jakmile zvedneme exponent, tak se situace už dramaticky
zesložit́ı a to i pro nejjednoduš̌śı možný základ

Plat́ı ale známá věta:

Věta (Cantorova)

2κ 
 κ.
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Hypotéza kontinua

Chceme vyšeťrit čemu se rovná 2κ. Dle Cantorovy věty toto
č́ıslo muśı být osťre nad κ

Přirozená otázka je zda 2κ = κ+?

Kladná odpověd’ je známá jako General Continuum
Hypothesis, nebo zkráceně GCH

Ukázalo se, že tato hypotéza je bezesporná s axiomy ZFC

Mnohem p̌rekvapivěji je to, že ve skutečnosti tato hypotéza je
nedokazatelná v ZFC, důkaz čehož vyžaduje netriviálńı pojem
forcingu
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Pár slov o SCH

Po objeveńı forcingu a prokázáńı nedokazatelnosti GCH v ZFC
Robert Solovay vyslovil jemněǰśı hypotézu, která je ted’ známá
jako Singular Cardinal Hypothesis nebo zkráceně SCH

V ńı se jedná o mocněńı nějakých kardinálńıch č́ısel a tato
hypotéza je slabš́ı než GCH

Konkretněji SCH ř́ıká, že pro κ - singulárńı kardinalńı č́ıslo
pláı κcf (κ) = max{κ+, 2cf (κ)}. Zde ale nemám prostor na
vysvětleńı všech pojmů poťrebných k pochopeńı tohoto zněńı

Tato hypotéza radikálně zjednodušuje kardinálńı mocněńı a
zároveň neńı tak omezuj́ıćı jako GCH

Dnes ale neńı známo, zda tuto hypotézu lze dokázat v ZFC (i
když je známo, že jej́ı negace v ZFC dokazatelná neńı)
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Po objeveńı forcingu a prokázáńı nedokazatelnosti GCH v ZFC
Robert Solovay vyslovil jemněǰśı hypotézu, která je ted’ známá
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Dnes ale neńı známo, zda tuto hypotézu lze dokázat v ZFC (i
když je známo, že jej́ı negace v ZFC dokazatelná neńı)
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Úvod
Kardinálńı č́ısla
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D́ıky za pozornost!
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