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Motivace

V ionizovaném prostředí nebo v přítomnosti
energetické radiace dochází ke srážkám
elektronů s molekulami.

Přitom často není jasné, jaké „následkyÿ
mohou mít tyto procesy pro různé molekuly
(strukturní změna molekuly, excitace atd.).

Nedávno byla vyvinuta experimantální
technika 2D spektra energetických ztrát
elektronu při srážce s molekulou (například
jako na obrázku vpravo).

Obrázek: HOTOP, Hartmut. Michael Allan - electron impact spectroscopy at its best*.

The European Physical Journal D. 2016, 70(10).
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Motivace

Proces srážek elementárních částic s molekulami lze také
matematicky modelovat.
Spektrum molekuly pak lze popsat pomocí tzv. účinného průřezu,
což je fyzikální veličina, která charakterizuje pravděpodobnosti
různých výsledků daného procesu.

V této práci chceme studovat proces srážky elektronu e− s
molekulou M daný schématem:

e− +M(−→νi )→ M−(−→νa)→ e− +M(−→νf ), (1)

kde −→ν je kvantové číslo popisující vibrační stav molekuly.
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Cíle bakalářské práce

1 Formulovat problém pomocí stacionární Schrödingerovy
rovnice a její reprezentace v konečné bázi
(Cílem je převést složité řešení integrálně-diferenciální rovnice
na řešení soustavy lineárních rovnic (SLR))

2 Nastudovat si (iterační) metody pro řešení SLR se
symetrickou maticí

Iterační metody a jejich předpodmínění
(Přímé metody)

3 Implementovat a srovnat použitelnost (efektivitu) předchozích
metod pro řešení dané úlohy
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Vlnová funkce

Abychom mohli popsat stav kvantově mechanického systému
(například aniontu M−), potřebujeme znát jeho vlnovou funkci.

Vlnovou funkci získáme jako řešení tzv. Schrödingerovy rovnice.

Přestože v bakalářské práci ve skutečnosti řešíme Schrödingerovu
rovnici ve více dimenzích, v této prezentaci se pro jednoduchost
omezíme na jednorozměrný případ Schrödingerovy rovnice, na
němž předvedeme odvození soustavy rovnic.
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Formulace problému (1D případ)

Schrödingerova rovnice popisující daný proces má tvar:[
E +

ω

2
d2

dq2
− V (q)− F̂E

]
ψ(q) = f (q), (2)

ψ : Rd → C je neznámá vlnová funkce (q ∈ R)

Operátor F̂E definovaný:

F̂Eψ(q) =

∫ ∞
0

F (E , q, q′)ψ(q′)dq′,

kde F je funkce popisující možnost odtržení elektronu e− od aniontu

E je celková energie systému

V popisuje potenciální energii molekuly (předem známá funkce)

f je funkce popisující zachycení elektronu od aniontu
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Aproximace úlohy (2) pomocí soustavy rovnic

Chtěli bychom řešit úlohu

Âψ = f , (3)

kde ψ, f ∈ L2 a Â : L2 → L2. Funci ψ můžeme napsat ve tvaru:

ψ =
∞∑
j=0

αjχj , (4)

kde αj ∈ C a {χj}∞j=1 je ortonormální báze L2. Platí tedy:

Â
∞∑
j=0

αjχj = f . (5)

Nyní celou rovnici vynásobíme zleva skalárně funkcí χk :

〈χk , Â
∞∑
j=0

αjχj〉 = 〈χk , f 〉 (6)

Martina Šarmanová Prezentace iteračních metod 8 / 18



Motivace Cíle bakalářské práce Formulace problému a metody řešení

Aproximace úlohy (2) pomocí soustavy rovnic

Rovnici (6) upravíme do tvaru:

∞∑
j=0

〈χk , Âχj〉αj = fk , (7)

Označíme-li nyní B matici s prvky bkj = 〈χk , Âχj〉,
a = (α1, α2, · · · ) a p = (f1, f2, · · · ), můžeme rovnici (7) zapsat ve
tvaru:

Ba = p. (8)

S trochou nadsázky by se dalo říct, že se jedná o soustavu rovnic s
nekonečně velkou maticí B.
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Aproximace úlohy (2) pomocí soustavy rovnic

Při numerickém řešení se však bohužel musíme omezit pouze na
konečnou soustavu rovnic m neznámých:

Bmam = pm, (9)

tak, že pro hledaný vektor am = (α1, α2, · · · , αm) bude platit, že
funkce ψm

ψm =
m∑
j=0

αjχj (10)

bude dobře aproximovat funkci ψ.
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Tvar získané soustavy rovnic

Je potřeba vyřešit spousty navzájem
podobných soustav rovnic (pro různé
počáteční energie elektronu, tj.
A ≡ A(ε))

Ax = b,

přitom víme:

A ∈ CN×N

A je symetrická

Hodnoty v matici A závisejí na
mnoha vstupních parametrech
úlohy

Pro všechny sady vstupních
parametrů má A stejnou
strukturu zaplnění

Ilustrace struktury zaplnění matice
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Iterační metody a předpodmínění

Iterační metody

Chtěli bychom otestovat efektivitu následujících metod:

1 Metody navržené pro komplexní symetrické matice
Metoda ortogonálně sdružených gradientů (COCG)
Metoda ortogonálně sdružených reziduí (COCR)
Metoda A−ortogonálně sdružených reziduí (CSYM)
Metoda rozložení matice A na Hermitovskou a
anti-Hermitovskou část (MHSS)

2 Metody použitelné i pro nesymetrické matice
Zobecněná metoda minimálních reziduí (GMRES)
Stabilizovaná metoda bi-ortogonálních gradientů (Bi-CGStab)
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Iterační metody a předpodmínění

Předpodmínění úlohy

Iterační metody často samy o sobě nejsou příliš efektivní.
V takovém případě může pomoci tzv. předpodmínění úlohy. To
může mít různé podoby, my se však budeme zabývat následující
úlohou:

Chceme najít matici předpodmínění M ∈ Cn×n ve tvaru
M = M1M2, kde M1,M2 ∈ Cn×n pomocí níž transformujeme
soustavu

Ax = b

do ekvivalentního tvaru

M−11 AM−12 u = M−11 b,u = M2x,

který má „lepší vlastnostiÿ pro iterační metody.
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Iterační metody a předpodmínění

Metody předpodmínění

Možností, jak zvolit matici předpodmínění M jsou spousty, mezi
základní metody patří následující:

1 Metody založené na štěpení matice
Diagonální předpodmínění (Jacobiho metoda)
Relaxační metoda předpodmínění (SSOR)

2 Metody založené na neúplném rozkladu
Neúplný modifikovaný Choleského rozklad
Neúplný LU rozklad

3 Přeuspořádání soustavy rovnic

Martina Šarmanová Prezentace iteračních metod 14 / 18



Motivace Cíle bakalářské práce Formulace problému a metody řešení

Metody využívající přeuspořádání soustavy

Možnost přeuspořádání soustavy

Řešíme soustavu rovnic:
Ax = b. (11)

Chtěli bychom najít permutační matici P, pomocí níž bychom
převedli soustavu do ekvivalentního tvaru:

PAPu = Pb,u = P−1x, (12)

který má však „lepšíÿ numerické vlastnosti.
Naši soustavu rovnic můžeme přeuspořádáním dokonce rozložit na
dvě nezávislé soustavy rovnic, jak je znázorněno na obrázku:

Grafické znázornění přeuspořádání soustavy rovnic
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Metody využívající přeuspořádání soustavy

Metody využívající přeuspořádání soustavy

Gaussova eliminace
(Lze ji použít i bez přeuspořádání
soustavy, ale není tak efektivní.)

Bloková metoda prosté
substituce
(Spočívá v řešení blokově
tridiagonální soustavy rovnic
pomocí nalezení rekurentního
vztahu pro řešení.)

Metoda řetězového zlomku

Struktura přeuspořádané matice

A3B2

B2A2

A1

B1

B1

ANBN−1

BN−1
. . .

. . .

. . .

X3

X2

X1

XN

...

0

0

e1

0

...

=·

Soustava rovnic v blokovém tvaru
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Metody využívající přeuspořádání soustavy
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Metody využívající přeuspořádání soustavy
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