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Z3akladni pojmy

Z3akladnim objektem naseho studia budou vicerozmérné sféry, dale
jen n-sféry.
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Z3akladni pojmy

Z3akladnim objektem naseho studia budou vicerozmérné sféry, dale
jen n-sféry.

Definice

Necht n € Ny. Sférou dimenze n, zna¢ime S”, nazveme mnoZinu
S"={x¢€ R . IIx|]| =1}

s topologii podprostoru R"*!, kde || - || : R™! — R je euklidovska
norma na R"1.

s

Pro dostateéne malé n dostdvame nasledujici p¥iklady
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Z3akladni pojmy

Z3akladnim objektem naseho studia budou vicerozmérné sféry, dale
jen n-sféry.
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o S! je kruZnice se stfedem v potatku o polom&ru jedna v R?
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Z3akladni pojmy

Z3akladnim objektem naseho studia budou vicerozmérné sféry, dale
jen n-sféry.

Definice

Necht n € Ny. Sférou dimenze n, zna¢ime S”, nazveme mnoZinu
S"={x¢€ R . IIx|]| =1}

s topologii podprostoru R"*!, kde || - || : R™! — R je euklidovska
norma na R"1.

s

Pro dostateéne malé n dostdvame nasledujici p¥iklady
o S0 ={-1,1}
o S! je kruZnice se stfedem v potatku o polom&ru jedna v R?
o S? je povrch koule se stfedem v potstku a o poloméru 1 v R3

Filip Strako¥ Vektorova pole na sférach



Z3akladni pojmy

Dalsim dilezitym pojmem jsou te¢né prostory, které v praci
formulujeme v jazyku variet, oviem zde za ucelem zjednodu3eni se
omezme na vnoteni do euklidovskych prostord.
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Z3akladni pojmy

Dalsim dilezitym pojmem jsou te¢né prostory, které v praci
formulujeme v jazyku variet, oviem zde za ucelem zjednodu3eni se
omezme na vnoteni do euklidovskych prostord.

Necht S” je n-sféra. Te€nym prostorem v bodé x € S” nazveme
afinni podprostor T,S" prostoru R"*1, e pro kazdé t € T,S" dané
souttem t = x + v, kde v € R™?, plati (x,v) = 0, kde

(-,-) : R™1 x R 5 R je snadnardni skaldrni sou&in na R"*1.
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Z3akladni pojmy

Dalsim dilezitym pojmem jsou te¢né prostory, které v praci
formulujeme v jazyku variet, oviem zde za ucelem zjednodu3eni se
omezme na vnoteni do euklidovskych prostord.

Necht S” je n-sféra. Te€nym prostorem v bodé x € S” nazveme
afinni podprostor T,S" prostoru R"*1, e pro kazdé t € T,S" dané
souttem t = x + v, kde v € R™?, plati (x,v) = 0, kde

(-,-) : R™1 x R 5 R je snadnardni skaldrni sou&in na R"*1.

Jelikoz sféra je lokalné n-plocha, coz se da dokazat napftiklad
stereografickou projekci ze severniho a poté jizniho pdlu, ma T,S"
v kazdém bod& strukturu vektorového prostoru dimenze n.
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Z3akladni pojmy

Nyni si predstavme, Ze chceme popsat strukturu viech te¢nych
prostorl na dané sféfe. K tomu nam poslouzi nasledujici pojem.
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Z3akladni pojmy

Nyni si predstavme, Ze chceme popsat strukturu viech te¢nych
prostorl na dané sféfe. K tomu nam poslouzi nasledujici pojem.

Definice

Teénym fibrovanym prostorem n-sféry S” nazvme trojici
(TS",S", ), kde

TS"=J T.S" a n:TS">§"
xesn
je spojité zobrazeni definované pfifazenim 7(t) = x pro t € T,S".

Spojité zobrazeni s : S” — TS" takové, Ze m o s = idgn, se nazyva
vektorové pole.

Zobecné&nim te¢ného fibrovaného prostoru jsou vektorové bundly
¢ = (E, B, m) a zobecn&nim vektorovych poli jsou fezy bunld.
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Uvod

Zobecnéni te¢ného fibrovaného prostoru

Definice

Vektorovy bundl je trojice £ = (E, B, ), kde E, B jsou
topologické prostory a w : E — B je spojité zobrazeni takové, Ze
pro kazdé b € B muZeme na 7 1(b) zavést strukturu redlného
prostoru. Navic musi byt spInéna nasledujici podminka lokalni
triviality:

Pro kazdé b € B existuje n € N, okoli U bodu bv B a
homeomorfismus h: U x R" — 7~1(U) takovy, Ze pro kazdé

¢ € U pfifazeni x — h(c, x) indukuje izomorfismus vektorovych
prostorli R" a m~1(b).
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Uvod

Zobecnéni te¢ného fibrovaného prostoru

Definice

Vektorovy bundl je trojice £ = (E, B, ), kde E, B jsou
topologické prostory a w : E — B je spojité zobrazeni takové, Ze
pro kazdé b € B muZeme na 7 1(b) zavést strukturu redlného
prostoru. Navic musi byt spInéna nasledujici podminka lokalni
triviality:

Pro kazdé b € B existuje n € N, okoli U bodu bv B a
homeomorfismus h: U x R" — 7~1(U) takovy, Ze pro kazdé

¢ € U pfifazeni x — h(c, x) indukuje izomorfismus vektorovych
prostorli R" a m~1(b).

Poznamenejme, Ze n se mize lisit na kazdé komponenté& souvislosti.
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Uvod

|zomorfismus v trivialnim bundlem

Nad kaZdym topologickym prostorem B lze vybudovat strukturu
takzvaného trividlniho vektorového bundlu ¢ = (B x R", B, 7),
kde 7((b, x)) = b.
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Uvod

|zomorfismus v trivialnim bundlem

Nad kaZdym topologickym prostorem B lze vybudovat strukturu
takzvaného trividlniho vektorového bundlu ¢ = (B x R", B, 7),
kde 7((b, x)) = b.

Vektorové bundly £ = (E(&), B, m¢) and v = (E(v), B, )
nazveme izomorfnimi, piseme £ = v, pokud existuje
homeomorfismus f : E(§) — E(v), pro ktery je ziZeni f [ng(b)

izomorfismus vektorovych prostorii wgl(b) a m, }(b) pro kazdé
beB.
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Uvod

|zomorfismus v trivialnim bundlem

Nad kaZdym topologickym prostorem B lze vybudovat strukturu
takzvaného trividlniho vektorového bundlu ¢ = (B x R", B, 7),
kde 7((b, x)) = b.

Vektorové bundly £ = (E(&), B, m¢) and v = (E(v), B, )
nazveme izomorfnimi, piseme £ = v, pokud existuje
homeomorfismus f : E(§) — E(v), pro ktery je ziZeni f [ng(b)

izomorfismus vektorovych prostorii wgl(b) a 7, 1(b) pro kazdé
beB.

Lze dokazat, Ze kaZzdy bundl, pro ktery dokaZeme najit s1,..., s,
Yezy bundlu, které tvofi v kazdém bod& b bazi m—1(b), je izomorfni
s . Opa¢nd implikace je zfejma.
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Necekané aplikace

PYestoze se vektorové bundly jevi jako Cisté teoreticky koncept,
maji aplikace ve fyzice v teorii molekaldrnich vibraci, kde
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Necekané aplikace

PYestoze se vektorové bundly jevi jako Cisté teoreticky koncept,
maji aplikace ve fyzice v teorii molekaldrnich vibraci, kde
@ B = atomy v molekule,
@ E = prostor viech moznych vychyleni atomi od idedlIni
ekvilibridlni polohy,
@ 7 je projekce jako v pFipadé trividlniho bundlu.
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Necekané aplikace

PYestoze se vektorové bundly jevi jako Cisté teoreticky koncept,
maji aplikace ve fyzice v teorii molekaldrnich vibraci, kde

@ B = atomy v molekule,

@ E = prostor viech moznych vychyleni atomi od idedlIni

ekvilibridlni polohy,

@ 7 je projekce jako v pFipadé trividlniho bundlu.
Rezy pak vyjad¥uji vychyleni molekuly jako celku.
Nechdme-li pisobit vhodnym zplisobem na E a B grupu symetrii
tvaru molekuly tak, Ze je kompatibilni se strukturou bundlu.
Dostavame prostfedky na vypolet charaktert uréitych representaci
a jazyk pro formulaci daného problému zahrnujici ¥eSeni oby&ejnych
diferencidlnich rovnic druhého ¥adu.
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Obsah préce

Paralelizovatelnost sfér

Pokud je TS" izomorfni s %, nazveme S" paralelizovatelnou.

Ne kazdd n-sféra je paralelizovatelnd, ale zaleZi na parité n.
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Obsah préce

Paralelizovatelnost sfér

Pokud je TS" izomorfni s %, nazveme S" paralelizovatelnou.

Ne kazdd n-sféra je paralelizovatelnd, ale zaleZi na parité n. V praci
se zbyvame:
@ Dikazem toho, Ze pro sudé n > 0 neni n-sféra
paralelizovatelna. Dokonce plati ndsledujici véta:

Necht n je sudé, pak neexistuje nikde nenulové vektorové pole na
TS".

K dikazu této véty pouzivime prostfedky teorie charakteristickych
t¥id, k jejichZ zavedeni jsou nutné znalosti algebraické topologie
jako jsou homotopie a singularni homologie a kohomologie.
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Obsah préce

Paralelizovatelnost sfér

@ Pro n liché Ize relativné snadno alespoii jedno vSude nenulové
vektorové pole zkonstruovat, coz si ukdzeme v ndsledujici
kapitole pro S.
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Obsah préce

Paralelizovatelnost sfér

@ Pro n liché Ize relativné snadno alespoii jedno vSude nenulové
vektorové pole zkonstruovat, coz si ukdzeme v ndsledujici
kapitole pro S.

@ V préci se zabyvdme konstrukci vSude linedrné nezavislych
vektorovych poli pomoci Cliffordovych algeber pro n liché.

Plati dokonce velmi pfekvapiva véta:

NapiSeme-li m = k - 24°+¢, kde k je liché, 0 < c <3, b€ Z.
Oznaéme n = m — 1. Pak na S" existuje pravé 8b + 2¢ — 1 vSude
linedrné nezdvislych vektorovych poli.
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Obsah préce

Paralelizovatelnost sfér a podilové algebry

S" je paralelizovatelnd pravé tehdy, kdyZ n=0,1,3,7.

Toto souvisi s existenci podilovych algeber R™! a s existenci
ortogondlniho soutinu na R"*1. Pro dimenze n = 0,1,3,7 mame
popotadé algebry R, C, H, O, kde H zna&i kvaterniony a O znat&i
oktoniony.
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Obsah préce

Paralelizovatelnost sfér a podilové algebry

S" je paralelizovatelnd pravé tehdy, kdyZ n=0,1,3,7.

Toto souvisi s existenci podilovych algeber R™! a s existenci
ortogondlniho soutinu na R"*1. Pro dimenze n = 0,1,3,7 mame
popotadé algebry R, C, H, O, kde H zna&i kvaterniony a O znat&i
oktoniony.
@ Implikace z prava do leva plyne z konstrukce vektorovych poli
pomoci Cliffordovych algeber.
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Obsah préce

Paralelizovatelnost sfér a podilové algebry

S" je paralelizovatelnd pravé tehdy, kdyZ n=0,1,3,7.

Toto souvisi s existenci podilovych algeber R™! a s existenci
ortogondlniho soutinu na R"*1. Pro dimenze n = 0,1,3,7 mame
popotadé algebry R, C, H, O, kde H zna&i kvaterniony a O znat&i
oktoniony.
@ Implikace z prava do leva plyne z konstrukce vektorovych poli
pomoci Cliffordovych algeber.

o Na dlkaz opa¢né implikace jsou potfeba zdklady K-teorie,
jmenovité H-prostorii, Bottovy periodicity a Hopfova
invariantu, na které v prdci nejspiSe nezbyde misto.
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st a nésobeni v C

Paralelizovatelnost St

P¥ipometime, #e St je kruZnice v redlné rovin& se stfedem v
po¢atku a polomérem 1.
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st a nésobeni v C

Paralelizovatelnost St

P¥ipometime, #e St je kruZnice v redlné rovin& se stfedem v

po¢atku a polomérem 1.
Jeji te¢ny prostor je v kazdém bodé dan smérem tecny. Nynf si
zvolme na kruznici libovolny bod a jednu z orientaci tecny.
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st a nésobeni v C

Paralelizovatelnost St

P¥ipometime, #e St je kruZnice v redlné rovin& se stfedem v
po¢atku a polomérem 1.

Jeji te¢ny prostor je v kazdém bodé dan smérem tecny. Nynf si
zvolme na kruznici libovolny bod a jednu z orientaci tecny.

(x1,%2)

Tedy naptiklad €ervenou tetnu délky 1 v bod& (x1, x2). Okamzit&
vidime, Ze smér te€ny je dan vektorem (—xz, x1). Dostdvame tedy
hladké vektorové pole s((x1,x2)) = (—x2, x1), které je zfejmé&
hladké a viude nenulové, tedy je S! paralelizovatelna.
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st a nésobeni v C

Souvislost s ndsobenim v C

Nyni uvazme S! vnotenou do C a tedy pro nade vektorové pole
bude platit:
s(a+ bi) = —b+ ai = i(a+ bi)
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st a nésobeni v C

Souvislost s ndsobenim v C

Nyni uvazme S! vnotenou do C a tedy pro nade vektorové pole
bude platit:
s(a+ bi) = —b+ ai = i(a+ bi)

Tedy nase vektorové pole odpovidd nasobeni prvkem i.
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st a nésobeni v C

Souvislost s ndsobenim v C

Nyni uvazme S! vnotenou do C a tedy pro nade vektorové pole
bude platit:
s(a+ bi) = —b+ ai = i(a+ bi)

Tedy nase vektorové pole odpovidd nasobeni prvkem i. Zobecnéni
pro S" vnotené do CK, kde n = 2k — 1, je nasnadg, tj.

s((ay + b1f,...,ak + bgi)) = (—b1 + a1i, ..., — bk + aki)
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st a nésobeni v C

Souvislost s ndsobenim v C

Nyni uvazme S! vnotenou do C a tedy pro nade vektorové pole
bude platit:
s(a+ bi) = —b+ ai = i(a+ bi)

Tedy nase vektorové pole odpovidd nasobeni prvkem i. Zobecnéni
pro S" vnotené do CK, kde n = 2k — 1, je nasnadg, tj.

s((ay + b1f,...,ak + bgi)) = (—b1 + a1i, ..., — bk + aki)

Naznadili jsme tedy, Ze pro sféry liché dimenze dokdZeme najit
v8ude nenulové vektorové pole.
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1

S* a nasobeni v C

Diky za pozornost!
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