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Motivace a obsah kurzu

Na¹ím úkolem je matematicky modelovat úlohu:

Efektivnì a bez ztrát pøenést informaci prostøednictvím informaèního kanálu od
zdroje informace k pøíjemci.

Jak jednotlivé polo¾ky úkolu chápat?
Pøedná¹ka je rozdìlena podle dvojího pøístupu ke konceptu informace; zkoumáme

- buï þstrukturu", která informaci nese (kódu - textu) bez ohledu na þobsah"
→ teorie (algebraických) kódù,

- nebo þmìøíme obsah/ztrátu"informace chápané jako náhodná velièina
→ teorie informace (jako souèást teorie pravdìpodobnosti).

Date: 30. kvìtna 2021.
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Konkretizace dal¹ích polo¾ek úkolu:
informaèní kanál - fyzikální prostøedí, u nìj¾ nás zajímá míra jeho (ne)spolehlivosti
zdroj/pøíjemce - strany komunikace (2 lidé, 2 stroje, vysílaè pøijímaè apod.)
bezztrátovost - informace zdroje a pøíjemce by mìla být þstejná"
efektivita - snaha o maximalizaci míry informace vzhledem k velikosti struktury, která

informaci "nese"

Rozvrh kurzu
(1) základní koncepty teorie kódù (vzdálenost, nosnost, linearita, dualita)
(2) algebraické konstrukce (cyklické kódy, (G)RS, BCH kódy)
(3) teorie informace (kódování zdroje, Shannonova teorie)
(4) kombinatorické a geometrické konstrukce (Golayovy kódy, RM kódy)

1. Vzdálenost a nosnost blokového kódu

Celou pøedná¹ku pøedpokládáme, ¾e Fq = F je abeceda znakù zdroje i pøíjemce pro F
koneèné tìleso øádu q = |F|.

T&N. Pro n ∈ N budeme vektor v ∈ Fn nazývat slovo délky n a v souøadnicích ho
budeme zapisovat øádkovì v = v1v2 . . . vn.
Mno¾ina C ⊆ Fn se nazývá blokový kód délky n

De�nice. Nech» u,v ∈ Fn a C ⊆ Fn je neprázdná mno¾ina slov. Pak
- d(u,v) = |{i | ui 6= vi}| se nazývá (Hammingova) vzdálenost slov u a v,
- polo¾me d(C) = min{d(u,v) | u,v ∈ C,u 6= v} pro |C| > 1 a d(C) = n+1 pro |C| = 1,

pak d(C) nazveme (Hammingova) vzdálenost kódu C,
- w(u) = d(u,0) se nazývá (Hammingova) váha slova u.

Poznámka 1.1. Jestli¾e u,v ∈ Fn pak
(1) d(u,v) ≤ d(u,w) + d(w,v) pro ka¾dé w ∈ Fn
(2) d(u,v) = w(u− v)

Dùkaz. (1) Oznaème D(u,v) = {i | ui 6= vi}, pak
D(u,v) ⊆ D(u,w) ∪D(w,v)

proto
d(u,v) = |D(u,v)| ≤ |D(u,w) ∪D(w,v)| ≤ d(u,w) + d(w,v).

(2) Staèí uvá¾it, ¾e ui 6= vi ⇔ ui − vi 6= 0. �

T&N. Jestli¾e u ∈ Fnq a r je nezáporné celé èíslo, pak

S(u, r) := {v ∈ Fnq | d(u,v) ≤ r}
je q-ární koule o polomìru r se støedem u.
Velikost koule v prostoru Fnq se znaèí Vq(n, r) = |S(0, r)|.

Pozorování. Jestli¾e u,v ∈ Fn a r ∈ N pak
(1) S(u, r) = u + S(0, r) = u− v + S(v, r),
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(2) |S(u, r)| = |S(0, r)| = |S(v, r)|.

T&N. Je-li r je nezáporné celé èíslo, pak o kódu C ⊆ Fnq øekneme, ¾e
- rozpozná r chyb, pokud S(u, r) ∩ C = {u} pro ka¾dé u ∈ C,
- opraví r chyb, pokud S(u, r) ∩ S(v, r) = ∅ pro ka¾dé u,v ∈ C, u 6= v.

Poznámka 1.2. Je-li C ⊆ Fn je aspoò dvouprvkový kód a r ∈ N pak

(1) C rozpozná r chyb ⇔ d(C) > r,
(2) C opraví r chyb ⇔ d(C) > 2r,

Dùkaz. (1) d(C) > r ⇔ ∀u 6= v ∈ C platí, ¾e d(u,v) > r ⇔ ∀u ∈ C : S(u, r) ∩ C = {u}.
(2) Doká¾eme nepøímo.
(⇒) Nech» d ≤ 2r. Pak ∃u 6= v ∈ C splòující d(u,v) ≤ 2r ⇒ pro D := {i | ui 6= vi}

dostáváme |D| ≤ 2r ⇒ ∃B ⊂ D, pro nì¾ |B| ≤ r a |D \B| ≤ r. De�nujme slovo w:

wi =

 ui pro i ∈ B
vi pro i ∈ D \B
ui = vi jinde

Pak d(u,w) ≤ r a d(v,w) ≤ r, proto w ∈ S(u, r) ∩ S(v, r).
(⇐) Nech» ∃u 6= v ∈ C a ∃w ∈ Fn splòující w ∈ S(u, r) ∩ S(v, r). Pak

d(u,v) ≤ d(u,w) + d(w,v) ≤ 2r

díky 1.1(1). �

Pozorování. Pokud kód C opraví r chyb, u ∈ C, v ∈ S(u, r), pak S(v, r) ∩ C = {u}

Pøedchozí úvaha vede k opravovacímu algoritmu: je-li v pøijaté slovo, zvol u ∈ C, pro
nì¾ S(v, r) ∩ C = {u} (oprávnìnost algoritmu nám uká¾e teorie informace).

Vìta 1.3 (Hammingova nerovnost). Nech» C ⊆ Fn je aspoò dvouprvkový kód, který
opraví r chyb. Pak 2r < d(C) a pro k = logq |C| platí, ¾e Vq(n, r) ≤ qn−k.

Dùkaz. 1.2 ⇒ 2r < d(C) ⇒ {S(u, r) | u ∈ C} je disjunktní systém podmno¾in Fn

⇒ Vq(n, r)|C| =
∑
u∈C

|S(u, r)| = |
⋃̇

u∈C
S(u, r)| ≤ |Fn| = qn.

Tudí¾ Vq(n, r) ≤ qn

qk
= qn−k. �

De�nice. Nech» C ⊆ Fn, k = logq |C| a r je nezáporné celé èíslo. Èíslo k
n
se nazývá

nosnost kódu
Kód C je r-perfektní, jestli¾e opraví r chyb a Vq(n, r) = qn−k, C je perfektní, jestli¾e

existuje r, pro nì¾ je r-perfektní.

Pozorování. Nech» C ⊆ Fn, k = logq |C| > 0 a r je kladné celé èíslo.

(1) k
n
∈ (0, 1〉 a k = n ⇔ C = Fnq ,

(2) C je r-perfektní ⇔ Fnq =
⋃̇

u∈CS(u, r),

(3) perfektní kód je r-perfektní pro (jediné) r = d(C)−1
2

.
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Pøíklad 1.4. (1) Fn je 0-perfektní kód,
(2) {0} ⊆ Fn je n-perfektní kód.

Vìta 1.5 (Singletonùv odhad). Jestli¾e C ⊆ Fnq , C 6= ∅ a k = logq |C|, pak d(C) ≤ n−k+1.

Dùkaz. Nech» A(n, d) := max{logq |C| | C ⊆ Fnq , d(C) ≥ d}. Pak pro ka¾dé C ⊆ Fnq
splòující d = d(C) platí, ¾e k ≤ A(n, d).
Dokazujme indukcí dle d ≥ 1 tvrzení ∀n A(n, d) ≤ n− d+ 1.
Proto¾e A(n, 1) ≤ A(n, d) ≤ n, vidíme, ¾e tvrzení pro d = 1 platí.
Za platnosti tvrzení pro d− 1 doká¾eme tvrzení pro d ≥ 2. Pro libovolný kód C ⊆ Fnq

splòující d(C) ≥ d de�nujme kód

C := {v1 . . . vn−1 ∈ Fn−1
q | v1 . . . vn−1vn ∈ C}.

Pak |C| = |C| proto¾e d ≥ 2 a dále d(C) ≥ d− 1, proto díky indukènímu pøedpokladu

A(n, d) ≤ A(n− 1, d− 1) ≤ (n− 1)− (d− 1) + 1 = n− d+ 1⇒

k ≤ A(n, d(C)) ≤ n− d(C) + 1 ⇒ d(C) ≤ n− k + 1.

�

De�nice. Nech» C ⊆ Fnq , k = logq |C| a d = d(C). C se nazývá MDS (maximum distance
separable), jestli¾e d = n− k + 1.

Pøíklad 1.6. (1) Fn i {0} jsou MDS i perfektní kódy.
(2) Pro n ≥ 2 je tzv. paritní kód C = {v ∈ Fn2 |

∑
i vi = 0} MDS, nebo» d(C) = 2 a

k = n− 1, ov¹em nejedná se o perfektní kód.

T&N. Øekneme, ¾e (blokové) kódy C, C ⊆ Fn jsou permutaènì ekvivalentní (prostøed-
nictvím permutace σ ∈ Sn), pokud c1 . . . cn ∈ C ⇔ cσ(1) . . . cσ(n) ∈ C.

Pozorování. Nech» σ, τ ∈ Sn, kódy C, C ⊆ Fn jsou permutaènì ekvivalentní prostøednic-
tvím σ a de�nujme ϕσ : Fn → Fn pøedpisem ϕσ(v) = vσ(1) . . . vσ(n). Pak

(1) ϕσ : Fn → Fn je izomor�smus a ϕσϕτ = ϕτσ,
(2) C = ϕσ(C) a |C| = |C|,
(3) pro u,v ∈ Fn máme d(u,v) = d(ϕσ(u), ϕσ(v)) a proto d(C) = d(C),
(4) permutaèní ekvivalence tvoøí ekvivalenci na kódech obsa¾ených v Fn.

Algebraické kódy

2. Lineární kódy

De�nice. C ⊆ Fn se nazývá lineární kód, jde-li o podprostor vektorového prostoru Fn
nad tìlesem F.

Pozorování. Pro lineární kód C ⊆ Fnq je k = logq |C| = dimFq(C), tedy nosnost C je rovna
dim(C)
n

.
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T&N. Je-li C ⊆ Fnq lineární kód délky n nad tìlesem Fq, k = dimFq(C) a d = d(C), pak
ho oznaèujeme jako kód s parametry

[n, k], [n, k, d], [n, k]q, [n, k, d]q.

Pozorování. Je-li C lineární kód kladné dimenze, pak

d(C) = min{d(u,v) | u,v ∈ C,u 6= v} = min{w(v) | v ∈ C \ {0}}.

T&N. Buï C [n, k]-kód a C =


c1

. . .

. . .
ck

 ∈ Fk×n a H ∈ F(n−k)×n, pak C je generující matice

kódu C, jestli¾e c1, . . . , ck je báze C, a a H kontrolní matice kódu C, pokud C = Ker H.

Pozorování. Nech» C ∈ Fk×n, H ∈ F(n−k)×n a C je [n, k]-kód.

(1) Buï C generující matice C. Pak H je kontrolní matice kódu C, právì kdy¾ øádky
H tvoøí bázi øe¹ení soustavy CxT = 0T .

(2) Buï H kontrolní matice C. Pak C je generující matice kódu C, právì kdy¾ øádky
C tvoøí bázi øe¹ení soustavy HxT = 0T

(3) C aH jsou generující a kontrolní matice kódu C, právì kdy¾ rank C = k, rank H =
n− k, CHT = 0 a C = Im CT = Ker H.

T&N. Generující matice lineárního kódu je ve standardním tvaru, má-li formu (Ik|A) ∈
Fk×n.

Poznámka 2.1. Je-li C lineární kód, pak existuje generující matice ve standardním tvaru
nìjakého kódu, který je permutaènì ekvivalentní k C.

Dùkaz. Nech»C generující matice [n, k]-kódu C. Posloupností elementárních úprav (Gausso-
vou-Jordanovou eliminací) najdeme podobnou, tedy rovnì¾ generující maticiD = (dT1 | . . . |dTn ) ∼
C s bázovými sloupci dTi1 = eT1 , . . . ,d

T
ik

= eTk T tvoøící kanonickou bázi prostoru Fk.
Vezmeme-li libovolnou permutaci σ ∈ Sn splòující σ(j) = ij, pak

D̃ = (dTσ(1)|dTσ(2)| . . .dTσ(k) . . . |dTσ(n)) = (Ik|dTσ(k+1) . . . |dTσ(n))

D̃ je generující matice kódu, s ním¾ je permutaènì ekvivalentní prostøednictvím permu-
tace σ kód C. �

Poznámka 2.2. Je-li (Ik|A) ∈ Fk×n generující matice [n, k]-kódu, pak (−AT |In−k) je
jeho kontrolní matice.

Dùkaz. Zøejmì rank((−AT |In−k)) = n− k a

(−AT |In−k) · (Ik|A)T =
(
−AT |In−k

)( Ik
AT

)
= −AT + AT = 0

�

Vìta 2.3. Je-li C [n, k, d]-kód s kontrolní maticí H a r je nejvìt¹í hodnota, pro ni¾ je
ka¾dých r sloupcù H lineárnì nezávislých, pak d = r + 1.
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Dùkaz. r = 0 ⇔ ∃i, pro nì¾ je i-tý sloupec H nulový ⇔ ∃i, pro nì¾ HeTi = 0T ⇔ ∃i :
ei ∈ C ⇔ d(C) = 1.
Jestli¾e r = n, pak H je regulární ètvercová matice a a d(C) = d({0}) = n+ 1.
Nech» r < n a d(C) = d, ⇒ ∃u ∈ C : w(u) = d, tj. HuT = 0T ⇒ d sloupcù H je LZ ⇒

r ≤ d− 1.
Nech» naopak ∃v w(v) = r + 1 a HvT = 0T ⇒ v ∈ C ⇒ d ≤ w(v) = r + 1. �

Pøíklad 2.4 (Hammingùv perfektní kód délky 7). De�nujme binární kód H s kontrolní

maticí H =

0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1

. Spoèítáme C =


1 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 1 1 1

 generující

matici ve standardním tvaru. Proto¾e jsou ka¾dé dva sloupce H rùzné, jsou nad F2

lineárnì nezávislé a napøíklad první tøi sloupce H u¾ jsou lineárnì závislé, proto je podle
Vìty 2.3 d(H) = 3 a kód podle 1.2 opraví jednu chybu. Snadno spoèítáme V2(7, 1) =
1 +

(
7
1

)
= 8 = 27−4, tedy se jedná o 1-perfektní kód, který zøejmì není MDS.

T&N. Bilineární forma · : Fn×Fn → F daná vztahem u ·v =
∑n

i=1 uivi se nazývá bodový
souèin. Pro C ⊆ Fn se C⊥ = {v ∈ Fn | v · d = 0∀d ∈ C} nazývá duální kód ke kódu C.

Pozorování. Nech» C,D ⊆ Fn.
(1) bodový souèin · je symetrická, nedegenerovaní (tj. regulární) bilineární forma,
(2) C⊥ = (LO C)⊥ ⊆ Fn je lineární kód,
(3) C ⊆ LO C = (C⊥)⊥,
(4) je-li C lineární, pak C = (C⊥)⊥,
(5) C ⊆ D ⇒ D⊥ ⊆ C⊥.

Poznámka 2.5. Buï C [n, k]-kód, C ∈ Fk×n a H ∈ Fn−k×n.
(1) C⊥ je [n, n− k]-kód,
(2) C je generující matice C, ⇔ C je kontrolní matice C⊥,
(3) H je kontrolní matice C, ⇔ H je generujíc matice C⊥.

Dùkaz. Nech» C =


c1

. . .

. . .
ck

 a H =


h1

. . .

. . .
hn−k

.

(1) Nech» C je generující matice C, tj. rank C = k a C⊥ = (c1, . . . , ck)
⊥ = Ker C ⇒

dim C⊥ = n− rank C = n− k.
(2),(3) Je-li C je generující matice C, pak Ker C = C⊥ ⇒ C je kontrolní matice C⊥.

Proto, je-li H je generující matice C⊥, pak C je kontrolní matice (C⊥)⊥ = C.
Naopak, je-li H je kontrolní matice C, potom C = Ker H = (h1, . . . ,hn−k)

⊥, proto

C⊥ = ((h1, . . . ,hn−k)
⊥)⊥ = LO(h1, . . . ,hn−k),

tudí¾H je generujíc matice C⊥. Proto, je-liC je kontrolní matice C⊥, pak jeC je generující
matice (C⊥)⊥ = C. �

6



Pøíklad 2.6. ] Nech» C = H =

1 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 1

 je generující i kontrolní matice

kódu C, proto¾e HCT = 0, rank C = rank H = 3. Navíc C = C⊥.

3. MDS-kódy

Pøipomeòme, ¾e [n, k, d]-kód je MDS, právì kdy¾ d = n− k + 1.

Poznámka 3.1. Buï C [n, k, d]-kód s kontrolní maticí H. Pak je ekvivalentní:
(1) C je MDS,
(2) ka¾dých n− k sloupcù H je lineárnì nezávislých,
(3) ka¾dá ètvercová matice, která vznikne z H vypu¹tìním k sloupcù je regulární.

Dùkaz. (1)⇒(2) C je MDS znamená, ¾e d− 1 = n− k, proto (2) plyne z 2.3.
(2)⇒(1) Z 1.5 plyne, ¾e d ≤ n− k + 1 a z 2.3 plyne, ¾e d ≥ n− k + 1 ⇒ C je MDS.
(2)⇔(3) To víme z lineární algebry. �

Pozorování. Buï C [n, k]-kód s generující maticí C. Pak C⊥ je MDS⇔ ka¾dá ètvercová
matice, která vznikne z C vypu¹tìním n− k sloupcù je regulární.

Vìta 3.2. Lineární kód C je MDS, právì kdy¾ C⊥ je MDS.

Dùkaz. Proto¾e C = (C⊥)⊥, staèí dokázat jen implikaci (⇐). Doka¾me ji nepøímo, tedy
pøedpokládejme, ¾e C je [n, k, d]-kód, který není MDS.
Pak d = d(C) < n − k + 1 ⇒ d ≤ n − k ⇒ ∃v ∈ C tak, ¾e 0 < w(v) ≤ n − k ⇒
|{i | vi = 0}| ≥ k. Víme, ¾e existuje báze C obsahující vektor v, tedy existuje generující
matice C, její¾ první øádek tvoøí slovo v. Podle 2.5 je C kontrolní maticí kódu C⊥, její¾
k sloupcù má první souøadnici nulovou. Proto¾e jsou tyto sloupce lineárnì závislé, podle
3.1 není C⊥ MDS. �

Dùsledek 3.3. Buï C generující matice [n, k]-kódu C. Pak C je MDS, právì kdy¾ je
ka¾dých k sloupcù C lineárnì nezávislých.

Jaký je vztah mezi existencí lineárních MDS-kódù a velikostí tìlesa F?

Pozorování. Nech» i < j ≤ n, a,b ∈ Fn, bi 6= 0 6= bj, Jestli¾e
ai
bi

=
aj
bj
, pak je mno¾ina

vektorù {ek | k : i 6= k 6= j} ∪ {a,b} lineárnì závislá, nebo» se jedná o øádkové vektory
matice Ia,b, kterou dostaneme z jednotkové nahrazením i-tého øádku slovem a a j-tého
øádku slovem b a její¾ determinant je det Ia,b = aibj − ajbi = 0.

Vìta 3.4. Jestli¾e je [n, k, d]q-kód MDS a 3 ≤ d ≤ n− 1, pak n− q < k < q a d ≤ q.

Dùkaz. Nech» C je [n, k, d]q-kód, který je MDS, tedy d = n− k + 1. Pak podle 3.2 je C⊥
MDS [n, n− k, d′]q-kód, kde d′ = n− (n+ k) + 1 = k+ 1 = n− d+ 2 ⇒ d = n− d′ + 2 a
d′ = n− d+ 2. Dosadíme-li vyjádøení d do pøedpokladu 3 ≤ d ≤ n− 1 dostáváme

3 ≤ n− d′ + 2 ≤ n− 1⇒ 1− n ≤ −d′ ≤ −3⇒ 3 ≤ d′ ≤ n− 1,

tj. pro d i d′ platí stejný pøedpoklad.
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Díky 2.1 mù¾eme BÚNO pøedpokládat, ¾e existuje generující matice kódu C ve stan-
dardním tvaru (Ik|A), kde A ∈ Fk×n−kq . Proto¾e d ≥ 3, máme n− k = d− 1 ≥ 2, tedy A
má aspoò dva sloupce.
Uvìdomme si, ¾e v¹echny hodnoty A jsou nenulové. Kdyby aij = 0, pak by j-tý sloupec

matice A byl lineární kombinací prvních k sloupcù matice (Ik|A) s výjimkou i-tého, co¾
je ve sporu s 3.3. Proto¾e jsou podle 3.3 první dva sloupce matice A a ka¾dých k − 2
sloupcù jednotkové matice lineárnì nezávislé, plyne z pøedchozího pozorování, ¾e ∀i 6= j
ai1
ai2
6= aj1

aj2
, tedy

k = |{ai1
ai2
∈ F∗q | i = 1, . . . , k}| ≤ q − 1⇒ k < q

a duálnì pro MDS kód C⊥ je n − k < q, a proto k > n − q. Odtud koneènì plyne
d = n+ 1− k ≤ q. �

Pøíklad 3.5. Dvouprvkový kód {0, 1 . . . 1} je pro k > 1 a n > 2 jediný lineární kód s
parametry [n, k, n− k + 1]2, který opraví aspoò 1 chybu, tedy d ≥ 3. Kdyby d < n, pak
bychom z 3.4 plynulo, ¾e 3 ≤ d ≤ q = 2, tedy spor.

Pøíklad 3.6. Nech» α1, . . . , αn ∈ F∗q jsou po dvou rùzné prvky, k < n, polo¾me α =

(α1, . . . , αn), dále Hk,α =


1 1 . . . 1
α1 α2 . . . αn
. . . . . .
. . . . . .

αk−1
1 αk−1

2 . . . αk−1
n

 a Ck,α = kerHk,α. Potom tvoøí

ka¾dých k sloucù této matice regulární podmatici a proto jsou Ck,α i C⊥k,α MDS-kódy.

T&N. Je-li (Ik|A) generující (nebo kontrolní) matice MDS kódu, pak se A nazývá MDS
matice.

Obdobným argumentem jako v dùkazu 3.4 se dá dokázat, ¾e je maticeAMDS⇔ ka¾dá
ètvercová matice, kterou z A dostaneme vypu¹tìním øádkù a sloupcù je regulární.

Pøíklad 3.7. Kód s generující maticí C =

1 0 0 1 1
0 1 0 1 2
0 0 1 1 4

 je nad tìlesem F5 podle 3.3

MDS kód, tedy

1 1
1 2
1 4

 je MDS matice.

4. Samoduální a propíchnuté kódy

Nech» n > 1 je pøirozené.

De�nice. Kód C se nazývá samoortogonální, pokud C ⊆ C⊥ a C je samoduální, pokud
C = C⊥.

Pozorování. Samoduální kód je v¾dy lineární.
8



Pozorování. Je-li C generující matice [n, k]-kódu C, pak
(1) C je samoortogonální ⇔ CCT = 0 ,
(2) C je samoduální ⇔ CCT = 0 a n = 2k ⇔ C je kontrolní matice C.

T&N. Nech» 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n a I = {i1, . . . , ir}. Oznaème πI : Fn → Fn−r
zobrazení, kde πI(u) vznikne z u vynecháním v¹ech souøadnic i1, . . . , ir a πi = π{i}.
Zobrazení πI se nazývá propíchnutí a πI(C) je pro ka¾dé C ⊆ Fn propíchnutý kód v
souøadnicích I.

Pozorování. Nech» 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n a I = {i1, . . . , ir}.
(1) πI = πi1 . . . πir je lineární zobrazení,
(2) propíchnutý kód lineárního kódu je lineární,
(3) je-li C [n, k, d]-kód pro d > 1 a i ∈ {1, . . . , n}, pak πi(C) je buï [n − 1, k, d]-kód

nebo [n− 1, k, d− 1]-kód.

Pøíklad 4.1. Binární lineární kód C s generující i kontrolní maticíC =

1 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 1


z Pøíkladu 2.6 je samoduální [6, 3, 2]-kód, propíchnutý kód πi(C) má parametry [5, 3, 1] a
není ani samoortogonální (a tedy ani samoduální).

π{5,6}(C) je opìt samoduální [4, 2, 2]-kód s generující maticí

(
1 1 0 0
0 0 1 1

)
.

Poznámka 4.2. Buï C [n, k, n−k+ 1]-kód (tedy MDS-kód), I ⊆ {1, . . . , n} a r := |I| ≤
n− k. Pak πI(C) je MDS [n− r, k, n− r − k + 1]-kód.

Dùkaz. Nech» C =

c1

. . .
ck

 je generující matice kódu C. Potom z 3.3 plyne, ¾e ka¾dých k

sloupcù je lineárnì nezávislých.

Proto¾e r = |I| ≤ n− k, máme k ≤ n− r, proto

πI(c1)
. . .

πI(ck)

 je generující matice kódu

πI(C), jejích¾ ka¾dých k sloupcù je lineárnì nezávislých ⇒ πI(C) je MDS díky 3.3 ⇒
πI(C) je [n− r, k, n− r − k + 1]-kód. �

T&N. Nech» A,B ⊆ {1, . . . , n}, iA ∈ Fn2 de�nujme iA =

{
1 jestli¾e i ∈ A
0 jestli¾e i /∈ A a dále

iA ∩ iB = iA∩B.

Pozorování. Operace ∩ je na Fn2 právì operací násobení po slo¾kách a
(1) ∀u ∈ Fn2 ∃A ⊆ {1, . . . , n}, pro nì¾ u = iA, tedy w(u) = |A|,
(2) jestli¾e A,B ⊆ {1, . . . , n}, pak w(iA + iB) = |A÷B| = w(iA) +w(iB)− 2w(iA∩B).

T&N. Kód C je dvojnásobnì sudý, jestli¾e 4 dìlí w(u) ∀u ∈ C.

Poznámka 4.3. Nech» C =

c1

. . .
ck

 je generující matice samoortogonálního [n, k]2-kódu

C, pak C je dvojnásobnì sudý ⇔ 4 dìlí w(ci) ∀i ≤ k.
9



Dùkaz. (⇒) Øádky matice C jsou kódová slova, proto je jejich váha dìlitelná 4.
(⇐) ∀u ∈ C ∃! I ⊆ {1, . . . , k}, pro kterou u =

∑
i∈I ci, oznaème δ(u) = |I|. Doká¾eme

tvrzení, ¾e 4 dìlí w(u), indukcí podle δ = δ(u).
Pro u ∈ C splòující δ(u) = 0 není co dokazovat, a pokud δ(u) = 1, pak ∃i : u = ci,

tedy 4|w(u) podle pøedpokladu.
Nech» tvrzení platí pro δ > 0 a δ(u) = δ + 1.
Pak ∃v, c ∈ C, pro nì¾ δ(v) = δ, δ(c) = 1 a u = v + c.
Z pøedpokladu samoortogonality plyne, ¾e v·c = 0, proto je w(v∩c) sudá. Z indukèního

pøedpokladu víme, ¾e 4|w(v) i 4|w( c), proto

4 dìlí w(v) + w(c)− 2w(v ∩ c) = w(v + c) = w(u),

kde jsme vyu¾ili pøedchozího Pozorování(2). �

Vìta 4.4. Nech» C ⊆ F2k
2 , kde k = log2 |C|. Jestli¾e buï

(a) C je samoortogonální nebo
(b) 0 ∈ C a u + C je pro ka¾dé u ∈ C dvojnásobnì sudý,

pak je C samoduální a tedy lineární kód.

Dùkaz. Nech» platí (a). Pak C ⊆ LO(C) ⊆ C⊥ ⊆ (LO(C))⊥ ⇒ 2k = |C| ≤ |LO(C)| ⇒
dim(LO(C)) ≥ k ⇒ dim((LO(C))⊥) ≤ k ⇒ 2k = |C| ≤ |LO(C)| ≤ |(LO(C))⊥)| ≤ 2k.
Proto C = LO(C) = C⊥.
Pøedpokládejme, ¾e platí (b). Staèí nám ovìøit platnost (a).
V¹imnìme si, ¾e pro ka¾dé u,v ∈ C máme podle pøedpokladù, ¾e 4 dìlí w(u) = w(0+u),

w(v) = w(0 + v) i w(u + v). Proto

2w(u ∩ v) = w(u + v)− w(u)− w(v) ⇒ 2 dìlí w(u ∩ v).

Odtud vidíme, ¾e u · v = 0, tedy C je samoortogonální. �

Pøíklad 4.5. Je-li C =


1 0 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1 1 0

 generující matice [8, 4]2-kódu C ve

standardním tvaru, vidíme, ¾e CCT = 0, jde o samoduální kód. Proto¾e je kód C podle
4.3 dvojnásobnì sudý a z matice dále vidíme, ¾e d(C) ≤ 4, proto jde právì o [8, 4, 4]2-kód.
V¹imnìme si, ¾e propíchnutí π8(C) je právì Hammingùv 1-perfektní [7, 4, 3]2-kód z 2.4

s generující maticí


1 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 1 1 1

.

5. Cyklické kódy

Pøedpokládejme, ¾e n > 1 je pøirozené.
Souøadnice slov délky n budeme indexovat c = c0c1 . . . cn−1, tedy èísly 0, . . . , n− 1.
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De�nice. Kód C ⊆ Fn je cyklický, pokud pro ka¾dé slovo c0c1 . . . cn−2cn−1 ∈ Fn platí
implikace c0c1 . . . cn−2cn−1 ∈ C ⇒ cn−1c0 . . . cn−3cn−2 ∈ C.

Pøíklad 5.1. Kód {0123, 3012, 2301, 1230} ⊂ F4
5 je nelineární cyklický a kód LO(1111) ⊂

F4
5 je lineární cyklický.

T&N. Uva¾ujme zobrazení ν : Fn → F[x]/(xn − 1) dané vztahem ν(c0c1 . . . cn−1) =
[
∑n−1

i=0 cix
i], kde [p] znaèí rozkladovou tøídu modulo hlavní ideál (xn − 1).

Na mno¾inì Fn uva¾ujme standardní vektorové operace +, − a de�nujme operaci ·
pomocí operace násobení na faktorovém okruhu F[x]/(xn − 1) tak, aby

ν(u · v) = ν(u) · ν(v) = [
n−1∑
i=0

uix
i ·

n−1∑
i=0

vix
i] = [

2n−2∑
i=0

(
i∑

r=0

urvi−r)x
i].

Oznaème 1 = 10 . . . 00.

Pøipomeòme, ¾e F[x] je Eukleidùv obor, kde umíme algoritmicky hledat NSD i nsn,
proto jde obor hlavních ideálù.

Pozorování. Uva¾ujme vý¹e uvedené znaèení. Potom
(1) F[x]n = (Fn,+, ·,−0,1) tvoøí komutativní okruh,
(2) ν je okruhový izomor�smus a zároveò izomor�smus vektorových prostorù,
(3) je-li e = ν−1([1x]), pak e = 010 . . . 00 a

e · c0c1 . . . cn−2cn−1 = cn−1c0 . . . cn−3cn−2,

(4) F[x]/(xn − 1) a F[x]n jsou okruhy hlavních ideálù.

T&N. Okruh (Fn,+, ·,−0,1) z pøedchozího Pozorování budeme znaèit F[x]n.

Poznámka 5.2. Lineární kód C ⊆ Fn je cyklický ⇔ C je ideál okruhu F[x]n.

Dùkaz. Proto¾e ν je izomor�smus, staèí dokázat, ¾e C ⊆ Fn je cyklický lineární kód ⇔
ν(C) je ideál okruhu F[x]/(xn − 1).
(⇒) Nech» C je cyklický lineární kód ⇒ ν(C) je podprostor vektorového prostoru

F[x]/(xn − 1) nad tìlesem F. Proto¾e je C uzavøeno na cyklické posunutí, ν(C) je uza-
vøeno na násobení tøídou [x] monomu x. Indukcí nahlédneme, ¾e ∀i ≥ 1 a ∀[p] ∈ ν(C)
[xi] · [p] = [x] · [xi−1] · [p] ∈ ν(C) ⇒ ∀

∑
i aix

i ∈ F[x] máme

[
∑
i

aix
i] · [p] =

∑
i

ai[x
i · p] ∈ ν(C).

(⇐) Je-li naopak ν(C) ideál okruhu F[x]/(xn − 1), pak C je lineární kód, proto¾e ν je
izomor�smus vektorových prostorù a ν(C) podprostor. Podmínka cykliènosti díky Pozo-
rování (3) plyne z uzavøenosti ν(C) na násobení prvkem [x]. �

Pozorování. V okruhu F[x]/(xn − 1) platí: .
(1) ([f ]) = ([NSD(f, xn − 1)]) ∀ f ∈ F[x],
(2) ka¾dý ideál ideál je tvaru ([f ]) pro nìjaké f ∈ F[x], které dìlí xn − 1.

T&N. Pro ka¾dý polynom f ∈ F[x] stupnì men¹ího ne¾ n de�nujme mno¾inu

C(f) = {u ∈ Fn | ∃g ∈ F[x] : deg g < n− deg f, ν(u) = [f · g]}
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Vìta 5.3. Lineární kód C ⊆ Fn je cyklický ⇔ C = C(f) pro nìjaké f ∈ F[x], které dìlí
xn − 1.

Dùkaz. Díky 5.2 víme, ¾e C je cyklický, právì kdy¾ je to ideál okruhu F[x]n. Proto¾e
ν : F[x]n → F[x]/(xn−1) je izomor�smus okruhù i vektorových prostorù, a ideály druhého
(které tvoøí podprostor) jsou právì tvaru ([f ]) pro nìjaký f | xn−1, staèí pro ka¾dý takový
polynom f ovìøit, ¾e ν(C(f)) = ([f ]). Nech» tedy f dìlí xn − 1.
(⊆) Z de�nice C(f) pøitom platí, ¾e ν(C(f)) ⊆ ([f ]).
(⊇) Nech» [h] ∈ ([f ]) a oznaème g := xn−1

f
. Potom existuje a ∈ F[x], pro které

[h] = [a] · [f ] = [(af)mod xn − 1] = [(a)modg · f ] ∈ ν(C(f)),

⇒ ([f ]) ⊆ ν(C(f)). �

Poznámka 5.4. Nech» pro g =
∑

i gix
i, h =

∑
i hix

i ∈ F[x] platí, ¾e xn − 1 = g · h a
oznaème k = deg h. Pak deg g = n− k, C(g) je [n, k]-kód a

(1) C =


g0 g1 . . . gn−k 0 0 . . . 0 0
0 g0 . . . gn−k−1 gn−k 0 . . . 0 0
· · . . . · · . . . . . . · ·
· · . . . · · . . . . . . · ·
0 0 . . . · · . . . . . . gn−k 0
0 0 . . . · · . . . . . . gn−k−1 gn−k

 je generující matice

C(g),

(2) H =


hk hk−1 . . . h0 0 0 . . . 0 0
0 hk . . . h1 h0 0 . . . 0 0
· · . . . · · . . . . . . · ·
· · . . . · · . . . . . . · ·
0 0 . . . · · . . . . . . h0 0
0 0 . . . · · . . . . . . h1 h0

 je kontrolní matice C(g),

kde C ∈ Fk×n H ∈ Fn−k×n.

Dùkaz. matice C ∈ Fk×n je odstupòovaná s nenulovými øádky, proto je hodnosti k.
Podobnì H je hodnosti n− k. Pokud a =

∑n−k−1
i=0 aix

i, pak

ν−1([ag]) = ν−1([a])C = a0 . . . an−k−1C⇒

C je generující matice C(g). Zbývá nahlédnout, ¾e CHT = 0.
Nejprve spoèítáme koe�cienty souèinu xn − 1 = gh =

∑n
s=0(

∑s
r=0 grhs−r)x

s. Odtud
vidíme, ¾e

∑s
r=0 grhs−r = 0 ∀s ∈ {1, . . . , n− 1}.
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Oznaème Ci i-tý øádek matice Ci a Hj j-tý øádek matice Hj pro i = 0, . . . k − 1 a
j = 0, . . . n− k − 1, pak

CiH
T
j =

(
0 . . . 0 g0 g1 . . . gn−k 0 . . . 0

)


0
.
0
hk
.
h0

0
.
0


=

k+j∑
r=i

gr−ihk+j−r = 0,

proto¾e
∑k+j

r=i gr−ihk+j−r =
∑s

r=0 grhs−r = 0 pro s = k + j − i, kde 0 ≤ i ≤ k − 1 a
0 ≤ j ≤ n− k − 1 ⇒ 1 ≤ s ≤ n− 1.
Proto CHT = 0, tudí¾ C je generující a H je kontrolní matice kódu C(g). �

Proto¾e efektivnì umíme najít ireducibilní rozklad polynomu xn − 1 a tedy i v¹echny
dìlitele tohoto polynomu, umíme najít v¹echny cyklické kódy délky n nad tìlesem F.

Pøíklad 5.5. Ireducibilní rozklad polynomu x3 − 1 v oboru F2[x] je

x3 − 1 = x3 + 1 = (x+ 1)(x2 + x+ 1),

proto máme právì 4 dìlitele x3− 1 a tedy existují právì 4 cyklické binární lineární kódy.
Dva triviální odpovídají triviálním dìlitelùm C(1) = F3

2, C(x3 + 1) = {0}.

Potom má kód C(x + 1) generující matici C =

(
1 1 0
0 1 1

)
a kontrolní matici H =(

1 1 1
)
, zatímco kód C(x2 + x+ 1) má generující matici H a kontrolní matici C.

6. GRS kódy a jejich reziduální kódy

F znaèí algebraický uzávìr tìlesa F.
Zobecnìme konstrukci MDS kódu z Pøíkladu 3.6:

T&N. Nech» α1, . . . , αn ∈ F∗ jsou po dvou rùzné prvky, polo¾me α = (α1, . . . , αn) ∈
(F∗q)n a nech» v = (v1, . . . , vn) ∈ (F∗)n. Potom pro r < n de�nujme matice

Hr
α =


1 1 . . . 1
α1 α2 . . . αn
. . . . . .
. . . . . .

αr−1
1 αr−1

2 . . . αr−1
n

 ∈ Fr×n, ∆(v) =


v1 0 . . . 0
0 v2 . . . 0
. . . . . .
. . . . . .
0 0 . . . vn

 ∈ Fn×n

Lineární kód C = ker(Hr
α∆(v)) s kontrolní maticí Hr

α∆(v) se nazývá zobecnìný Reedùv-
Solomonùv (GRS) kód s lokátory α a multiplikátory v.
C se nazývá

- normovaný GRS kód, pokud vi = 1 ∀i,
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- GRS v u¾¹ím smyslu, pokdu v = α,
- Reedùv-Solomonùv (RS), pokud ∃α ∈ F∗ øádu n a b ∈ N tak, ¾e αi = αi−1 a
vi = αb(i−1).

Pozorování. Uva¾ujme pøedpoklady pøedchozí terminologické poznámky a k < n.

(1) GRS kódy jsou MDS díky 3.1 a 3.6,

(2) RS kód má generující i kontrolní matice tvaru


1 αb α2b . . . α(n−1)b

1 αb+1 α2(b+1) . . . α(n−1)(b+1)

. . . . . .

. . . . . .
1 αb+r α2(b+r) . . . α(n−1)(b+r)

.

(3) Pro kód C s generující maticí C = Hk
α existuje kontrolní matice tvaru H =

Hn−k
α ∆(v) pro vhodné v = (v1, . . . , vn) ∈ (F∗)n. Pro jeho nalezení staèí uvá¾it

podmínku CHT = 0, která je ekvivalentní podmínce
n∑
s=1

αi+js vs = (αi1, α
i
2, . . . , α

i
n)∆(v)(αj1, α

j
2, . . . , α

j
n)T = 0

∀i = 0, . . . , k − 1, j = 0, . . . , n − k − 1 ⇔ Hn−1
α v = 0, tedy v øe¹í homogenní

soustavu s maticí

Hn−1
α =


1 1 . . . 1
α1 α2 . . . αn
. . . . . .
. . . . . .

αn−2
1 αn−2

2 . . . αn−2
n

 .

Proto¾e je ka¾dých n − 1 sloupcù této matice lineárnì nezávislých, jsou v¹echny
souøadnice nenulového øe¹ení nenulové.

Poznámka 6.1. Nech» p je charakteristika tìlesa F a p nedìlí n. Oznaème µ(u) =∑n−1
i=0 uix

i ∀ u = u0 . . . un−1 ∈ Fn (tedy ν(u) = [µ(u)]).

(1) Je-li C ⊆ Fn lineární cyklický kód, M = {α ∈ F | µ(u)(α) = 0 ∀u ∈ C} a
f =

∏
α∈M x− α, pak pak f ∈ F[x], f dìlí xn − 1 a C = C(f).

(2) Jestli¾e αi ∈ F je koøen xn − 1, mi je minimální polynom αi ∀i = 1, . . . , r a
C = {u ∈ Fn | µ(u)(αi) = 0 ∀i ≤ r}, pak C =

⋂r
i=1 C(mi) = C(nsni≤r(mi)) je

cyklický kód.

Dùkaz. (1) Podle 5.3 existuje g|xn−1, pro nìj¾ C = C(f). OznaèmeK = {α ∈ F | αn = 1}.
Proto¾e NSD(xn − 1, nxn−1) = 1, jsou v¹echny koøeny xn − 1 i g jednoduché ⇒ ∃L ⊆ K
splòující g = lc(g)

∏
α∈L x− α.

Nyní α ∈ L ⇔ g(α) = 0 ⇔ µ(u)(α) = 0 ∀u ∈ C(g) ⇔ α ∈M .
Proto g = lc(g)f a C = C(g) = C(f).
(2) Polo¾me f = nsni≤r(mi). Pak u ∈ C ⇒ mi|µ(u) ∀i ⇒ f |µ(u) ⇒ u ∈ C(f).
Naopak, u ∈ C(f) ⇒ f |µ(u) ⇒ µ(u)(αi) = 0 ∀i ⇒ u ∈ C.
To znamená, ¾e C =

⋂r
i=1 C(mi) = C(nsni≤r(mi)) je cyklický kód. �

Dùsledek 6.2. RS kódy jsou cyklické
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Dùkaz. Buï C RS kód s lokátory αi = αi−1 pro prvek grupy α ∈ F ∗ øádu n a multipliká-
tory αi = αb(i−1). Pak u ∈ C ⇔

1 αb α2b . . . α(n−1)b

1 αb+1 α2(b+1) . . . α(n−1)(b+1)

. . . . . .

. . . . . .
1 αb+n−k−1 α2(b+n−k−1) . . . α(n−1)(b+n−k−1)

 ·


u0

u1

.

.
un−1

 = 0

⇔ µ(u)(αb+i) = 0 ∀i < n− k. Tedy C je cyklický podle 6.1(2). �

De�nice. Nech» r ∈ N, Fq je podtìleso Fqr a C ⊆ Fnqr . Pak C ∩ Fnq se nazývá q-ární
reziduální kód kódu C.

Pozorování. Nech» r ∈ N, Fq je podtìleso Fqr a C ⊆ Fnqr je lineární kód.

(1) Fqr je vektorový prostor dimenze r nad tìlesem Fq.
(2) Nech» B ⊂ Fnq . Pak B je lineárnì nezávislá nad Fq ⇔ B je lineárnì nezávislá nad

Fqr (zpìtná implikace je triviální a pro pøímou je tøeba zvolit (βi)i≤r bázi Fqr nad
Fq a lineární kombinaci napsat vzhledem k (βi)i≤r).

(3) C̃ = C ∩ Fnq je q-ární lineární kód a dimFq C̃ ≤ dimFqr
C.

(4) Je-li C cyklický, pak C ∩ Fnq je rovnì¾ cyklický.

Pøíklad 6.3. Nech» F4 = {0, 1, α, β}, kde αβ = 1 = α+ β. Uva¾ujme reziduální binární
kódy kvaternárních kódù.

(1) LO(10α0, 010β) ∩ F4
2 = {0000},

(2) LO(10α0, 01β0) ∩ F4
2 = LO(1110),

(3) LO(βα1β, αβ1α) ∩ F4
2 = LO(1101, 1011).

T&N. Alternantní kódy jsou reziduální kódy GRS kódù a reziduální kódy RS kódù se
nazývají BCH kódy (Bose{Chaudhuri{Hocquenghem).

Pozorování. Nech» αi ∈ Fqr = Fq, αni = 1 a oznaème mi minimální polynom prvku
αi nad tìlesem Fq a mi,r minimální polynom prvku αi nad tìlesem Fqr . Pokud f =
nsni(mi,r) ∈ Fqr [x] a g = nsni(mi) ∈ Fq[x], pak

C(f) = {u ∈ Fnqr | µ(u)(αi) = 0∀i}, C(g) = {u ∈ Fnq | µ(u)(αi) = 0∀i}
a C(g) = Fnq ∩ C(f), kde uva¾ujeme µ z 6.1.

Pozorování. BCH kódy jsou cyklické, nebo» RS kódy jsou cyklické

Vìta 6.4 (o kódech se zaruèenou vzdáleností). Je-li C [n, l,D]qr kód, který je MDS, a
C̃ = C ∩ Fnq je [n, k, d]q kód, pak k ≥ n− r(D − 1) a d ≥ D ≥ n−k

r
+ 1.

Dùkaz. C je MDS⇒ D = n− l+1⇒ n− l = D+1. Doká¾eme-li, ¾e n−k ≤ r(n− l), pak
odtud dostaneme obì nerovnosti k ≥ n− r(D − 1) i d ≥ D ≥ n−k

r
+ 1. V¹imnìme si, ¾e

n−k je právì poèet øádkù (libovolné) kontrolní matice kódu C̃. Zvolme nìjakou kontrolní

matici H =

 h1

. . .
hn−k

 ∈ F(n−l)×n
qr kódu C s øádky hi a oznaème β1, . . . , βr nìjakou bázi
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Fqr nad Fq ⇐ ∃aji ∈ Fnq pro i = 1, . . . , n − l a j = 1, . . . , r splòující hi =
∑r

j=1 βjaij.
De�nujme matice

Ai =


a1i

. . .

. . .
ari

 ∈ Fr×nq a H̃ =


A1

. . .

. . .
An−k

 ∈ F(n−l)r×n
q .

Potom u ∈ C̃ ⇔ u ∈ C a u ∈ Fnq ⇔ uHT = 0 a u ∈ Fnq ⇔ uH̃T = 0 a u ∈ Fnq . Proto
C̃ = KerH̃ a poèet øádkù kontrolní matice kódu C̃ je roven rankH̃ ≤ (n− l)r (co¾ je poèet
øádkù H̃). Dokázali jsme, ¾e n− k ≤ (n− l)r. �

Dùsledek 6.5. Pro BCH (alternantní) [n, k, d]q kód RS (GRS) [n, l,D]qr kódu platí
odhady k ≥ n− r(D − 1) a d ≥ n−k

r
+ 1.

Pøíklad 6.6. Uva¾ujme tìleso F9 = F3(α) pro α splòující α2 + 1 = 0 a nad ním GRS

[6, 3, 4]9 kód s kontrolní maticí H =

(
1 1 1 1 1 1
1 2 α 2α α + 1 2α + 2

)
. Pro reziduální kód

C̃ = C ∩F6
3 urèíme stejnì jako v dùkazu 6.4 matic H̃, pro ní¾ platí, ¾e C̃ = KerH̃. K tomu

zvolíme bázi 1, α prostoru F9 nad F3.

H̃ =


1 1 1 1 1 1
1 2 0 0 1 2
0 0 0 0 0 0
0 0 1 2 1 2

 ∼
1 1 1 1 1 1

0 1 2 2 0 1
0 0 1 2 1 2


Odtud vidíme, ¾e alternantní kód C̃ je [6, 3]3 kód a z 6.4 dostáváme odhad jeho vzdálenosti
d ≥ 3

2
+ 1, tedy d ≥ 3. Naopak více to podle 2.3 být nemù¾e (souèet 1., 3. a 6. sloupce

kontrolní matice je nulový), tedy C̃ je [6, 3, 3]3 kód.

Shannonova teorie informace

7. Úvod do teorie informace

T&N. (Ω, P ) je diskrétní pravdìpodobnostní prostor (DPP), jestli¾e

(1) Ω je spoèetná mno¾ina,
(2) funkce P : Ω→ 〈0, 1〉 splòuje

∑
ω∈Ω P (ω) = 1.

Prvky ω ∈ Ω se nazývají elementární jevy a mno¾iny E ⊂ Ω jsou náhodné jevy.
P [E] =

∑
ω∈E P (ω) je pravdìpodobnost náhodného jevu. Pro E1, . . . , Ek ⊂ Ω znaème

P [E1, . . . , Ek] = P [
⋂
i≤k Ei].

Jestli¾e P [E2] 6= 0, pak P [E1|E2] = P [E1,E2]
P [E2]

se nazývá podmínìná pravdìpodobnost jevu
E1 jevem E2.

Pozorování. Je-li (Ω, P ) DPP, E,E1, . . . , Ek ⊂ Ω a P [Ei] 6= 0 ∀i, pak
(1) pokud Ω =

⋃̇
iEi, pak P [E] =

∑k
i=1 P [E,Ei] =

∑k
i=1 P [E|Ei]P [Ei],

(2) P [E2|E1]P [E1] = P [E1, E2] = P [E1|E2]P [E2].

V následujícím bude (Ω, P ) v¾dy DPP a r ∈ N, r > 1.
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T&N. Nech» A ⊆ Ri, i ∈ N, pak se zobrazení X : Ω → A se nazývá diskrétní náhodná
velièina (DNV) a pro a ∈ A pí¹eme:
• P [X = a] := P [X−1(a)], P [X ≤ a] := P [X−1({s | s ≤ a})] a obdodnì pro dal¹í

relace (<,≥, >, 6=),
• EX :=

∑
ω∈Ω P (ω)X(ω) =

∑
a∈A P [X = a]a je støední hodnota DNV X.

• Hr(X) := −
∑

a∈A P [X = a] logr(P [X = a]) =
∑

a∈A P [X = a] logr
1

P [X=a]
se nazývá

r-ární entropie velièiny X (kde èleny s P [X = a] = 0 vynecháváme).
Je-li |A| < ∞, pak øeknme, ¾e X má rovnomìrné rozdìlení, jestli¾e P [X = a] = 1

|A|
∀a ∈ A.

Pozorování. Nech» X : Ω→ A je DNV.

(1) Jestli¾e f : A→ B ⊆ Rj, pak

E(fX) =
∑
ω∈Ω

P (ω)fX(ω) =
∑
a∈A

(
∑

ω∈X−1(a))

P (ω))f(a) =
∑
a∈A

P [X = a]f(a).

(2) Je-li Sr(ω) := logr(P [X−1(X(ω))]) ∀ω ∈ Ω, kde BÚNO pøedpokládáme, ¾e v¹echny
argumenty funkce logr jsou nenulové, pak Sr je DNV a

ESr = −
∑
a∈A

P [X = a] logr(P [X = a]) = Hr(X).

(3) Hr(X) ≥ 0 a Hr(X) = 0 ⇔ ∃ a ∈ A, pro nì¾ P [X = a] = 1.

Poznámka 7.1. Nech» a1, . . . , an ∈ (0, 1),
∑n

i=1 ai = 1.

(1) (Jensenova nerovnost) Nech» f : I → R je ryze konkávní funkce na intervalu
I ⊆ R a x1, . . . , xn ∈ I. Pak

∑n
i=1 aixi ∈ I,

∑n
i=1 aif(xi) ≤ f(

∑n
i=1 aixi) a

rovnost nastává ⇔ xi = xj ∀i, j.
(2) Jestli¾e x1, . . . , xn ∈ (0, 1) a

∑n
i=1 xi ≤ 1, pak

∑n
i=1 ai logr

1
ai
≤
∑n

i=1 ai logr
1
xi

a
rovnost nastává ⇔ xi = ai ∀i.

Dùkaz. (1) Viz napøíklad https://cs.wikipedia.org/wiki/Jensenova_nerovnost .
(2) logr je ryze konkávní na intervalu (0,+∞) . Proto díky (1):

L =
n∑
i=1

ai logr
1

ai
−

n∑
i=1

ai logr
1

xi
=

n∑
i=1

ai logr
xi
ai
≤ logr(

n∑
i=1

xi) ≤ 0,

proto¾e
∑n

i=1 xi ≤ 1 a L = 0 ⇔
∑n

i=1 xi = 1 a xi
ai

=
xj
aj
∀i, j ⇔

1 =
∑n

i=1 xi =
∑n

i=1 ai =
∑n

i=1 ai
xi
ai

=
xj
aj

∑n
i=1 ai =

xj
aj
∀i, j ⇔ xj = aj ∀j. �

Poznámka 7.2. Buï X : Ω → A DNV pro ní¾ platí P [X = a] 6= 0 ∀a ∈ A, pak
Hr(X) ≤ logr(|A|) a a rovnost nastává ⇔ má X rovnomìrné rozdìlení.

Dùkaz. Máme Hr(X) =
∑

a∈A P [X = a] logr
1

P [X=a]
≤ logr(

∑
a∈A

P [X=a]
P [X=a]

) = logr(|A|)
díky 7.1(1) a rovnost nastává ⇔ P [X = a] = P [X = b] ∀a, b ∈ A. �

T&N. Nech» X : Ω→ A a Y : Ω→ B jsou DNV, pak de�nujme
X × Y = (X, Y ) : Ω→ A×B je DNV daná vztahem (X, Y )(ω) = (X(ω), Y (ω)) a
P [X = a, Y = b] = P [(X, Y ) = (a, b)] = P [X−1(a) ∩ Y −1(b)] ∀(a, b) ∈ A×B.
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Øekneme, ¾eX a Y jsou nezávislé DNV, jestli¾e P [X = a, Y = b] = P [X = a]·P [Y = b]
∀(a, b) ∈ A×B.
Hr(X, Y ) := Hr(X × Y ) =

∑
(a,b)∈A×B P [X = a, Y = b] logr

1
P [X=a,Y=b]

se nazývá
sdru¾ená entropie.

Poznámka 7.3 (O sdru¾ené entropii). Nech» X : Ω → A a Y : Ω → B jsou DNV, pak
Hr(X, Y ) ≤ Hr(X) +Hr(Y ). Rovnost nastává ⇔ X a Y jsou nezávislé.

Dùkaz. P [X = a] =
∑

b∈B P [X = a, Y = b] ⇒

Hr(X) +Hr(Y ) =
∑
a∈A

∑
b∈B

P [X = a, Y = b](logr
1

P [X = a]
+ logr

1

P [Y = b]
) =

=
∑

(a,b)∈A×B

P [X = a, Y = b] logr
1

P [X = a]P [Y = b]

≥
∑

(a,b)∈A×B

P [X = a, Y = b] logr
1

P [X = a, Y = b]
= Hr(X, Y )

díky 7.1(2), kde xa,b = P [X = a]P [Y = b] a aa,b = P [X = a, Y = b]. Navíc rovnost platí
⇔ P [X = a]P [Y = b] = P [X = a, Y = b] ∀a, b ⇔ X a Y jsou nezávislé. �

8. Diskrétní informaèní kanál

Nadále pøedpokládejme, ¾e (Ω, P ) je DPP a r ∈ N, r > 1.

T&N. Nech» X : Ω→ A a Y : Ω→ B jsou DNV, pak de�nujme
• Hr(X|Y = b) := −

∑
a∈A P [X = a|Y = b] logr(P [X = a|Y = b]) ∀b ∈ B a

• Hr(X|Y ) :=
∑

b∈B P [Y = b]Hr(X|Y = b) se nazývá podmínìná entropie velièiny X
velièinou Y .

Pozorování. Nech» X : Ω→ A a Y : Ω→ B jsou DNV. Potom Hr(X|Y ) =
= −

∑
b∈B P [Y = b]

∑
a∈A P [X = a|Y = b] logr(P [X = a|Y = b]) =

= −
∑

(a,b)∈A×B P [X = a, Y = b] logr(P [X = a|Y = b]).

Poznámka 8.1. Nech» X : Ω→ A a Y : Ω→ B jsou DNV, pak

(1) Hr(X|Y ) = Hr(X, Y )−Hr(Y ),
(2) Hr(X|Y ) ≤ Hr(X) a rovnost nastává ⇔ X a Y jsou nezávislé.

Dùkaz. (1) Hr(X|Y ) +Hr(Y ) =
= −

∑
(a,b)∈A×B P [X = a, Y = b](logr(P [X = a|Y = b]) + logr(P [Y = b])) =

= −
∑

(a,b)∈A×B P [X = a, Y = b] logr(P [X = a|Y = b] · P [Y = b]) =

= −
∑

(a,b)∈A×B P [X = a, Y = b] logr(P [X = a, Y = b]) = Hr(X, Y ).
(2) Hr(X|Y ) ≤ Hr(X) ⇔ Hr(X|Y ) +Hr(Y ) ≤ Hr(X) +Hr(Y ).
Podle 7.3 a (1) víme, ¾e Hr(X|Y )+Hr(Y ) = Hr(X, Y ) ≤ Hr(X)+Hr(Y ), kde rovnost

platí ⇔ X a Y jsou nezávislé, co¾ je ekvivalentní dokazovanému tvrzení. �
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De�nice. Nech» X : Ω→ A a Y : Ω→ B jsou DNV. Pak
• Ir(X, Y ) = Hr(X) +Hr(Y )−Hr(X, Y ) je r-ární vzájemná informace X a Y .

Pozorování. Nech» X : Ω→ A a Y : Ω→ B jsou DNV, potom

(1) Ir(X, Y ) ≥ 0 a rovnost nastává ⇔ X a Y jsou nezávislé,
(2) Ir(X, Y ) = Ir(Y,X) a Ir(X,X) = Hr(X),
(3) Ir(X, Y ) = Hr(X)−Hr(X|Y ) = Hr(Y )−Hr(Y |X) ≤ Hr(X), Hr(Y ).

De�nice. Mìjme A = {a1, . . . , at} a B = {b1, . . . , bs} dvì koneèné abecedy, P = (Pij) ∈
〈0, 1〉t×s stochastická matice, tj.

∑s
j=1 Pi,j = 1 ∀i = 1, . . . , t. Pak trojici Γ = (A,B,P)

nazveme diskrétní informaèní kanál (dále jen kanál). Náhodné velièiny X : Ω → A a
Y : Ω→ B nazveme po øadì vstup a výstup kanálu Γ splòují-li ∀i = 1, . . . , t, j = 1, . . . , s
podmínku P [Y = bj|X = ai] = Pij.

Náhodným velièinám, jejími¾ hodnotami budou znaky nìjaké abecedy kanálu, tedy
speciálnì jeho vstupu a výstupu, budeme nadále obvykle øíkat informaèní zdroje.

Pozorování. Nech» X : Ω → A a Y : Ω → B pøedstavují vstup a výstup kanálu Γ =
(A,B, (Pij)). Oznaème pi = P [X = ai], qj = P [Y = bj], p = (p1, . . . , pt), q = (q1, . . . , qs)
a Qij = P [X = ai|Y = bj]. Potom

(1)
∑t

i=1 pi =
∑s

i=1 qi =
∑t

i=1Qik = 1 ∀k = 1, . . . s,
(2)

∑t
i=1 piPij =

∑t
i=1 P [X = ai]P [Y = bj|X = ai] = P [Y = bj] = qj ∀j, proto

pP = q (tedy Γ a X urèuje Y ),
(3) P [X = ai, Y = bj] = Pijpi = Qijqj,
(4) Ir(X, Y ) = Hr(Y )−Hr(Y |X) =

=
∑
i,j

P [X = ai, Y = bj] logr
P [Y = bj|X = ai]

P [Y = bj]
=
∑
i,j

Pijpi logr
Pij∑
k pkPkj

,

(5) de�nujme na K = {p ∈ 〈0, 1〉t |
∑

i pi = 1} funkci Ir(p) =
∑

i,j Pijpi logr
Pij∑

k pkPkj
,

pak Ir(p) = Ir(X, Y ) a Ir je spojitá funkce na kompaktní mno¾inì K, a proto na
ní nabývá maxima.

De�nice. Je-li K = {p ∈ 〈0, 1〉t |
∑

i pi = 1} a Ir funkce z Pozorování (5), pak r-ární
kapacita kanálu Γ = (A,B, (Pij)) je CΓ = maxp∈K Ir(p).

Pozorování. Je-li Γ = (A,B, (Pij)) kanál, pak

(1) CΓ je dobøe de�novaná a CΓ ≤ min(logr |A|, logr |B|),
(2) pokud r = |A| = |B|, pak CΓ ≤ 1,
(3) pro ka¾dý vstup a výstup X, Y kanálu Γ platí, ¾e Ir(X, Y ) ≤ CΓ,
(4) ∃ vstup a výstup Xmax, Ymax kanálu Γ, pro nì¾ Ir(Xmax, Ymax) = CΓ.

T&N. Pokud A = B = F2 a P =

(
P 1− P

1− P P

)
pro P ∈ (0, 1), pak Γ = (A,B,P) =

(F2,F2,P) øíkáme binární symetrický kanál (BSC) se spolehlivostí P .

Poznámka 8.2. Nech» Γ je BSC se spolehlivostí P a X a Y pøedstavují jeho vstup a
výstup.
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(1) Pokud P 6= 1
2
, pak X má rovnomìrné rozdìlení ⇔ Y má rovnomìrné rozdìlení.

(2) Pokud P = 1
2
, pak má Y v¾dy rovnomìrné rozdìlení.

Dùkaz. V¹imnìme si, ¾e P =

(
P 1− P

1− P P

)
je regulární ⇔ detP = 2P − 1 6= 0 ⇔

P 6= 1
2
.

(1) Jestli¾e P 6= 1
2
snadno spoèítáme, ¾e (1

2
, 1

2
)P = (1

2
, 1

2
) = (1

2
, 1

2
)P−1, co¾ znamená, ¾e

P [X = 0] = P [X = 1] = 1
2
⇔ P [Y = 0] = P [Y = 1] = 1

2
.

(2) Pro P = 1
2
dostáváme (p, 1− p)

(
1
2

1
2

1
2

1
2

)
= (1

2
, 1

2
) pro libovolné p. �

Pøíklad 8.3. Uva¾ujme vstup X s rozdìlením (p0, p1) = (P [X = 0], P [X = 1]) = ( 9
10
, 1

10
)

BSC se spolehlivostí 4
5
. Urèíme rozdìlení odpovídajícího výstupu Y :

(q0, q1) = (P [Y = 0], P [Y = 1]) = (p0, p1)P =
(

9
10
, 1

10

)(4
5

1
5

1
5

4
5

)
=
(

37
50
, 13

50

)
.

Spoèítáme je¹tì podmínìné pravdìpodobnosti P [X = i|Y = j]:(
P [X = 0|Y = 0] P [X = 0|Y = 1]
P [X = 1|Y = 0] P [X = 1|Y = 1]

)
=

(
p0P
q0

p0(1−P )
q1

p1(1−P )
q0

p1P
q1

)
=

(
36
37

9
13

1
37

4
13

)
,

V¹imnìme si, ¾e a» zde pøedpokládáme hodnotu výstupu Y jakoukoli, je v¾dy vìt¹í hod-
nota podmínìné pravdìpodobnosti pro vstup X = 0.

De�nice. Zobrazení H : 〈0, 1〉 → 〈0, 1〉 dané podmínkami H(0) = H(1) = 0 a

H(p) = −p log2 p− (1− p) log2(1− p) = p log2

1

p
+ (1− p) log2

1

1− p
pro p ∈ (0, 1) se nazývá entropická funkce.

Poznámka 8.4. Pro entropickou funkci H platí
(1) H(p) = H(1− p) ∀p ∈ 〈0, 1〉,
(2) H ∈ C1(〈0, 1〉), H(1

2
) = 1 a H ′(1

2
) = 0,

(3) H roste na 〈0, 1
2
〉 a klesá na 〈1

2
, 1〉.

Dùkaz. Elementární matematická analýza. �

Poznámka 8.5. Nech» Γ je BSC se spolehlivostí P , se vstupem X a výstupem Y . Jestli¾e
q = P [Y = 0] a CΓ je binární kapacita, potom

(1) H2(Y |X) = H(P ) a H2(Y ) = H(q),
(2) I2(X, Y ) = H(q)−H(P ) a CΓ = 1−H(P ),
(3) I2(X, Y ) = CΓ ⇔ q = 1

2
.

Dùkaz. (1) Oznaèíme-li pi = P [X = i], qi = P [Y = 1] a Pij = P [Y = j|X = i]. Pak
p0 + p1 = 1 a platí

H2(Y |X) = −
∑
ij

piPij log2 Pij = −(p1 + p2)(P log2 P + (1− P ) log2(1− P )) = H(P )

Rovnost H2(Y ) = H(q) dostáváme pøímo z de�nic entropie a entropické funkce.
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(2) a (3) I2(X, Y ) = H2(Y )−H2(Y |X) = H(q)−H(P ) z (1) a popisu I2(X, Y ).
Maxima hodnota H(q) − H(P ) nabývá podle 8.4 právì pro q = 1

2
, proto dostáváme

CΓ = H(1
2
)−H(P ) = 1−H(P ). �

Pøíklad 8.6. Pro hodnoty Pøíkladu 8.3 a spoèítejme binární kapacitu kanálu Γ:

CΓ = 1−H(
4

5
) = 1− (

4

5
log2

5

4
+

1

5
log2 5) =

13

5
− log2 5 =̇ 0, 278.

Potom I2(X, Y ) = H(37
50

)−H(4
5
) =̇ 0, 827− 0, 722 = 0, 105.

9. Kódování zdroje

V celé kapitole je (Ω, P ) DPP a S je abeceda pro informaèní zdroj X : Ω→ S.

T&N. Nech» je T koneèná abeceda, pak znaème T n = {t1 . . . tn | ti ∈ T}, T 0 = {ε}
(prázdné slovo), T+ =

⋃
n>0 T

n a T ∗ = T+ ∪ T 0.
Ka¾dé zobrazení C : S → T+ se nazývá kódování.

Pozorování. Buï C : S → T+ kódování.
(1) CX : Ω→ C(S) ⊆ T+ je informaèní zdroj,
(2) zobrazení C∗ : S∗ → T ∗ dané podmínkou C∗(s1, . . . sk) = C(s1) . . . C(sk) a C(ε) =

ε roz¹iøuje zobrazení C.

Pøíklad 9.1. (1) Je-li S = Fkq a C ∈ Fk×nq generující matice [n, k]q kódu C, pak lineární
zobrazení C : S → Fnq dané vztahem c(s) = sC je kódování a C(S) = C.
(2) Je-li S = {a, b, c} a C(a) = 1, C(b) = 01, C(c) = 00, pak C : S → F+

2 je kódování
a C(S) není blokový kód.

T&N. Nech» C : S → T+ je kódování, pak nadále znaème C∗ zobrazení z Pozorování
(2). Pro slovo s = s1 . . . sn ∈ S∗ a si ∈ S se hodnota l(s) = n nazve délka slova s.
Pro u, v ∈ S∗ øekneme, ¾e u je pre�x v, pokud ∃ t ∈ S∗ splòující v = ut.

De�nice. Kódování C : S → T+ se nazve
- prosté, pokud C∗ je prosté zobrazení,
- pre�xové, pokud ∀s ∈ S a ∀w ∈ T ∗ C(s)w /∈ C(S \ {s}) (tj. ∀s 6= t ∈ S není C(s)

pre�xem C(t)).

Poznámka 9.2. Pre�xové kódování je prosté.

Dùkaz. Pøedpokládejme ke sporu, ¾e C : S → T+ je pre�xové kódování, které není prosté,
tedy ∃s = s1 . . . sa, s̃ = s̃1 . . . s̃b ∈ S∗, pro které s 6= s̃ a C∗(s) = C∗(s̃). BÚNO a ≥ b.
(a) Kdyby si = s̃i ∀i ≤ min(a, b), pak a > b

C∗(s) = C(s1) . . . C(sb)C(sb+1) . . . C(sa) =

= C(s̃1) . . . C(s̃b)C(sb+1) . . . C(sa) = C(s̃)C(sb+1) . . . C(sa),

proto C(sb+1) . . . C(sa) = ε, co¾ je spor s podmínkou C(sb+1) ∈ T+.
(b) Nech» existuje i, pro nì¾ si 6= s̃i, vezmìme minimální takové. Potom

C(si) . . . C(sa) = C(s̃i) . . . C(s̃b),

proto buï C(si) je pre�x C(s̃i) nebo C(s̃i) je pre�x C(si), co¾ je spor. �
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Pøíklad 9.3. (1) Je-li C : S → T n prosté zobrazení, jedná se o pre�xové blokové kódo-
vání. Ka¾dé lineární kódování pomocí generující matice (viz 9.1(1)) je pre�xové.
(2) Kódování C : {a, b, c} → {0, 1}+: C(a) = 1, C(b) = 01, C(c) = 00 je pre�xové.
(3) Kódování C : {a, b, c} → {0, 1}+: C(a) = 1, C(b) = 10, C(c) = 00 není pre�xové,

ale je prosté.
(4) Kódování C : {a, b, c} → {0, 1}+: C(a) = 0, C(b) = 1, C(c) = u není pro ¾ádné

u ∈ {0, 1}+ prosté.

T&N. Pro informaèní zdroj X : Ω → S a kódování C : S → T+ de�nujme LX(S) =
E(l(CX)) =

∑
s∈S P [X = s]l(C(s)) prùmìrnou délku kódování zdroje X.

Pøíklad 9.4. (1) LX(Cn) = n pro ka¾dé blokové kódování S → T n a ka¾dý informaèní
zdroj X : Ω→ S.
(2) Nech» S = {a, b, c} a X : Ω→ S má rozdìlení
P [X = a] = 1

2
, P [X = b] = P [X = c] = 1

4
a uva¾me kódování Ci : {a, b, c} → {0, 1}+:

(a) C1(a) = 1, C1(b) = 00, C1(c) = 01, pak LX(C1) = 1
2
· 1 + 1

4
· (2 + 2) = 3

2
,

(b) C2(a) = 00, C2(b) = 1, C2(c) = 01, pak LX(C2) = 1
2
· 2 + 1

4
· (1 + 2) = 7

4
.

Nadále budeme pøedpokládat, ¾e S je koneèná q-prvková abeceda.

Vìta 9.5 (Kraftova vìta). Buï q, r ≥ 2 pøirozená èísla a S = {s1, . . . , sq}, T abecedy
splòující |S| = q, |T | = r a l1, . . . , lq ∈ N. Potom ∃ pre�xové kódování C : S → T+

splòující l(C(si)) = li ∀ i ⇔
∑q

j=1 r
−lj ≤ 1.

Dùkaz. BÚNO l1 ≤ · · · ≤ lq. Polo¾me l = lq a oznaème T≤l =
⋃l
i=0 T

i. Nech» T je r-ární
strom s vrcholy T≤l a koøenem ε ∈ T 0. Z vrcholu c ∈ T i vedou hrany právì do v¹ech
vrcholù ct ∈ T i+1 ∀t ∈ T ⇒ c je pre�xem právì v¹ech listù z T l, které le¾í ve stromì pod
ním a tìch je právì |T |l−li = rl−li .
(⇒) Je-li C pre�xové, pak ka¾dý list T l le¾í nejvý¹e pod jedním slovem C(si) a pod

C(si) je právì rl−li listù, proto
∑q

j=1 r
l−lj ≤ rl ⇒

∑q
j=1 r

−lj ≤ 1.
(⇐) Indukcí zkonstruujme c1, . . . , cq splòující C(si) = ci ∈ T li a cj není pre�xem ci ∀

j < i.
• C(s1) ∈ T l1 zvolme libovolnì.
• Máme-li c1, . . . , ck pro k < q, které ∀ i ≤ k splòují, ¾e ∃ rl−li listù s pre�xem ci ⇒∑k
j=1 r

l−lj <
∑q

j=1 r
l−lj = rl

∑q
j=1 r

−lj ≤ rl ⇒ ∃ u ∈ T l, jeho¾ pre�xem není ¾ádné ze
slov c1, . . . , ck. Nyní staèí zvolit ck+1 ∈ T lk+1 , které je pre�xem slova u délky lk+1. �

Konstrukce Shannonova-Fanova kódování informaèního zdroje:
Buï informaèní zdroj X : Ω → S = {s1, . . . , sq} a nech» pi = P [X = si] 6= 0.

De�nujeme-li li := dlogr
1
pi
e, pak logr

1
pi
≤ li < 1 + logr

1
pi
⇒ r−li ≤ pi ⇒

∑q
i=1 r

−li ≤∑q
i=1 pi = 1. Proto podle 9.5 existuje pre�xové kódování C : S → T+ splòující l(C(si)) =

li ∀ i (samotná konstrukce viz dùkaz), kterému budeme øíkat Shannonovo-Fanovo kódo-
vání zdroje X.

Pozorování. Je-li C Shannonovo-Fanovo kódování zdroje X ve znaèení pøedchozí kon-
strukce, pak

Hr(X) =

q∑
i=1

pi logr
1

pi
≤

q∑
i=1

pili = LX(C) <

q∑
i=1

pi(1 + logr
1

pi
) = Hr(X) + 1.
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Poznámka 9.6. Je-li C pre�xové r-ární kódování zdroje X : Ω → S, pak Hr(X) ≤
LX(C) a rovnost nastává ⇔ l(C(s)) = −logrP [X = s] ∀s ∈ S.

Dùkaz. Nech» S = {s1, . . . , sq}, li = l(C(si)) a BÚNO pi = P [X = si] 6= 0 ∀i = 1, . . . , q.
Polo¾íme-li v 7.1(2) ai = pi a xi = r−li , kde víme, ¾e

∑
i xi =

∑
i r
−li ≤ 1, z 9.5, potom z

7.1(2) plyne, ¾e

Hr(X) =
∑
i

pi logr
1

pi
≤
∑
i

pi logr r
li =

∑
i

pili = LX(C)

a rovnost platí ⇔ pi = r−li ∀i = 1, . . . , q. �

T&N. Pro informaèní zdroj X : Ω→ S polo¾me X = Xi ∀i = 1, . . . , n a pøedpokládejme
X1, . . . , Xn jsou ∀n nezávislé.
Kódování Cn : Sn → T+ nazveme r-ární kódování zdroje X bloky délky n a LXn (Cn)

n
je

relativní prùmìrná délka kódování C zdroje Xn =
∏n

i=1 Xi.

Pozorování. Za pøedpokladù pøedchozí terminologické poznámky platí, ¾e Hr(X
n) =

= −
∑

s∈Sn P [Xn = s] logr P [Xn = s] =
= −

∑
s∈Sn P [X1 = s1, . . . , Xn = sn]

∑n
i=1 logr P [Xi = si] =

= −
∑n

i=1

∑
si∈S P [Xi = si] logr P [Xi = si]

∑
s̃∈Sn−1 P [Xn−1 = s̃] = nHr(X)

Vìta 9.7 (První Shannonova - Noisless Coding Theorem). Je-li r ≥ 2 a X : Ω → S
informaèní zdroj, potom ∃ posloupnost pre�xových kódování Cn : Sn → T+ bloky délky
n splòující LXn (Cn)

n
→ Hr(X) .

Dùkaz. Vezmeme-li Cn Shannonovo-Fanovo kódování zdroje Xn

⇒ nHr(X) = Hr(X
n) ≤ LXn(Cn) ≤ Hr(X

n) + 1 = nHr(X) + 1⇒

Hr(X) ≤ LXn (Cn)
n

≤ Hr(X) + 1
n
. �

Pøíklad 9.8. Uva¾ujme zdroj X : Ω→ Z2 s rozdìlením P [X = 0] = 2
3
a P [X = 1] = 1

3
a

nech» Cn je Shannonovo-Fanovo kódování zdroje Xn =
∏n

i=1Xi pro X = Xi ∀i = 1, . . . , n
po dvou nezávislé.
Pro s ∈ Zn2 polo¾me k = n − w(s) ⇒ P [X = s] = 2k

3n
. Oznaème lk = l(C(s)) a

dn = dn log2 3e. Potom

lk = dlog2

3n

2k
e = dn log2 3− ke = dn − k ⇒

LXn(Cn) =
n∑
k=0

(
n

k

)
2k

3n
lk =

n∑
k=0

(
n

k

)
(
2k

3n
dn −

2k

3n
k) =

=
dn
3n

n∑
k=0

(
n

k

)
2k − 1

3n

n∑
k=0

(
n

k

)
k2k = dn −

2

3
n,

kde jsme vyu¾ili rovnost nx(1 + x)n−1 =
∑n

k=0

(
n
k

)
kxk.

Oznaèíme Ln = LXn (Cn)
n

, pak spoèítáme
n 1 2 3 4 5 6
dn 2 4 5 7 8 10
Ln

4
3

4
3

1 13
12

14
15

1
pro H2(X)=̇0, 918.
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De�nice. Pre�xové r-ární kódování zdroje X se nazývá optimální, je-li LX(C) minimální
mezi v¹emi pre�xovými r-árními kódováními.

Pøíklad 9.9. Pro kódování zdroje X : Ω → S s rozdìlením P [X = a] = 1
2
, P [X = b] =

P [X = c] = 1
4
z úlohy 9.4 máme:

(a) C1, kde C1(a) = 1, C1(b) = 00, C1(c) = 01, je optimální binární kódování, nebo»
LX(C1) = 3

2
= H2(X), zatímco

(b) kódování C2(a) = 00, C2(b) = 1, C2(c) = 01 optimální není, proto¾e LX(C2) = 7
4
>

LX(C1).

Poznámka 9.10. Pro ka¾dé r ≥ 2 a informaèní zdroj X : Ω → S, existuje jeho r-ární
optimální kódování.

Dùkaz. BÚNO P [X = s] 6= 0 ∀s ∈ S a polo¾me p = mins∈S P [X = s], l := dlogr
1
p
e.

Oznaème S = {s1, . . . , sq}. Potom r−l ≤ p ⇒ qr−l ≤ qp ≤ 1. Potom 9.5 ⇒ ∃C : S → T+

pre�xové kódování splòující l(C(si)) = l ∀i = 1, . . . , q ⇒ LX(C) = l.
Nech» D : S → T+ je pre�xové kódování s délkami li = l(D(si)) ∀i = 1, . . . , q.
Jestli¾e ∃k, pro nì¾ lk > l

p
⇒ LX(D) =

∑q
i=1 pili ≥ pklk ≥ pklk > l. To znamená,

¾e LX(D) ≤ l ⇒ li ≤ l
p
∀i = 1, . . . , q, tedy existuje jen koneènì mnoho pre�xových

kódování splòujících LX(D) ≤ l a mezi nimi lze najít to s minimální prùmìrnou délkou,
tedy optimální kódování. �

Konstrukce Hu�manova kódování informaèního zdroje:
Uva¾ujme informaèní zdroj X : Ω → S = {s1, . . . , sq} a r-ární abecedu T , BÚNO

T = Zr. Nejprve indukcí zkonstruujme posloupnost zdrojù X(i) : Ω → S(i), kde |S(i)| =
q − i(r − 1):
• S(0) = S a X(0) = X.
• Mìjme X(i).

- Pokud q − i(r − 1) > r, pak si oznaèíme prvky S(i) = {s(i)
1 , . . . , s

(i)
q−i(r−1)} tak,

aby platilo, ¾e
∑r

j=1 P [X(i) = s
(i)
j ] ≤

∑r
j=1 P [X(i) = s

(i)
aj ] ∀a1 < · · · < ar a

polo¾íme S(i+1) = {s̃, s(i)
r+1, . . . , s

(i)
q−i(r−1)}, kde s̃ =

∨r
j=1 s

(i)
j (staèí vzít þnejménì

pravdìpodobnou"r-tici s1, . . . , sr). X(i+1) má rozdìlení pravdìpodobností:
P [X(i+1) = s̃] =

∑r
j=1 P [X(i) = s

(i)
j ] a

P [X(i+1) = s
(i)
j ] = P [X(i) = s

(i)
j ] ∀j = r + 1, . . . , q − i(r − 1).

- Pokud t := q − i(r − 1) ≤ r pak polo¾íme S(i+1) = {s̃}, kde s̃ =
∨t
j=1. Rozdìlení

pravdìpodobnostíX(i+1) bude triviální P [X(i+1) = s̃] = 1. Dále polo¾íme n := i+1
a proces skonèí.

Nyní opaèným postupem indukènì vytvoøíme posloupnost zobrazení C(i) : S(i) → T ∗

pro i = n, . . . , 0, tak, ¾e Ci je pro i > 0 pre�xové kódování.
• Cn = S(n) → T 0 je dáno C(s) = ε (co¾ není kódování).
• Máme-li de�nováno C(i+1) : S(i+1) → T+, kde S(i+1) = {s̃, s(i)

r+1, . . . , s
(i)
q−i(r−1)}, pak

polo¾íme
C(i)(s

(i)
j+1 = C(i+1)(s̃)j ∀j = 0, . . . , r − 1 a
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C(i)(s
(i)
j = C(i+1)(s

(i)
j ∀j = r, . . . , q − i(r − 1).

Získané kódování C = C(0) je tzv. r-ární Hu�manovo kódování zdroje X.

Pozorování. Hu�manovo kódování je pre�xové.

Pøíklad 9.11. Pro zdroj X : Ω→ S = {a, b, c, d, e} s distribucí pravdìpodobností
P [X = a] = 0, 1, P [X = b] = P [X = c] = P [X = d] = 0, 2, P [X = e] = 0, 3,
najdeme binární Hu�manovo kódování zdroje X.

∀ a ∨ b ∨ e c ∨ d a ∨ b a b c d e
X(0) 0, 1 0, 2 0, 2 0, 2 0, 3
X(1) 0, 3 0, 2 0, 2 0, 3
X(2) 0, 4 0, 3 0, 3
X(3) 0, 6 0, 4
X(4) 1

∀ a ∨ b ∨ e c ∨ d a ∨ b a b c d e
C(4) ε
C(3) 0 1
C(2) 1 00 01
C(1) 00 10 11 01
C(0) 000 001 10 11 01

Zkonstruovali jsme Hu�manovo kódování

C(a) = 000, C(b) = 001, C(c) = 10, C(d) = 11, C(0) = 01.

Vidíme, ¾e LX(C) = 3
10

+ 3
5

+ 2 · 2
5

+ 6
10

= 11
5

= 2, 3 a snadno spoèítáme, ¾e H2(X)=̇2, 246.

Vìta 9.12. Hu�manovo kódování je optimální.

Optimalitu Hu�manova kódování nebudeme vyu¾ívat, proto (ponìkud zdlouhavý) dù-
kaz vynecháme

10. Dekódovací schéma

V celé kapitole budeme pøedpokládat, ¾e (Ω, P ) je DPP, náhodné velièiny X : Ω→ A
a Y : Ω→ B jsou vstup a výstup diskrétní informaèní kanálu Γ = (A,B,P).

T&N. Øekneme, ¾e C : S → A+ je blokové kódování (délky n), existuje-li n ∈ N, pro
nì¾ C(S) ⊆ An (tj.C(S) je blokový kód délky n). Je-li C : S → C(S) ⊆ A+ kódování
zdroje X a r = |A|, pak Hr(CX)

LX(S)
se nazývá nosnost kódování.

Poznámka 10.1. Nech» C : S → C(S) ⊆ An blokové kódování zdroje Z : Ω → S a
projekce πi : An → A je daná podmínkou πi(a1, . . . , an) = ai, pak

(1) nosnost kódování C ≤ nosnost kódu C(S) a rovnost nastává ⇔ má CZ rovno-
mìrné rozdìlení,

(2) ZC
i = πiCZ : Ω→ A je zdroj a ∀ v ∈ C(S) platí, ¾e P [CZ = v] = P [

∏
i Z

C
i = v].
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Dùkaz. (1) Z 7.2 plyne, ¾eHr(CZ) ≤ logr(C(S)) a rovnost nastává⇔má CZ rovnomìrné
rozdìlení. Proto¾e n = LZ(C) díky 9.4(1), zbývá obì strany nerovnosti vydìlit hodnotou
n.
(2) Staèí uvá¾it, ¾e pro ka¾dé ω ∈ Ω
CZ(ω) = (v1, . . . , vn) ⇔ ZC

i (ω) = vi ∀i. �

T&N. Posloupnost DNV {Xi}i≥1 je stacionární diskrétní náhodný proces, jsou-li Xi :
Ω→ A DNV se stejným rozdìlením, tj. P [Xi = a] = P [Xj = a] ∀i, j a ∀a ∈ A. Budeme
znaèit Xn =

∏n
i=1Xi.

Budeme pøedpokládat {Xi}i≥1, resp. {Yi}i≥1 jsou stacionární diskrétní náhodné procesy
se stejným rozdìlením jako má vstup X, resp. výstup Y kanálu Γ.

T&N. O kanálu Γ = (A,B,P) øekneme, ¾e je bez pamìti, splòuje-li ∀n ≥ 1 a ∀a =
(a1, . . . , an) ∈ An a b(b1, . . . , bn) ∈ Bn, ¾e P [Y n = b|Xn = a] =

∏n
i=1 P [Yi = bi|Xi = ai].

O kanálu Γ budeme nadále v¾dy pøedpokládat, ¾e je bez pamìti.

T&N. Nech» n ∈ N a C = Xn(Ω), pak ka¾dému (parciálnímu) zobrazení δ : Bn → C
budeme øíkat dekódovací schéma. Jestli¾e dekódovací schéma δ splòuje ∀u ∈ Bn rovnost

P [Y n = u|Xn = δ(u)] = max
v∈C

P [Y n = u|Xn = v],

pak mluvíme ML schématu (maximum likelihood).

Pøíklad 10.2. Buï Γ = (F2,F2,P) BSC bez pamìti se spolehlivostí P > 1
2
. Víme, ¾e

P =

(
P 1− P

1− P P

)
a P [Y n = u|Xn = v] = P n−d(u,v)(1 − P )d(u,v) = P n

(
1−P
P

)d(u,v)
,

proto zvolíme-li za δ(v) = u pro slovo u ∈ C s minimální vzdáleností od v, pak je δ ML
dekódovací schéma.

T&N. ML dekódovací schéma z pøedchozího pøíkladu nazvememetodou nejbli¾¹ího slova.

T&N. Nech» C : S → An je kódování zdroje Z : Ω → S splòující Xn =
∏

i πiCZ pro
projekci πi z 10.1 a δ : Bn → C = C(S) je dekódovací schéma kanálu Γ. Pak znaème
∀s ∈ S a ∀u ∈ C:

(1) PE(s) = P [δY n 6= C(s)|Z = s] =
∑

v∈C\{C(s)} P [δY n = v|Z = s],
PE(u) = P [δY n 6= u|Xn = u] =

∑
v∈C\{u} P [δY n = v|Xn = u],

(2) CPE =
∑

s∈S PE(s)P [Z = s] a CPE =
∑

u∈C PE(u)P [Xn = u]
(støední pravdìpodobnost chyby dekódování),

(3) CP
av
E = 1

|S|
∑

s∈S PE(s) a CP av
E = 1

|C|
∑

u∈C PE(u)

(uniformì prùmìrná pravdìpodobnost chyby dekódování),
(4) CP

max
E = maxs∈S PE(s) a CPmax

E = maxu∈C PE(u)
(maximální pravdìpodobnost chyby dekódování).

Pozorování. Pro pravdìpodobnosti chyby dekódování platí:
(1) CPE, CPE, CP

av
E , CP

av
E ≤ CP

max
E = CP

max
E ,

(2) je-li C prosté, pak CPE =C PE a CP
av
E =C P

av
E .

T&N. Je-li A = B a (A,+,−, 0) je abelovská grupa, oznaème Ei(ω) := Yi(ω) − Xi(ω)
(mluvíme o chybì kanálu).
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Poznámka 10.3. Jestli¾e Γ = (A,A,P) pro abelovskou grupu (A,+,−, 0), potom {Ei}i≥1

tvoøí stacionární diskrétní náhodný proces a platí-li ∀ a, b, e ∈ A, ¾e
ce = P [Y = a+ e|X = a] = P [Y = b+ e|X = b],

pak

P [En = e] =
n∏
i=1

P [Ei = ei] =
n∏
i=1

cei ∀e = (e1, . . . , en) ∈ An.

Dùkaz. P [En = e] =
∑

u∈An P [Y n = u + e, Xn = u] =

=
∑
u∈An

P [Y n = u + e|Xn = u]P [Xn = u] =
∑
u∈An

n∏
i=1

P [Y = ai + ei|Xi = ai]︸ ︷︷ ︸
=cei

P [Xn = u] =

=
n∏
i=1

cei
∑
u∈An

P [Xn = u] =
n∏
i=1

cei =
n∏
i=1

cei
∑
a∈A

P [Xi = a] =

=
n∏
i=1

∑
a∈A

P [Yi = a+ei|Xi = a]P [Xi = a] =
n∏
i=1

∑
a∈A

P [Yi = a+ei, Xi = a] =
n∏
i=1

P [Ei = ei]

�

Dùsledek 10.4. Je-li Γ = (F2,F2,P) BSC se spolehlivostí P > 1
2
, potom P [En = e] =

P n−w(e)(1− P )w(e) = P n
(

1−P
P

)w(e)
.

11. Shannonovy vìty o kapacitì kanálu

Budeme pøedpokládat, ¾e Γ = (F2,F2,P) je BSC bez pamìti se spolehlivostí P > 1
2

a {Xi}i≥1, {Yi}i≥1 a {Ei}i≥1 jsou po øadì stacionární diskrétní náhodné procesy jeho
vstupu, výstupu a chyby. Polo¾me P = 1− P .

Vìta 11.1 (Slabý zákon velkých èísel). Pokud je {Zi}i≥1 diskrétní náhodný proces, µ =
EZi ∀i a η > 0, potom P [| 1

n

∑n
i=1 Zi − µ| ≥ η] = P [ 1

n
|
∑n

i=1 Zi − nµ| ≥ η] → 0 pro
n→∞.

Dùsledek 11.2. Nech» η > 0 a polo¾me Ei = 1−Ei a E
n

=
∏n

i=1 Ei. Potom pro n→∞
(1) P [|w(En)− nP | ≥ nη]→ 0,
(2) P [w(En) > n(P + η)]→ 0,
(3) P [w(E

n
) > n(P + η)]→ 0,

(4) P [w(En) < n(P − η)]→ 0.

Dùkaz. (1) Proto¾e Ei = Yi −Xi a støední hodnota EEi = 0 · P + 1 · P = P , dostáváme
z 11.1, ¾e

P [|w(En)− nP | ≥ nη] = P [
1

n
|

n∑
i=1

Ei − nP | ≥ η]→ 0 pro n→∞.
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(2) Díky (1):

P [w(En) > n(P + η)] = P [w(En)− nP > nη)] ≤ P [|w(En)− nP | ≥ nη]→ 0

pro n→∞
(3) Proto¾e støední hodnota EEi = 0 · P + 1 · P = P , dostáváme závìr pou¾itím (1) a

(2) na E
n
.

(4) Proto¾e w(En) < n(P − η) ⇔ w(E
n
) = n − w(En) > n − n(P − η) = n(P + η),

vyu¾ijeme (3) P [w(En) < n(P − η)] = P [w(E
n
) > n(P + η)]→ 0. �

Pøipomeòme, ¾e V2(n, r) =
∑r

i=0

(
n
i

)
je velikost binární koule o polomìru r v Fn2 .

Poznámka 11.3. Pro r, n ∈ N splòující 2r ≤ n platí, ¾e V2(n, r) ≤ nn

rr(n−r)n−r = 2nH( r
n

).

Dùkaz. nH( r
n
) = r log2

n
r

+ (n− r) log2
n
n−r ⇒ 2nH( r

n
) = (n

r
)r · ( n

n−r )
n−r = nn

rr(n−r)n−r .
Dále 2r ≤ n ⇒ r ≤ n− r ⇒ r

n−r ≤ 1, proto

nn = (r + (n− r))n

≥
r∑
i=0

(
n

i

)
ri(n− r)n−i =

r∑
i=0

(
n

i

)(
r

n− r

)i
(n− r)n

≥
(

r

n− r

)r
(n− r)n

r∑
i=0

(
n

i

)
= rr · (n− r)n−r · V2(n, r).

�

Pøipomeòme, ¾e CΓ = 1−H(P ) = 1−H(P ) podle 8.4(2).
Vyslovíme tvrzení, které øíká, ¾e blokovým kódováním vhodného zdroje nosnosti r li-

bovolnì blízké (ale men¹í), ne¾ je kapacita CΓ (tj. pøeneseme r bitù informace na bit
zprávy) umíme kanálem Γ pøenést informaci s maximální pravdìpodobností chyby libo-
volnì blízkou nule:

Vìta 11.4 (Shannonova, Hlavní vìta teorie informace). Pro BSC se spolehlivostí P > 1
2

existuje posloupnost blokových kódování Ck vhodných zdrojù s nosností rk < CΓ =
1−H(P ) splòující Ck

Pmax
E → 0 a rk → CΓ pro k →∞.

Dùkaz. Uva¾ujme informaèní zdroj Z : Ω → S a jeho kódování C : Z → Fn2 . Oznaème
m := |S|, r = log2m

n
a Xn =

∏n
i=1 πiCZ a pro projekce πi z 10.1. Posloupnost vstupù

BSC a Y n odpovídající posloupnost výstupù a En = Y n −Xn posloupnost chyb kanálu.
Zdroj Z budeme v¾dy volit tak, aby mìl rovnomìrné rozdìlení pravdìpodobností, tedy

P [Z = s] = 1
m
∀s ∈ S. Nejprve uká¾eme, ¾e pro dostateènì velké m a n existuje kódo-

vání C zdroje Z, jeho¾ nosnost je libovolnì blízká kapacitì kanálu a jeho¾ støední chyba
dekódování CP av

E je libovolnì blízká 0.
Zvolme libovolnì ε ∈ (0, 1 −H(P )) a pøipomeòme, ¾e P < 1

2
. Pak podle 8.4 H(P ) =

H(P ) a ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 ∃m ∈ N splòující

2n(1−H(P )−ε) ≤ m ≤ 2n(1−H(P )− ε
2

),

a proto 1−H(P )− ε ≤ r ≤ 1−H(P )− ε
2
.
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Zvolme m a n splòující uvedené nerovnosti, oznaème V = {C : S → Fn2} a uva¾ujme
rovnomìrnì rozdìlenou DNV volby kódování, kterou oznaèíme C : Ω → U . Proto¾e
|V | = 2nm máme P [C = C] = 2−nm ∀C ∈ V .
Oznaème δ : Fn2 → C(S) dekódovací metodu nejbli¾¹ího slova a odhadnìme PE støední

hodnotu DNV vzniklou slo¾ením C → CP
av
E a C, tedy

PE =
∑
C∈V

CP
av
E P [C = C] = 2−nm

∑
C∈V

1

m

∑
s∈S

P [δY n 6= C(s)|Z = s]

= 2−nm
∑
C∈V

∑
s∈S

P [Z = s]P [δY n 6= C(s)|Z = s] =

= 2−nm
∑
C∈V

∑
s∈S

P [δY n 6= C(s), Z = s]

= 2−nm
∑
C∈V

P [δY n 6= Xn]

Nyní zvolíme η > 0 splòující (a) P + η < 1
2
a (b) H(P + η) −H(P ) < ε

2
, co¾ podle 8.4

lze, a polo¾me ρ := n(P + η). Nech»

P1 = 2−nm
∑
C∈V

P [w(En) > ρ], P2 = 2−nm
∑
C∈V

P [w(En) ≤ ρ, δY n 6= Xn],

pak PE ≤ P1 + P2, proto staèí odhadnout P1 a P2.

P1 =
|V |
2nm

P [w(En) > ρ] = P [w(En) > ρ]→ 0 pro n→∞

11.2(2), nebo» o {Ei}i≥1 pøedpokládáme, ¾e je stacionární diskrétní náhodný proces, tedy
pro dostateènì velké n je P1 libovolnì malé, kde P [w(En) > ρ] podle 10.4 nezávisí na
volbì kódování. Dále

P2 ≤ 2−nm
∑
C∈V

∑
z∈S

P [w(En) ≤ ρ, δY n = C(z), Z 6= z]

≤ 2−nm
∑
C∈V

∑
z∈S

P [d(Y n, C(z)) ≤ w(En) ≤ ρ, Z 6= z]

≤ 2−nm
∑
C∈V

∑
z∈S

P [d(Y n, C(z)) ≤ ρ]

≤ 2−nm
∑
z∈S

∑
v∈Fn

2

P [Y n = v]
∑
C∈V

P [d(Y n, C(z)) ≤ ρ|Y n = v]

= 2−nm
∑
z∈S

∑
v∈Fn

2

P [Y n = v] |{C ∈ V | d(C(z),v) ≤ ρ}|︸ ︷︷ ︸
2nm−nV2(v,bρc)

= 2−nV2(v, bρc)
∑
z∈S

∑
v∈Fn

2

P [Y n = v] = m · 2−nV2(v, bρc).
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Nyní vyu¾ijeme 11.3 a pøedpokladu (b), ¾e H(P + η)−H(P )− ε
2
< 0:

P2 ≤ m2−nV2(v, bρc) ≤ 2n(1−H(P )− ε
2

)2−n2nH(P+η))

≤ 2n(H(P+η)−H(P )− ε
2

) → 0 pro n→∞,

tedy opìt pro dostateènì velké n je P2 libovolnì malé.
Pro ka¾dou posloupnost εk → 0 jsme dokázali, ¾e pro dostateènì velké nk platí, ¾e

2−nkmk
∑

C∈V CP
av
E ≤ εk, proto ∃Cn : Sk → Fnk

2 kódování vhodného uniformního zdroje
Zk : Ω→ Sk splòující Ck

P av
E ≤ εk. BÚNO Ck mù¾eme vzít bez zvý¹ení Ck

P av
E prosté (þsle-

pené"prvky toti¾ v odhadu poèítáme za chybnì dekódované), proto je CkZk rovnomìrnì
rozdìlený zdroj s nosností rk = log2 |Sk|

nk
podle 10.1(1)⇒ rk ∈ (1−H(P )−εk, 1−H(P )− εk

2
).

Dokázali jsme, ¾e Ck
P av
E → 0 a rk → CΓ pro k →∞.

Zbývá dokázat stejné tvrzení pro Ck
Pmax
E . Vezmeme-li posloupnost εk → 0 a prosté

kódování Ck : Sk → Fnk
2 tak, ¾e nk ≥ k, |Sk| = 2m, r, r− 1

k
∈ (CΓ− εk, CΓ) a Ck

P av
E < εk

2
.

Jestli¾e N = {s ∈ Sk | PE(s) ≥ εk} ⇒ |N | ≤ m ⇒ ∃S̃k ⊆ Sk \N o m prvcích.
Nyní staèí zakódovat rovnomìrnì rozdìlený zdroj Zk : Ω → S̃k prostým kódováním

C̃k := Ck|S̃k
. Potom C̃k

Pmax
E < εk, proto¾e PE(s̃) < εk ∀s̃ ∈ S̃, a nosnost C̃k je

log2
2m
2

nk
=

(log2 2m)− 1

nk
= r − 1

nk
≥ r − 1

k
> CΓ − εk

a r − 1
nk
< r < CΓ �

Nyní uká¾eme, ¾e kódem nosnosti pøekraèující kapacitu kanálu pro ¾ádné dekódování
nelze spolehlivì pøená¹et informaci.

Vìta 11.5 (Inverzní Shannonova). Je-li Γ BSC se spolehlivostí P > 1
2
a ε > 0, pak pro

ka¾dou posloupnost blokových kódování Ck : Sk → Fnk
2 délky nk →∞ libovolných zdrojù

s nosností rk ≥ CΓ + ε a libovolné dekódování δ platí, ¾e Ck(Sk)P
av
E → 1 pro k →∞.

Dùkaz. P < 1
2
< P ⇒ P

P
< 1 ⇒ ∃η > 0 splòující

(
P
P

)−η
< 2

ε
2 . Zvolíme takové η.

Uva¾ujme blokové kódování C : S → Fn2 zdroje Z nosnosti r = H2(CZ)
n

a oznaème
tentokrát m = |C(S)| (je-li C prosté, pak m = |S|). Potom log2m

n
≥ r ≥ 1 − H(P ) + ε

díky 10.1 ⇒ 1
m
≤ 2−n(1−H(P )+ε). Stejnì jako v dùkazu Vìty 11.4 budeme znaèit po øadì

Xn =
∏n

i=1 πiCZ, Y
n a En posloupnosti vstupù, výstupù a chyb BSC Γ.
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Polo¾íme C = C(S) a místo uniformì prùmìrné chybovosti CP av
E spoèítáme hodnotu

1−C P av
E a uká¾eme, ¾e je pro dostateènì velké n libovolnì blízká nule.

1− CP
av
E = 1− 1

m

∑
c∈C

P [δY n 6= c|Xn = c]

=
1

m

∑
c∈C

1− P [δY n 6= c|Xn = c] =
1

m

∑
c∈C

P [δY n = c|Xn = c]

=
1

m

∑
c∈C

∑
e∈Fn

2

P [δY n = c, Y n = c+ e,Xn = c]

P [Xn = c]

=
1

m

∑
c∈C

∑
e∈Fn

2

P [δY n = c, Y n = c+ e,Xn = c]

P [Xn = c]
· P [Y n = c+ e,Xn = c]

P [Y n = c+ e,Xn = c]

=
1

m

∑
c∈C

∑
e∈Fn

2

P [Y n = c+ e|Xn = c] · P [δY n = c|Y n = c+ e,Xn = c]

Oznaème Pc,e = P [δY n = c|Y n = c + e,Xn = c] = P [δY n = c|En = e,Xn = c] a
v¹imnìme si, ¾e 10.3 a 10.4 ⇒ P [Y n = c+ e|Xn = c] = P [En = e] ⇒

1− CP
av
E ≤

1

m

∑
c∈C

∑
e∈Fn

2

P [En = e] · Pc,e.

Rozdìlme si mno¾inu Fn2 = E1 ∪ E2, kde

E1 = {e ∈ Fn2 | w(e) < n(P − η)}, E2 = {e ∈ Fn2 | w(e) ≥ n(P − η)},

a de�nujme

Pi =
1

m

∑
c∈C

∑
e∈Ei

P [En = e] · Pc,e.

Potom 1− CP
av
E ≤ P1 + P2. Proto¾e Pc,e ≤ 1 snadno odhadneme

P1 ≤
1

m

∑
c∈C

∑
e∈E1

P [En = e] = P [w(E) < n(P − η)]→ 0

pro n→∞ díky 11.2(4), tedy P1 je libovolnì malé pro dostateènì velké n.
Ne¾ urèíme P2, odhadneme s vyu¾itím 10.4 a pøedpokladu o η pro ka¾dé e ∈ E2 hodnotu

P [En = e] = P n

(
P

P

)w(e)

≤ P n

(
P

P

)n(P−η)

=

=

(
P

P

)nη
︸ ︷︷ ︸
≤2nε/2

·P nP · P nP︸ ︷︷ ︸
≤2−nH(P )

≤ 2n( ε
2
−H(P )).
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Nyní odhadnìme P2. Nejprve vyu¾ijeme toho, ¾e 1
m
≤ 2−n(1−H(P )+ε):

P2 =
1

m

∑
c∈C

∑
e∈E2

P [En = e]︸ ︷︷ ︸
≤2n( ε2−H(P ))

Pc,e

≤ 2−n(1−H(P )+ε)
∑
c∈C

∑
e∈E2

2n( ε
2
−H(P ))Pc,e

= 2−n(1+ ε
2

)
∑
c∈C

∑
e∈E2

Pc,e.

Spoèítáme ∑
c∈C

∑
e∈E2

Pc,e ≤
∑
c∈C

∑
e∈Fn

2

P [δY n = c|Y n = c+ e,Xn = c]

≤
∑
c∈C

∑
y∈Fn

2

P [δY n = c|Y n = y,Xn = c]

≤
∑
y∈Fn

2

∑
c∈C

P [δY n = c|Y n = y,Xn = c] =
∑
y∈Fn

2

1 = 2n,

nebo» za pøedpokladu, ¾e Y n = y platí, ¾e δY n = c ⇔ c = δy. Zbývá spojit dvì poslední
nerovnosti

P2 ≤ 2−n(1+ ε
2

)
∑
c∈C

∑
e∈E2

Pc,e ≤ 2−n(1+ ε
2

) · 2n = 2−n
ε
2 → 0

pro n → ∞. Dokázali jsme, ¾e pro dostateènì velké n je 1 − CP
av
E libovolnì blízké 0.

Tedy pro ka¾dou posloupnost blokových kódování Ck : Sk → Fnk
2 rostoucí délky zdrojù s

nosností ≥ CΓ + ε chyba jakéhokoli dekódování Ck(Sk)P
av
E roste k jedné. �

Zformulujme je¹tì obì Shannonovy vìty v jazyce blokových kódù:

Dùsledek 11.6. Prostøednictvím BSC Γ s kapacitou CΓ lze pomocí blokového kódu
dostateèné délky s nosnosti libovolnì blízkou CΓ pøenést informaci s prùmìrnou pravdì-
podobností chyby dekódování metodou nejbli¾¹ího slova libovolnì blízkou 0.
Naopak uniformní prùmìrná pravdìpodobnost chyby jakéhokoli dekódování pøi pøenosu

pomocí kódu nosnosti ≥ CΓ + ε roste ∀ε > 0 s délkou kódu k 1.

Kombinatorické konstrukce

12. Symetrické designy

T&N. Buï X 6= ∅, B ⊆ P(X), t, v, k, λ ∈ N. Øekneme, ¾e B je t− (v, k, λ) design, pokud
- |X| = v,
- |B| = k ∀B ∈ B,
- |{B ∈ B | T ⊆ B}| = λ ∀T ⊆ X splòující |T | = t.

Pøíklad 12.1. Pøímky Fanovy roviny, tj. projektivního prostoru P2(F2) v¹ech jednodi-
menzionálních podprostorù vektorového prostoru F3

3 tvoøí 2 − (7, 3, 1) design a zároveò
1− (7, 3, 3) design
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Poznámka 12.2. Nech» B ⊆ P(X) je 2− (v, k, λ) design a b = |B|. Potom
(1) λ(v − 1)v = b(k − 1)k,
(2) pokud k > 1, pak ∃r splòující r = |{B ∈ B | x ∈ B}| ∀x ∈ X,
(3) pro r z (2) platí, ¾e λ(v − 1) = r(k − 1) a rv = bk.

Dùkaz. (1) Oznaème W = {(A,B) ∈ P(X)2 | B ∈ B, A ⊆ B, |A| = 2}. Spoèítáme poèet
prvkù W dvìma zpùsoby:
Vybíráme-li nejprve B a k nìmu volím v¹echna mo¾ná A dostáváme |W | = b ·

(
k
2

)
.

Vybíráme-li nejprve A a k nìmu volím v¹echna mo¾ná B podle de�nice dostáváme |W | =(
v
2

)
· λ ⇒ b(k − 1)k = 2|W | = λ(v − 1)v.
(2), (3) Polo¾me Wx = {(A,B) ∈ W | x ∈ A} a rx = |{B ∈ B | x ∈ B}| pro x ∈ X.

Opìt spoèítáme poèet prvkù Wx dvìma zpùsoby |Wx| = rx(k − 1) = (v − 1)λ, kde první
rovnost dostaneme pøi prvním výbìru B a druhou pøi prvním výbìru A. Vidíme, ¾e
rx = λ v−1

k−1
nezávisí na volbì x, tedy r = rx a platí

r(k − 1) = (v − 1)λ ⇒ r(k − 1)v = λ(v − 1)v = b(k − 1)k ⇒ rv = bk.

�

Pro 2 − (v, k, λ) design B budeme znaèit parametry b = |B| a r = |{B ∈ B | x ∈ B}|
pro x ∈ X.

T&N. Jestli¾e b = v øekneme, ¾e je 2− (v, k, λ) design symetrický.

Pozorování. Je-li k > 1, pak pro parametry 2− (v, k, λ) designu platí:

(1) b = λ
(v
2)

(k
2)
, r = λ v−1

k−1
,

(2) ka¾dý 2− (v, k, λ) design je zároveò 1− (v, k, r) design,
(3) k < v ⇒ r < b a λ < r.

T&N. Oznaème X = {x1, . . . , xv} a B = {B1, . . . , Bb} ⊆ P(X). Pak øekneme, ¾e je

matice M =

iB1

. . .
iBb

 ∈ Zb×v incidenèní matici systému B. Dále znaème Iv jednotkovou

matici a Jv = (1)v×v ∈ Zv×v matici, obsahující na v¹ech pozicích 1.

Pozorování. Pro incidenèní matici M systému B = {B1, . . . , Bb} ⊆ P({x1, . . . , xv})
polo¾me U = (uij) = MMT a V = (vij) = MTM . Potom platí:
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(1) U je symetrická ètvercová, uii = |Bi| a uij = |Bi ∩Bj| ∀i 6= j,
(2) V je symetrická ètvercová, vii = |{s | x ∈ Bs}| a vij = |{s | {xi, xj} ⊆ Bs}| ∀i 6= j,
(3) Jeli B 2− (v, k, λ) design, pak uii = k, vii = r a vij = λ ∀i 6= j.

Poznámka 12.3. Nech» B ⊆ P(X) a k, v ∈ N splòuje, ¾e k > 1, v = |X|, k = |B|
∀B ∈ B a r = λ v−1

k−1
. Mìjme dále M incidenèní matici systému B a U = (uij) = MMT a

V = (vij) = MTM .
(1) Je-li M regulární ètvercová, pak V = U ⇔ MU = UM ⇔ MV = VM ,
(2) B je 2− (v, k, λ) design ⇔ vii = r a vij = λ ∀i 6= j.

Dùkaz. (1) Staèí dokázat první ekvivalenci, druhá plyne z první pou¾ité na rovnì¾ regu-
lární matici MT .
(⇒) MMT = U = V = MTM ⇒ MU = MMMT = MMTM = UM .
(⇐) MU = UM ⇒ U = M−1MU = M−1UM = M−1MMTM = MTM = V .
(2) (⇒) Je-li B 2 − (v, k, λ) design, pak podle 12.2 a pøedchozího Pozorování (3) je

vii = r a vij = λ ∀i 6= j.
(⇐) Z pøedpokladu tvrzení víme, ¾e podmínky v = |X|, k = |B| ∀B ∈ B jsou splnìny.

Z Pozorování (2) potom plyne, ¾e ∀i 6= j |{B ∈ B | {xi, xj} ⊆ B}| = λ ∀T ⊆ X ∀i 6= j,
tedy se jedná o 2− (v, k, λ) design. �

Vìta 12.4. Nech» k, v ∈ N, k > 1, B ⊆ P(X), v = |X| = |B|, k = |B| ∀B ∈ B a
r = |{B ∈ B | x ∈ B}| ∀x ∈ X. Potom k = r a platí, ¾e
B je (symetrický) 2− (v, k, λ) design ⇔ |B ∩ C| = λ ∀B 6= C ∈ B.

Dùkaz. V¹imnìme si, ¾e ∀x ∈ X

|{(x,B) | B ∈ B, x ∈ B}| =
{
|B| · k = v · k
|X| · r = v · r

}
⇒ k = r.

Podle Pozorování (1),(2) a 12.3(2) staèí dokázat

U =


k λ . . . λ
λ k . . . λ
. . . . . .
λ λ . . . k

⇔ V =


r λ . . . λ
λ r . . . λ
. . . . . .
λ λ . . . r

 ,

a proto¾e k = r budeme dokazovat jako pøímou implikaci, ¾e pokud je U uvedeného
tvaru, potom U = V , a jako zpìtnou implikaci, ¾e pokud je V uvedeného tvaru, potom
U = V .
(⇒) Jestli¾e k = λ ⇒ |B| = |X| = 1 ⇒ U = V = (k).
Jestli¾e k 6= λ, pak snadno zjistíme, ¾e U ∈ Zv×v má vlastní èíslo k−λ 6= 0 geometrické

násobnosti v − 1 a jedno vlastní èíslo k + (v − 1)λ > 0 ⇒ U je regulární M je regulární.
Podle 12.3(1) staèí ovìøit MU = UM :

MU = M((k − λ)Iv + λJv) = (k − λ)MIv + λMJv =

= (k − λ)IvM + λkJv = ((k − λ)Iv + λJv)M = UM

⇒ U = V
(⇐) Dùkaz je stejný jako u pøímé implikace, jen pomocí 12.3(1) ovìøujeme MV =

VM . �
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Pøíklad 12.5. Nech» P = {LO(v) | v ∈ F3
q \ {0}}, BV = {p ∈ P | p ⊆ V }, pak

B = {Bv | V ≤ F3
q, dimV = 2} je symetrický design.

Konstrukce
Nech» Y = {1, . . . , 5}, Z = {A ⊂ P(Y ) | |A| = 2}, Φ = {σ ∈ S5 | σ5 = 1, σ 6= id},

Pϕ = {{i, ϕ(i)} | i ∈ Y } ∀ϕ ∈ Φ.

Pozorování. Pro mno¾iny Y , Z, Φ a Pϕ a ∀ϕ ∈ Φ platí:
(1) |Z| = 10, |Φ| = 24, |{Pϕ | ϕ ∈ Φ}| = 12,
(2) ϕ nemá pevný bod ⇒ Pϕ ∩ Pϕ2 = ∅ ∀ϕ ∈ Φ,
(3) |Pϕ ∩ Pψ| ≥ 4 ⇒ Pϕ = Pψ,
(4) |Pϕ ∩ Pψ| ≤ 1 ⇒ |Pϕ2 ∩ Pψ| ≥ 4 ⇒ Pϕ ∩ Pψ = ∅,
De�nujme mno¾iny

P1 = P(12345), P2 = P(14235), P3 = P(14352), P4 = P(13254), P5 = P(13425), P6 = P(13542),

P1

P2 P3 P4 P5 P6

Pozorování. Pro {P1, . . . , P6} ⊂ {Pϕ | ϕ ∈ Φ} je nejvìt¹í (vzhledem k inkluzi) takový
systém, ¾e obsahuje P1 a |Pi ∩ Pj| = 2 ∀i 6= j.

Zkonstruujme 2− (11, 5, 2) design:

X = Z ∪ {0}, ∀i ∈ Y : Fi = {{i, a} | a ∈ Y, a 6= i} ∪ {0} = ∪{0}.
B = {Pi | i ≤ 6} ∪ {Fj | j ≤ 5}

Poznámka 12.6. B, je symetrický 2− (11, 5, 2) design.

Dùkaz. Dùsledek Pozorování a Vìty 12.4. �

13. Golayovy perfektní kódy

T&N. Nech» Bi ⊆ P(Xi), i = 1, 2. Pak B1
∼= B2 (tj. jsou izoromfní), pokud ∃ bijekce

b : X1 → X2, pro ní¾ B2 = {b(B) | B ∈ B1}.
Poznámka 13.1. Existuje a¾ na izomor�smus právì jeden 2 − (11, 5, 2) design a právì
jeden 2− (11, 6, 3) design.
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Dùkaz. Existence.
Existence 2− (11, 5, 2) designu plyne z 12.6. Nech» je B 2− (11, 5, 2) design a de�nujme

zobrazení c : P(X)→ P(X) zobrazení c(A) = X \ A. Potom vidíme, ¾e pro C = {c(B) |
B ∈ B} platí pro B1 6= B2 ∈ B, ¾e |C| = 11, |c(B)| = 6 platí, ¾e
|B1 ∩B2| = 2 ⇒ |c(B1)∩ c(B2)| = |X \ (B1 ∪B2)| = 11− (|B1|+ |B2| − |B1 ∩B2|) = 3
a podobnì pro C1 6= C2 ∈ C
|C1 ∩ C2| = 3 ⇒ |c(C1) ∩ c(C2)| = 11− (6 + 6− 3) = 2
Z 12.4 plyne, ¾e B je 2− (11, 5, 2) design⇔ C je 2− (11, 6, 3) design, tedy 2− (11, 6, 3)

design existuje.
Jednoznaènost.
Uva¾ujme B a B̃ ⊆ P(X̃) dva 2− (11, 5, 2) designy, z nich¾ první je vý¹e zkonstruovaný

design B. Najdeme mezi nimi izomor�smus.
12.2 ⇒ b = 2 · (11−1)·11

(5−1)·5 = 11 ⇒ B̃ je symetrický.

Zvolme x0 ∈ X̃ a de�nujme Z̃ = X̃ \ {x0}. Pak 12.4 ⇒ ∃ právì 5 mno¾in B̃, které
obsahují x0, oznaème je F̃i, i = 1, . . . 5.
Z de�nice designu plyne, ¾e ∀i < j ∃ právì jedno xij ∈ Z̃ splòující F̃i ∩ F̃j = {x0, xij}.
Oznaème P̃ = B̃ \ {F̃i | i ≤ 5}. To, ¾e λ = 2 znamená, ¾e {i < j} → xij je bijekce

zobrazení 10-ti prvkové mno¾iny dvojic {i < j} na Z̃, proto Z̃ = {xij | i < j ≤ 5}.
De�nujme bijekci b : X̃ → X: b(x0) = 0 a b(xij) = {i, j}. Potom {b(F̃i)} = Fi . Pokud

P1 /∈ P = {b(B̃) | B̃ ∈ P̃}, zmìníme poøadí F̃i tak, aby P1 ∈ P .
Mno¾ina P = {b(P̃ ) | P̃ ∈ P̃} obsahuje P1 a |b(P̃1)∩ b(P̃2)| = 2 ∀P̃1 6= P̃2 ∈ P . Proto¾e
|P| = 6, a P1 ∈ P plyne z maximality systému {Pi | i ≤ 6}, ¾e P = {Pi | i ≤ 6} a proto
B̃ = {b(B) | B ∈ B}.
Kdybychom mìli dva neizomorfní 2 − (11, 6, 3) designy, pak by je bijekce c pøevedla

na neizomorfní 2 − (11, 5, 2) designy. Proto jsou i 2 − (11, 6, 3) designy urèeny a¾ na
izomor�smus jednoznaènì. �

T&N. Nech» N je incidenèní matice 2− (11, 6, 3) designu a uva¾ujme blokové matice

E =


1 0 . . . 0 0 1 . . . 1
0 1 . . . 0 1
. . . . . . . N
0 0 . . . 1 1

 , G =


1 0 . . . 0 1 . . . 1
0 1 . . . 0
. . . . . . N
0 0 . . . 1

 ,

kde E ∈ F12×24 sestává s bloku s jednotkovou maticí I12 a dále s bloku tvoøeným maticí N
s øádkem nad a sloupcem vlevo obsahujícím na první souøadnici 0 a jinde 1 a G ∈ F12×24

vznikne z E vypu¹tìním 13. sloupce.
Dále E buï [24, 12]2-kód s generující maticí E a G [23, 12]2-kód s generující maticí G.
1 bude znaèit slovo sestávající ze samých souøadnic 1.

Pozorování. Binární koule v F23
2 má

V2(23, 3) =
3∑
i=0

(
23

i

)
= 1 + 23 + 23 · 11 + 23 · 77 = 2048 = 223−12

prvkù, tedy binární kód délky 23 a velikosti 212 má vzdálenosti nejvý¹e 7 a v pøípadì, ¾e
je vzdálenosti 7 je 3-perfektní.

36



Poznámka 13.2. E je samoduální dvojnásobnì sudý [24, 12, 8]2-kód a G je 3-perfektní
[23, 12, 7]2-kód.

Dùkaz. Oznaème si øádky matice E po øadì u1, . . . ,u12 a v¹imnìme si s vyu¾itím vlast-
ností matice N z 12.4, ¾e w(u1) = 12, w(ui) = 8, w(u1 ∩ui) = 6 ∀i > 1 a w(ui ∩uj) = 4
∀i > j > 1.
Proto¾e ui · uj = 0 ∀i, j a |E| = 212, je E samoduální a podle 4.3 dvojnásobnì sudý.

Pøedpokládejme ke sporu, ¾e d(E) = 4, tj. ∃I ⊂ {1, . . . , 12}, pro nì¾ v = v1 . . . v24 =∑
i∈I ui a w(v) = 4. Oznaème A = {i ≤ 12 | vi = 1} a a = |A| ⇒ a ≤ w(v) = 4, a > 1 a

a = |I|.
Uvá¾íme-li kontrolní matici E podle 2.2:

Ẽ =


0 1 . . . 1 1 0 . . . 0
1 0 1 . . . 0
. NT . . . . . .
1 0 0 . . . 1

 =


ũ1

ũ2

. . .
ũ12

 .

mají slova ũi stejné vlastnosti jako slova ui, proto¾e je NT podle 12.4 rovnì¾ incidenèní
matice 2− (11, 6, 3) designu.
E je samoduální ⇒ Ẽ je generujíc matice E ⇒ ∃Ĩ ⊂ {1, . . . , 12}, pro nì¾ v =

∑
i∈Ĩ ũi.

Pak platí a = 4− |Ĩ| > 1 ⇒ a = 2 ⇒ ∃i 6= j, pro nì¾

4 = w(ui + uj) = w(ui) + w(uj)− 2w(ui ∩ uj)) = 8,

co¾ je spor.
Proto¾e w(u2) = 8 a E je dvojnásobnì sudý, dostáváme, ¾e E je vzdálenosti 8.
Proto¾e G vznikne z E propíchnutím v 13. souøadnici, jedná se podle Pozorování o

3-perfektní [23, 12, 7]2-kód. �

Vìta 13.3. A¾ na permutaèní ekvivalenci existuje právì jeden [24, 12, 8]2-kód, který
je samoduální, dvojnásobnì sudý a obsahuje slova váhy 12 a 24. Kód je permutaènì
ekvivalentní E a jeho propíchnutí v kterékoli souøadnici je permutaènì ekvivalentní G.

Dùkaz. Existence plyne z 13.2.
Nech» C splòuje pøedpoklady tvrzení. Pak ∃u ∈ C váhy 12 ⇒ 1, ũ = 1 + u ∈ C ⇒

w(u) = w(ũ) = 12. BÚNO (tj. permutujeme souøadnice)
u = 0 . . . 01 . . . 1 a ũ = 1 . . . 10 . . . 0 a propichovanou souøadnici nastavíme jako první.

Nech» I = {13, . . . , 24} a πI : F24 → F12 je propíchnutí v souøadnicích I.
Nech» v ∈ C \ {0} a πI(v) = 0 ⇒

w(u + v) + w(v) = 12, w(v) ≥ 8⇒ w(u + v) ≤ 4⇒ u = v⇒

KerπI = {0,u}. Proto¾e ũc = 0 ∀c ∈ C je πI(C) [12, 11]2-kód s kontrolní maticí 1 ∈ F1×12
2

⇒ C má generujíc matic tvaru

C =


0 0 . . . 0 1 1 . . . 1
1 0
. I11 . M
1 0

 .
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Vymìníme-li její 1. a 13. sloupec dostaneme generující matici

C̃ =


1 0 . . . 0 0 1 . . . 1
0 1 . . . 0 1
. . . . . . . M
0 0 . . . 1 1

 ,

permutaènì ekvivalentního kódu C̃. Nyní díky 13.1 staèí ukázat, ¾e jeM incidenèní matice
2− (11, 6, 3) designu.
Oznaème øádky matice C̃ po øadì c0, . . . , c11 a øádky matice M v1, . . . , v11.
C dvojnásobnì sudý ⇒ 4 dìlí w(ci) i w(ci + cj) a d(C) = 8 ⇒ w(ui), w(ui + uuj) ∈
{6, 10}.
Kdyby w(ui) = 10 ⇒ w(ci + u) = 2 + 2 = 4, co¾ je spor.
Kdyby w(ui + uj) = 10 ⇒ w(ci + cj + u) = 2 + 2 = 4, co¾ je opìt spor.
Proto pro i 6= j

6 = w(ui) = w(ui + uj) = w(ui) + w(uj)− 2w(ui ∩ uj)⇒ w(ui ∩ uj) = 3.

Toté¾ lze dokázat i pro matici MT , nebo»
0 1 . . . 1 1 0 . . . 0
1 0 1 . . . 0
. MT . . . . . .
1 0 0 . . . 1


je rovnì¾ je generujíc matice kódu C̃.
Nyní zbývá pou¾it 12.4

�

T&N. Buï C blokový kód délky n a oznaème fi = |{v ∈ C | w(w) = i}|. Pak polynom
fC =

∑n
i=0 fix

i ∈ Z[x] se nazývá váhový polynom kódu C

Poznámka 13.4. Je-li C ⊆ F23
2 blokový kód délky n vzdálenosti 7 a mohutnosti |C| = 212,

který obsahuje nulové slovo, pak je C nutnì 3-perfektní s váhovým polynomem fC =
1 + 253x7 + 506x8 + 1288x11 + 1288x12 + 506x15 + 253x16 + x23.

Dùkaz. Perfektnost plyne z Pozorování a pro spoèítání vah zkuste sami sestavit algoritmus
na jejich výpoèet (návod viz skripta Ale¹e Drápala). �

Vìta 13.5. A¾ na permutaèní ekvivalenci existují jednoznaènì urèené binární kódy G̃ a
Ẽ velikosti 212 obsahující nulové slovo, první délky 23 a vzdálenosti 7 a druhý délky 24 a
vzdálenosti 8. Tyto kódy jsou nutnì lineární a platí, ¾e G̃ je permutaènì ekvivalentní G,
Ẽ je permutaènì ekvivalentní E a fE = 1 + 759x8 + 2576x12 + 759x16 + x24.

Dùkaz. Existence plyne z 13.2.
Nech» πi : F24

2 → F23
2 oznaèuje propíchnutí v i-té souøadnici. Pak je πi(Ẽ) kód velikosti

212 obsahující nulové slovo a podle Pozorování a 13.4 je vzdálenosti 7 a tedy 3-perfektní
a fπi(Ẽ) = 1 + 253x7 + 506x8 + 1288x11 + 1288x12 + 506x15 + 253x16 + x23.

Proto¾e ∀u ∈ Ẽ \{0,1} ∃j, k ≤ 24 splòující w(πj(u)) = w(πk(u))−1. Kód Ẽ neobsahuje
slovo váhy 7, tedy v¹echna slova váhy 7 kódu πi(Ẽ) vznikla ze slov délky 8. Kdyby Ẽ
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obsahoval slovo váhy 11, 15 nebo 23, pak by pro vhodném i obsahoval kód πi(Ẽ) slovo
stejné váhy, co¾ podle 13.4 neplatí. Podobnì Ẽ nemù¾e obsahovat slova váhy 9, 13, ani
17. Proto fẼ = 1 + 759x8 + 2576x12 + 759x16 + x24 ⇒ Ẽ je dvojnásobnì sudý ⇒ v + Ẽ
má stejné parametry, tudí¾ je dvojnásobnì sudý ∀v ∈ Ẽ ⇒ Ẽ je lineární samoduální kód
podle 4.4 Ẽ je permutaènì ekvivalentní E podle 13.3.
Splòuje-li G̃ pøedpoklady tvrzení, pak kód Ê = {c1 . . . c23

∑
i ci | c1 . . . c23 ∈ G̃} má

délky 24 a vzdálenosti 8 mohutnosti 212 slov a obsahuje 0⇒ Ê je permutaènì ekvivalentní
E . Proto¾e π24(Ê) = G̃ je podle 13.3 permutaènì ekvivalentní G.
Zbytek plyne z 13.2. �

Dùsledek 13.6. Je-li C binární kód velikosti 212 délky 23 a váhy 7, pak ∀u ∈ C je kód
u + C permutaènì ekvivalentní G.

14. Reedovy-Mullerovy kódy

V celé kapitole pøedpokládáme, ¾e r ≤ m ∈ N, Fq je tìleso a n = qm a slova Fmq si
pevnì oèíslujeme

Fmq = {β0, β1, . . . , βn−1}.

T&N. Ka¾dé mno¾inì

Rq(m, r) = {f(β0)f(β1) . . . f(βn−1) | f ∈ Fq[x1, . . . , xm], deg(f) ≤ r}.
budeme øíkat q-ární Reedùv-Mullerùv kód (krátce RM-kód). Binární RM-kód znaèíme
prostì R(m, r) = R2(m, r).
Dále oznaème xI =

∏
i∈I xi pro ka¾dé I ⊆ {1, . . . ,m}, speciálnì x∅ = 1 a de�nujme

mno¾iny Boolevých polynomù

BPm(r) = {
∑
I:|I|≤r

fIxI | fI ∈ F2∀I ⊆ {1, . . . ,m}},

speciálnì BPm = BPm(m) a mno¾inu Boolevých funkcí

BFm = {Fm2 → F2}.
Na BPm zavedeme strukturu okruhu∑

I

aIxI ±
∑
I

bIxI =
∑
I

(aI ± bI)xI∑
I

aIxI ·
∑
J

bJxJ =
∑
I,J

(aI · bJ)xI∪J =
∑
K

∑
I,J :K=I∪J

(aI · bJ)xK .

Na BFm máme k dispozici pøirozenì de�novanou strukturu okruhu po slo¾kách, tj. ∀f, g ∈
BFm

f ± g(β) = f(β)± g(β), f · g(β) = f(β) · g(β).

Pøipomeòme, ¾e iJ znaèí incidenèní vektor mno¾iny I a pro I, J ⊆ {1, . . . ,m} znaème
χI ∈ BFm funkci danou podmínkou χI(iJ) = 1⇔ J ∈ I.
Koneènì izomor�smus F2-algeber je bijekce, která tvoøí izomor�smus okruhù a zároveò

vektorových prostorù.

Pozorování. Pro RM kódy a Booleovy polynomy a funkce platí:
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(1) Rq(m, r) je lineární kód délky n = qm,
(2) (BPm,+,−, ·, 0, 1) a (BFm,+,−, ·, 0, 1) jsou komutativní okruhy,
(3) pøirozená projekce p→ [p] je izomor�smus F2-algeber

BPm ∼= F2[x1, . . . , xm]/(x2
1 + x1, . . . , x

2
m + xm),

(4) zobrazení f → (f(β0), . . . , f(βn−1)) je izomor�smus F2-algeber BFm ∼= Fn2 , kde
n = 2m,

(5) dosazovací zobrazení p→ p(β) tvoøí pro ka¾dé β ∈ Fm2 okruhový homomor�smus
BPm → F2,

(6) R(m, r) = {p(β0) . . . p(βn−1) | p ∈ BPm(r)},
(7) pro ka¾dé f ∈ BFm platí, ¾e f =

∑
I:f(iI)=1 χI ,

(8) polo¾íme-li pI = (
∏

i∈I xi) · (
∏

i/∈I xi + 1) pro I ⊆ {1, . . . ,m} a p =
∑

I:f(iI)=1 pI
pro nìjaké f ∈ BFm, pak f(β) = p(β) ∀β ∈ Fm2 .

T&N. Pro p =
∑

i pIxI ∈ BPm znaème N(p) = {iI ∈ Fm2 | p(iI) = 1} a deg(p) =
max{|I| | pI 6= 0} ∪ {−1}.

Poznámka 14.1. Jestli¾e p ∈ BPm(r) \ {0}, pak |N(p)| ≥ 2m−r.

Dùkaz. Dokazujeme indukcí podle m ≥ 1 a p stupnì deg(p) ≤ r.
(a) Pro m = 1 uva¾ujeme polynomy tvaru p = a0 + a1x1 ∈ K[x1]. Provedeme diskusi

pro oba pøípady r = 0, 1.
Pro r = 0 máme a0 = 1 a a1 = 0 ⇒ p = 1 ⇒ |N(p)| = 2 = 21−0.
Pro r = 1 triviálnì dostáváme |N(p)| ≥ 1 = 21−1.
(b) Pøedpokládejme, ¾e tvrzení platí pro m − 1 a doká¾eme ho pro m > 1. Nech»

p = xmg + h, kde g, h ∈ K[x1, . . . , xm−1].
Pokud g = 0, pak deg h = deg p a platí h(i1, . . . , im−1) = 1 ⇔ p(i1, . . . , im−1, 0) =

p(i1, . . . , im−1, 1) = 1, proto s vyu¾itím indukèního pøedpokladu pro h

|N(p)| = 2|N(h)| ≥ 2 · 2m−1−r = 2m−r.

Pokud g 6= 0, pak deg g ≤ r − 1 a ∀(i1, . . . , im−1) ∈ N(g) existuje t ∈ F2 splòující
p(i1, . . . , im−1, t) = g(i1, . . . , im−1)t+ h(i1, . . . , im−1) = t+ h(i1, . . . , im−1) = 1, proto

|N(p)| ≥ |N(g)| ≥ 2m−1−(r−1) = 2m−r.

díky platnosti indukèního pøedpokladu pro g. �

T&N. Oznaème zobrazení Φ : BPm → BFm dané podmínkou Φ(p)(β) = p(β).

Nadále budeme ztoto¾òovat BFm ∼= Fn2 bijekcí f → (f(β0), . . . , f(βn−1)), proto lze
zobrazení Φ popsat vztahem Φ(p) = (p(β0), . . . , p(βn−1)).

Pozorování. Pro zobrazení Φ : BPm → BFm a mno¾iny J, Y ⊆ {1, . . . ,m} platí:
(1) Φ je izomor�smus F2-algeber (tj. okruhù i vektorových prostorù),
(2) {xI | I ⊆ {1, . . . ,m}, |I| ≤ r} je báze BPm(r), proto je mno¾ina Br = {Φ(xI) |

I ⊆ {1, . . . ,m}, |I| ≤ r} báze R(m, r),
(3) w(Φ(p)) = |N(p)| ∀p ∈ BPm,
(4) xJ(iY ) =

∏
j∈J(iY )j = 1⇔ J ⊆ Y .

Vìta 14.2. R(m, r) je [n,
∑r

i=0

(
m
i

)
, 2m−r]2 kód.
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Dùkaz. Z Pozorování (1) a (2) dostáváme, ¾e dim(R(m, r)) =
∑r

i=0

(
m
i

)
.

Jestli¾e |I| = r ⇒ xI ∈ R(m, r)⇒ w(xI) = |N(xI)| = 2m−r podle Pozorování (3) a (4)
⇒ d(R(m, r)) ≤ 2m−r.
Naopak díky 14.1 a Pozorování (3) dostáváme d(R(m, r)) ≥ 2m−r. �

Poznámka 14.3. Kódy R(m, r) a R(m,m− r − 1) jsou vzájemnì duální.

Dùkaz. Nejprve doká¾eme pro báze Br a Bm−r−1, ¾e ∀ Φ(xI) ∈ Br, Φ(xJ) ∈ Bm−r−1 platí,
¾e pro bodový souèin Φ(xI) · Φ(xJ) = 0. Proto¾e |I| ≤ r a |J | ≤ m− r − 1, spoèítáme

Φ(xI) · Φ(xJ) =
∑
B

xI(iB) · xJ(iB) =
∑
B

xI∪J(iB).

Uvìdomíme-li si, ¾e podle Pozorování (4) xI∪J(iB) = 1 ⇔ I ∪ J ⊆ B a ¾e |I ∪ J | ≤
r +m− r − 1 = m− 1 dostáváme

Φ(xI) · Φ(xJ) ≡
∑

B:I∪J⊆B

1 ≡ 2m−|I∪J | ≡ 0 (mod 2).

Dokázali jsme, ¾e R(m, r) ⊆ R(m,m− r − 1)⊥ a R(m,m− r − 1) ⊆ R(m, r)⊥. Proto¾e
navíc podle 14.2 dimR(m, r) + dimR(m,m− r − 1) =

=
r∑
i=0

(
m

i

)
+

m−r−1∑
i=0

(
m

i

)
=

r∑
i=0

(
m

i

)
+

m∑
i=r+1

(
m

i

)
= 2m

jsou prostory R(m, r) a R(m,m− r − 1) vzájemnì duální. �

Pøíklad 14.4. R(3, 1) je podle 14.2 [8, 4, 4]2 kód a má generující matici, která je zároveò

podle 14.3 jeho kontrolní maticí,


1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1

, tudí¾ jde o samoduální kód.

T&N. Je-li f ∈ BPm nebo f ∈ BFm, I, Y ⊆ {1, . . . ,m} , pak de�nujme f I ∈ BFm
pøedpisem

f I(iY ) =
∑

B:Y⊆B⊆I∪Y

f(iB).

Pozorování. Nech» I, J, Y ⊆ {1, . . . ,m}, pak xIJ(iY ) = 1 ⇔

1 =
∑

B:Y⊆B⊆I∪Y

xJ(iB) =
∑

B:J∪Y⊆B⊆I∪Y

1⇔ J ∪ Y = I ∪ Y.

Vìta 14.5. Nech» I, Y ⊆ {1, . . . ,m}, d ∈ N, f =
∑

J aJxJ ∈ BPm(d), I∩Y = ∅, |I| = d.
Pak aI = f I(iY ).

Dùkaz. Nejprve dosadíme do vyjádøení f I(iY ) =
∑

B:Y⊆B⊆I∪Y f(iB) za f :

f I(iY ) =
∑

B:Y⊆B⊆I∪Y

∑
J

aJxJ(iB) =
∑
J

aJ
∑

B:Y⊆B⊆I∪Y

xJ(iB) =
∑
J

aJx
I
J(iY ).
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Proto¾e I ∪ Y = J ∪ Y ⇔ I = J , nebo» |J | ≤ d, |I| = d a I ∩ Y = ∅, dostáváme z
Pozorování:

f I(iY ) =
∑
J

aJx
I
J(iY ) = aI .

�

Uvá¾íme pro k =
∑r

i=0

(
m
i

)
(lineární) kódování Fk2 = F{I||I|≤r}2 → BF(m) ∼= Fn2 dané

vztahem v→ Φ(fv), kde fv =
∑

I:|I|≤r vIxI .
Na základì pøedchozí vìty mù¾eme formulovat dekódovací algoritmus, který pøijaté

chybové slovo s váhou chyby men¹í ne¾ 2m−r−1 reprezentovaného booleovskou funkcí
opraví na pùvodní booleovský polynom:
VSTUP: g ∈ BFm splòující g = f + e pro f ∈ R(m, r) a e ∈ Fn2, w(e) < 2m−r−1

VÝSTUP: f̃ ∈ BPm(r), pro který d(Φ(f̃), g) < 2m−r−1, proto f = Φ(f̃).
for d=r downto 0 do

for all I ⊆ {1, . . . ,m} : |I| = d do
α0 := |{Y ⊆ {1, . . . ,m} : Y ∩ I = ∅, gI(iY ) = 0}|;
α1 := 2m−d − α0 (= |{Y ⊆ {1, . . . ,m} : Y ∩ I = ∅, gI(iY ) = 1}|);
if α0 > α1 then aI := 0 else aI := 1, g := g + Φ(xI);

return
∑

I∈Pm
r
aIxI.

Poznámka 14.6. Algoritmus je korektní, tj. má-li na vstupu slovo g = f + e pro f ∈
R(m, r) a e ∈ Fn2 váhy w(e) < 2m−r−1, vrátí f .

Pøíklad 14.7. Pro RM-kódu R(3, 1) najdeme pomocí uvedeného algoritmu nejbli¾¹í
kódové slovo a Booleùv polynom, který ho kóduje, ke slovu g = 11000100 (tj. dekódujeme
zakódované slovo k pøijatému slovo g v kódování Φ) reprezentující boolovskou funkci
stejnì jako v Pøíkladu 14.4.

Budeme pou¾ívat znaèení z algoritmu. Booleovskou funkci c → p(c) reprezentujme
slovem p(c0) . . . p(c7), kde ci je právì trojice cifer z F2 pøedstavující binární zápis èísla i.
Nech» d = 1.

I = {1}: g{1}(i∅) =
∑

B:∅⊆B⊆{1} g(iB) = g0 + g4 = 1 + 0 = 1,

g{1}(i{2}) =
∑

B:{2}⊆B⊆{1,2} g(iB) = g2 + g6 = 0 + 0 = 0,

g{1}(i{3}) =
∑

B:{3}⊆B⊆{1,3} g(iB) = g1 + g5 = 1 + 1 = 0,

g{1}(i{2,3}) =
∑

B:{2,3}⊆B⊆{1,2,3} g(iB) = g3 + g7 = 0 + 0 = 0.
Tedy α0 = 3 > α1 = 1 a volíme a{1} := 0.

I = {2}: g{2}(i∅) =
∑

B:∅⊆B⊆{2} g(iB) = g0 + g2 = 1 + 0 = 1,

g{2}(i{1}) =
∑

B:{1}⊆B⊆{1,2} g(iB) = g4 + g6 = 0 + 0 = 0,

g{2}(i{3}) =
∑

B:{3}⊆B⊆{2,3} g(iB) = g1 + g3 = 1 + 0 = 1,

g{2}(i{1,3}) =
∑

B:{1,3}⊆B⊆{1,2,3} g(iB) = g5 + g7 = 1 + 0 = 1.
Tedy α0 = 1 < α1 = 3 a volíme a{2} := 1 a
g := g + Φ(x{2}) = 11000100 + 00110011 = 11110111.

I = {3}: g{3}(i∅) =
∑

B:∅⊆B⊆{3} g(iB) = g0 + g1 = 1 + 1 = 0,

g{3}(i{1}) =
∑

B:{1}⊆B⊆{1,3} g(iB) = g4 + g5 = 1 + 0 = 1,

g{3}(i{2}) =
∑

B:{2}⊆B⊆{2,3} g(iB) = g2 + g3 = 1 + 1 = 0,
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g{3}(i{1,2}) =
∑

B:{1,2}⊆B⊆{1,2,3} g(iB) = g6 + g7 = 1 + 1 = 0.
Tedy α0 = 3 > α1 = 1 a volíme a{3} := 0.

Nech» d = 0.
I = ∅: V¹imnìme si, ¾e g∅(iY ) = g(iY ), proto

g∅(i{1}) = g4 = 0 a
g∅(iI) = 1 pro v¹echny zbylé mno¾iny I 6= {1}.
Tudí¾ α0 = 1 < α1 = 7 a volíme a∅ := 1.

Na¹li jsme booleovský polynom x{2} + x∅ = x2 + 1, pro který snadno ovìøíme, ¾e
d(g,Φ(x2 + 1)) = d(11000100, 11001100) = 1. �
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