
Cvièení z Úvodu do teorie grup

5. ledna 2021

29.9.

1 Pøíklady grup

1.1 Cyklické grupy

1.1. Nech» G = (G, ·,−1 , 1) je cyklická grupa øádu 20 s generátorem g.

(a) Popi¹te v¹echny podgrupy grupy G,

(b) urèete øády v¹ech prvkù grupy G.

(a) Grupa G je izomorfní aditivní grupì (Z20,+,−, 0). Pro ka¾dý dìlitel
k jejího øádu existuje právì jedna podgrupa øádu k, v¹echny podgrupy jsou
pøitom cyklické. Proto G obsahuje právì 6 podgrup: {1} je øádu 1, 〈g10〉 je
øádu 2, 〈g5〉 je øádu 4, 〈g4〉 je øádu 5, 〈g2〉 je øádu 10 a G je øádu 20.

(b) Pro ka¾dý dìlitel k øádu G existuje právì ϕ(k) generátorù podgrupy
øádu k, tedy prvkù øádu k, kde ϕ oznaèuje Eulerovu funkci. Proto je mno¾ina

{gr| NSD(r, 20) =
20

k
}

tvoøena právì v¹emi prvky øádu k a G, tedy máme právì 1 prvek øádu 1, 1
prvek øádu 2, 2 prvky øádu 4, 4 prvky øádu 5, 4 prvky øádu 10 a 8 prvkù
øádu 20.

1.2. Najdìte generátory cyklických podgrup 〈60〉 ∩ 〈18〉 a 〈60, 18〉

(a) grupy (Z,+,−, 0),

(b) grupy (Z90,+,−, 0).
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(a) Staèí urèit nejvìt¹í spoleèný dìlitel a nejmen¹í spoleèný násobek èísel
60 a 18:

〈60〉 ∩ 〈18〉 = 〈nsn(60, 18)〉 = 〈180〉, 〈60, 18〉 = 〈NSD(60, 18)〉 = 〈6〉

(b) V grupì (Z90,+,−, 0) snadno spoèítáme generátor podgrupy dìlící
øíd grupy:

〈60〉 = 〈NSD(60, 90)〉 = 〈30〉 a 〈18〉 = 〈NSD(18, 90)〉 = 〈9〉,

proto podobnì jako v úloze (a) dostáváme

〈60〉∩〈18〉 = 〈30〉∩〈9〉 = 〈nsn(30, 9)〉 = 〈0〉, 〈60, 18〉 = 〈30, 9〉 = 〈NSD(30, 9)〉 = 〈3〉.

1.3. Spoèítejte mno¾iny

(a) End(Z), Aut(Z), Inn(Z),

(b) End(Zn), Aut(Zn), Inn(Zn).

(a) Oznaème pro ka¾dé k ∈ Z zobrazení ρk : Z → Z dané pøedpisem
ρk(z) = kz. Proto¾e pro ka¾dou dvojici celých èísel z a u platí, ¾e

ρk(z + u) = k(z + u) = kz + ku = ρk(z) + ρk(u),

je ρk endomor�smus. Zvolíme-li ρ ∈ End(Z) a polo¾íme-li k := ρ(1), pak
vidíme, ¾e ρ = ρk, nebo» 1 generuje cyklickou grupu Z. Tím jsme dokázali,
¾e End(Z) = {ρk | k ∈ Z}. Proto¾e ρk je bijekce právì kdy¾ k = ±1, máme
Aut(Z) = {id,−id}. Koneènì Inn(Z) = {id}, proto¾e grupa Z je komutativní.

(b) Podobnì jako v (a) oznaèíme zobrazení ρk : Zn → Zn splòující ρk(z) =
(kz)modn pro ka¾dé k ∈ Zn. Stejným zpùsobem nyní nahlédneme, ¾e

End(Zn) = {ρk | k ∈ Zn} a Inn(Zn) = {id}.

Proto¾e je Zn koneèná grupa, ρk je izomor�smus, právì kdy¾ je to zobrazení
na a to nastává, právì kdy¾ je k nesoudìlné s n. Tudí¾

Aut(Zn) = {ρk | k ∈ Zn,NSD(k, n) = 1} ∼= Z∗n.
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1.2 Koneèné abelovské grupy

1.4. Popi¹te v¹echny podgrupy a v¹echny øády prvkù grupy

(a) Z5 × Z5,

(b) Z5 × Z6.

(a) Grupa Z5 × Z5 má strukturu vektorového prostoru nad tìlesem Z5.
Proto¾e lze násobení skalárem realizovat pomocí opakovaného sèítání, je i
ka¾dá její podgrupa podprostorem. Tedy Z5×Z5 obsahuje právì 6 cyklických
podgrup øádu 5 (tedy pøímek chápeme-li grupu jako vektorový prostor) a
triviální grupy {(0, 0)} a Z5 × Z5.

(b) Podle Èínské vìty o zbytcích je Z5 × Z6
∼= Z30 cyklická grupa s

generátorem (1, 1) a tudí¾ Z5×Z6 obsahuje 8 podgrup: 〈(0, 0)〉 øádu 1, 〈(0, 3)〉
øádu 2, 〈(0, 2)〉 øádu 3, 〈(1, 0)〉 øádu 5, 〈(0, 1)〉 øádu 6, 〈(1, 3)〉 øádu 10, 〈(1, 2)〉
øádu 15 a 〈(1, 1)〉 øádu 30. Pro ka¾dý dìlitel k èísla 30 máme v Z5×Z6 právì
ϕ(k) prvkù øádu k.

Dal¹í úlohy:

1. Popi¹te v¹echny podgrupy a mno¾iny automor�smù a endomor�smù grupy
(a) Z50 (b) Z∗23.

2. Popi¹te v¹echny podgrupy grupy Z3
3.

6.10.

2 Permutaèní grupy

Jsou-li π, σ ∈ Sn dvì permutace budeme konjugaci permutace π permutací σ
znaèit πσ = σπσ−1. Pøipomeòme, ¾e pokud π(a) = b, pak πσ(σ(a)) = σ(b),
tedy napøíklad

(123)(4567)(89)σ = (σ(1)σ(2)σ(3))(σ(4)σ(5)σ(6)σ(7))(σ(8)σ(9))

2.1. Nech» π, σ ∈ Sn.

(a) Doka¾te, ¾e πσ = σπ, právì kdy¾ πσ = π,

(b) spoèítejte πσ pro π = (134)(58)(279) a σ = (17)(24)(39)(58) a rozhod-
nìte, zda πσ = σπ.

(a) πσ = σπ, právì kdy¾ πσσ−1 = σπσ−1, právì kdy¾ π = πσ.
(b) πσ = (134)(58)(279)(17)(24)(39)(58) = (792)(85)(413) = (134)(58)(279),

proto prvky π a σ komutují.
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2.2. Doka¾te, ¾e

(a) Sn = 〈{(ij) | i < j, i, j ∈ {1, . . . , n}}〉,

(b) Sn = 〈(12), (23), . . . (n− 1 n)〉,

(c) Sn = 〈(12), (12 . . . n)〉,

(a) Ka¾dou permutaci dostaneme jakou souèin nezávislých cyklù, proto
staèí vyjádøit jeden cyklus:

(a1a2 . . . ak) = (a1a2)(a2a3) . . . (ak−1ak),

tudí¾ Sn = 〈{(ij) | i < j, i, j ∈ {1, . . . , n}}〉.
(b) Díky (a) staèí vyjádøit ka¾dou transpozici (ij), i < j, pomocí trans-

pozic tvaru (aa+ 1), k tomu vyu¾ijeme konjugování:

(ij) = (i+ 1 i+ 2 . . . j)(i i+ 1)(i+ 1 i+ 2 . . . j)−1 =

= (i+ 1 i+ 2) . . . (j − 1 j)(i i+ 1)(j − 1 j) . . . (i+ 1 i+ 2).

(c) Díky (b) staèí pomocí (12) a (12 . . . n) vyjádøit v¹ehny transpozice
tvaru (i i+ 1):

(i i+ 1) = (12 . . . n)i−1(12)(12 . . . n)−i+1 =

2.3. Doka¾te, ¾e je alternující grupa An pro v¹echna n ≥ 3 generovaná troj-
cykly.

Víme, ¾e ka¾dý prvek π ∈ An dostaneme slo¾ením sudého poètu transpo-
zic

π = t1 ◦ t2 ◦ · · · ◦ t2k−1 ◦ t2k = (t1 ◦ t2) ◦ · · · ◦ (t2i−1 ◦ t2i) ◦ · · · ◦ t2k−1 ◦ t2k.

Staèí si tedy uvìdomit, ¾e ka¾dé slo¾ení dvou transpozic t2i−1 ◦ t2i dostaneme
slo¾ením trojcyklù. Jsou-li t2i−1 a t2i nezávislé tedy t2i−1 ◦ t2i je tvaru (12) ◦
(34), pak

(12) ◦ (34) = (143) ◦ (123).

Pokud jsou t2i−1 a t2i rùzné závislé, tedy t1 ◦ t2 je tvaru (12) ◦ (23), pak

(12) ◦ (23) = (123).

Koneènì pro t2i−1 = t2i máme t2i−1 ◦ t2i = id.
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2.4. Nech» n ≥ 5 a N je normální podgrupa alternující grupy An. Doka¾te,
¾e N = An, pokud

(a) N obsahuje nìjaký trojcyklus,

(b) N obsahuje permutaci, která má v cyklickém zápisu cyklus délky aspoò
4,

(c) N obsahuje permutaci, která má v cyklickém zápisu právì jeden troj-
cyklus,

(d) N obsahuje permutaci, která má v cyklickém zápisu aspoò dva troj-
cykly,

(e) N obsahuje permutaci, která má v cyklickém zápisu nìjaký dvojcyklus.

Bez újmy na obecnosti mù¾eme oznaèovat permutované prvky postupnì
pøirozenými èísly 1, 2, 3 . . .

(a) Nech» (123) ∈ N a zvolme libovolnì trojcyklus (a b c) (tj. a 6= b 6=
c 6= a). Potom snadno najdeme permutaci σ ∈ Sn, pro ni¾

(123)σ = (σ(1) σ(2) σ(3)) = (a b c).

Kdyby σ byla lichá staèí ji nahradit permutací σ◦(45) ∈ An, je¾ splòuje stejný
vztah a je sudá. Proto¾e je N normální v An, tedy uzavøená na konjugace,
le¾í (a b c) v N . To znamená, ¾e N obsahuje v¹echny trojcykly, tedy N = An
díky 2.3.

(b) Je-li π := (1234 . . . )(. . . ) . . . (. . . ) ∈ N , a σ := π(123), pak

σ = (2314 . . . )(. . . ) . . . (. . . ) ∈ N a σ ◦ π−1 = (124) ∈ N.

Proto¾e N obsahuje trojcyklus, plyne rovnost N = An z (a).
(c) Díky (b) staèí uva¾ovat permutace, která mají cyklický zápis tvaru

π = (123)t1 . . . tk, kde ti jsou nezávislé dvojcykly. Potom π2 = (132) ∈ N ,
tedy N = An opìt díky (a).

(d) Nech» π := (123)(456)(. . . )(. . . ) . . . (. . . ) ∈ N , a σ := π(124), pak

σ = (243)(156)(. . . )(. . . ) . . . (. . . ) ∈ N a σ ◦ π = (1463 . . . ) · · · ∈ N.

Tedy N obsahuje permutaci, která má v cyklickém zápisu cyklus délky aspoò
4 a rovnost N = An plyne z (b).

(e) Nech» π ∈ N má v cyklickém zápisu dvojcyklus. Díky (b), (c) a (d)
mù¾eme pøedpokládat, ¾e obsahuje pouze dvojcykly, a proto¾e jde o sudou
permutaci obsahuje jich sudý poèet. Jestli¾e π je tvaru (12)(34), pak

σ = π(125) = (25)(34) ∈ N a σ ◦ π = (152) ∈ N,
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co¾ znamená, ¾e N = An podle (a). Jestli¾e π obsahuje alespoò ètyøi dvoj-
cykly, tedy je tvaru (12)(34)(56)(78) . . . , potom

σ = π(23)(45) = (13)(25)(46)(78) . . . (. . . ) ∈ N a σ ◦ π = (154)(236) ∈ N

a tudí¾ N = An plyne z (d).

2.5. Doka¾te, ¾e je grupa An pro v¹echna n 6= 4 jednoduchá.

Zøejmì A3 je øádu 3, tedy jde o cyklickou jednoduchou grupu.
Je-li n ≥ 5 a N je alespoò dvouprvková normální podgrupa grupy An,

potom N = An podle 2.4, tedy jediné normální podgrupy An jsou {1} a An.
Grupa An je tudí¾ jednoduchá.

13.10.

Dal¹í úlohy:

1. Najdìte v¹echny permutace σ ∈ A8 ((123)(45)(67))σ = (18)(237)(56).

2. Spoèítejte velikost tøídy konjugace {((13)(467))σ | σ ∈ S7}.

3 Normální a charakteristické podgrupy

3.1. Nech» A = (A, ·,−1 , 1) je grupa a nech» NEA a H ≤ A. Doka¾te, ¾e
H ∩NEH.

Víme, ¾e prùnik podgrup je opìt podgrupa, tedyH∩N ≤ A. To znamená,
¾e H ∩N je uzavøená na v¹echny operace a je tedy podgrupou ka¾dé grupy,
v ní¾ je obsa¾ena, speciálnì H ∩N ≤ A.

Zbývá ovìøit uzavøenost podgrupy H ∩N na v¹echny konjugace prvky z
H. Zvolme libovolnì h ∈ H a a ∈ H ∩N . Proto¾e h, a ∈ H a H je podgrupa,
platí, ¾e

hah−1 ∈ H.
Proto¾e h ∈ A a a ∈ NEA, platí, ¾e

hah−1 ∈ N.

Tím jsme ovìøili, ¾e hah−1 ∈ H ∩N pro ka¾dé h ∈ H a a ∈ H ∩N , a proto
H ∩NEH.

3.2. De�nujme podgrupu A =
⋃
nAn grupy S(N), kde An chápeme jako

podgrupy S(N). Doka¾te, ¾e je grupa A nekoneèná jednoduchá.
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Pøedpokládejme, ¾e N 6= {1} je normální podgrupa grupy A. Abychom
ovìøili, ¾e je A jednoduchá, staèí dokázat, ¾e N = A.

Zvolme σ ∈ N \ {1}. Proto¾e A1 ≤ A2 · · · ≤ An ≤ An+1 ≤ . . . a A =⋃
nAn, existuje takové n0, ¾e pro v¹echna n ≥ n0 le¾í σ ∈ An, a proto An 6=
{1}. Vyu¾ijeme-li tvrzení úlohy 3.1, pak dostáváme , ¾e {1} 6= An ∩NEAn,
a proto díky 2.5 An∩N = An. Tudí¾ An ⊆ N pro v¹echna n ≥ n0. èím¾ jsme
dokázali, ¾e

A =
⋃
n≥n0

An ⊆ N ⊆ A,

tedy A = N . Nekoneènost plyne z pozorování , ¾e |A| ≥ |An| = n!
2

pro
v¹echna n ≥ 2.

3.3. Nech» G = (G, ·,−1 , 1) je grupa a X ⊆ G mno¾ina jejích generátorù, tj.
G = 〈X〉 Doka¾te, ¾e Z(G) = {g ∈ G | gx = xg ∀g ∈ X}.

Oznaème H := {g ∈ G | gx = xg ∀g ∈ X}. Snadno nahlédneme, ¾e
Z(G) ⊆ H. Uvìdomme si, ¾e H je podgrupa G: zøejmì 1 ∈ H a je-li a, b ∈ H,
pak

abx = axb = xab, xa−1 = a−1axa−1 = a−1xaa−1 = a−1x.

Podobnì i K := {g ∈ G | gh = hg ∀h ∈ H} je podgrupa G. Navíc X ⊆ K,
a proto K = G. To ov¹em znamená, ¾e v¹echny prvky H komutují se v¹emi
prvky G, tudí¾ H ⊆ Z(G).

Pøipomeòme, ¾e D2n je grupa v¹ech symetrií pravidelného n-úhleníku a
¾e pro rotaci r u úhel 2π

n
a osovou symetrii o platí

D2n = 〈r, o〉 ∼= 〈(1 2 3 . . . n− 1 n), (2 n)(3n− 1) . . . 〉 ≤ Sn.

3.4. Nech» r je rotace u úhel 2π
n

a o osovou symetrii . Oznaème H := 〈r〉 ≤
D2n. Doka¾te, ¾e

(a) [D2n : H] = 2 a H E D2n,

(b) oho−1 = oho = h−1 pro ka¾dé h ∈ H,

(c) jestli¾e K ≤ H, pak K E D2n,

(d) spoèítejte centrum grupy D2n pro n ≥ 3.

(a) Zøejmì o2 = id, proto o−1 = o. Pøedpokládejme, ¾e D2n = 〈r, o〉 ≤ Sn,
kde r = (1 2 3 . . . n n− 1) a o = (2 n)(3n− 1) . . . , pak oro−1 =

= (. . . n−1 n 1 2 3 . . . ) = (. . . o(n−1) o(n) o(1) o(2) o(3) . . . ) = (. . . 3 2 1 n n−1 . . . ) =
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= r−1. Proto¾e je H := 〈r〉 cyklická grupa, existuje pro ka¾dé h ∈ H èíslo
k ∈ N, pro které h = rk, a proto

oho−1 = orko−1 = (oro−1)k = r−k = h−1.

Proto¾e ghg−1 = h pro ka¾dé h ∈ H je H normální podgrupa D2n a D2n =
〈o〉H = H ∪ oH 6= H, proto [D2n : H] = 2.

(b) Je-li σ libovolná rotace, potom σ ∈ oH = D2n \ H, tedy existuje
g ∈ H, pro nì¾ σ = og. Potom pro ka¾dé h ∈ H

σhσ−1 = ogh(og)−1 = oghg−1o−1 = oho−1 = h−1.

(c) Jestli¾e K ≤ N , pak jistì hKh−1 = K a podle pøedchozí úvahy i
σKσ−1 = K pro ka¾dé σ ∈ oH = D2n \H, tedy K E D2n.

(d) V¹imneme si, ¾e pokud prvek h ∈ H le¾í v centru, platí díky (b), ¾e

h−1 = oho−1 = h,

tedy h2 = id. To podmínka je kromì identity splnìna pouze pro støedovou
symetrii s, která le¾í v h ∈ H právì tehdy, kdy¾ je n sudé. ®ádná osová
symetrie o ∈ D2n \ H nele¾í v centru, proto¾e oro−1 = r−1 6= r opìt díky
3.4(b). To znamená, ¾e Z(D2n) = 〈s〉 = {id, s} pokud je n sudé a Z(D2n) =
{id} pro n liché.

20.10.

Dal¹í úlohy:

1. Popi¹te v¹echny charakteristické a úplnì charakteristické podgrupy grup Z
a Zn pro n ∈ N.

2. Spoèítejte pro grupu G = (G, ·,−1 , 1) øádu 121 centrum Z(G).

4 Souèiny

4.1 Direktní souèiny

4.1. Nech» Gi = (Gi, ·,−1 , 1) je pro ka¾dé i ∈ I grupab a oznaème G =∐
i∈I Gi. Doka¾te, ¾e (a) Z(G) =

∐
i∈I Z(Gi), (b) G′ =

∐
i∈I G ′i

Díky Vìtì 4.4 z pøedná¹ky mù¾eme bez újmy na obecnosti pøedpokládat,
¾e GiEG a platí, ¾e Gj ∩〈

⋃
i 6=j Gi〉 = {1} pro v¹echna j ∈ I a 〈

⋃
i∈I Gi〉 = G.
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(a) Uvìdomíme-li si, ¾e pro i 6= j a gi ∈ Gi, gj ∈ Gj platí, ¾e gigj = gjgi,
vidíme, ¾e

∐
i∈I Z(Gi) ⊆ Z(G).

Naopak, pro ka¾dý prvek g ∈ Z(G) existují rùzné indexy i1, . . . , ik a
prvky g1 ∈ Gi1 , . . . , gk ∈ Gik pro nì¾ g = g1 · · · · · gk. zvolíme-li a ∈ Gi1 , pak
s vyu¾itím pùvodního pozorování dostáváme:

a · g1 · g2 · · · · · gk = a · g = g · a = g1 · g2 · · · · · gk· = g1 · a · g2 · · · · gk.

Vykrátíme-li nyní krajní výrazy zprava prvkem g2 · · · · · gk, dostáváme, ¾e
ag1 = g1a pro v¹echna a ∈ Gi1 , co¾ znamená, ¾e g1 ∈ Z(Gi1). Díky vzájemné
komutativitì prvkù g1, . . . , gk vidíme, ¾e gj ∈∈ Z(Gij) pro v¹echna j =
1, . . . , k, a proto g ∈

∐
i∈I Z(Gi).

(b) Obdobnou úvahou jako v (a) snadno nahlédneme, ¾e
∐

i∈I G ′i ⊆ G′.
Naopak, vezmeme-li komutátor [a, b] prvkù a, b, pak opìt jistì existují rùzné
indexy i1, . . . , ik a prvky a1, b1 ∈ Gi1 , . . . , ak, bk ∈ Gik pro nì¾ a = a1 · · · · · ak
a b = b1 · · · · · bk. Díky komutování prvkù z rùzných podgrup Gi dostáváme:

[a, b] = [a1 · · · · · ak, b1 · · · · · bk] = [a1, b1] · · · · · [ak, bk] ∈
∐

G′i,

èím¾ jsme ovìøili inkluzi G′ ⊆
∐

i∈I G ′i.

4.2. Spoèítejte centrum grupy A4 × Z2 a doka¾te, ¾e centrum není úplnì
invariantní podgrupa.

Grupa A4 obsahuje právì tøi normální podgrupy: dvì triviální {id}, A4

a Kleinovu K = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. Centrum je jistì normální
podgrupa a proto¾e napøíklad (123) ◦ (12)(34) 6= (12)(34) ◦ (123) dostáváme,
¾e K 6= Z(A4) 6= A4. Tedy Z(A4) = {id}, a proto

Z(A4 × Z2) = id× Z2 = {(id, 0), (id, 1)}.

Uvá¾íme-li endomor�smus ε ∈ End(A4×Z2) daný vztahy ε(A4×0) = {(id, 0)}
a ε(A4 × 1) = {((12)(34), 0)}, potom vidíme, ¾e ε((id, 1)) = ((12)(34), 0) /∈
Z(A4 × Z2), tedy centrum není úplnì invariantní podgrupa.

4.2 Semidirektní souèiny

4.3. Je-li ϕ : Z2 → Aut(Zn) zobrazení dané pøedpisem ϕk(a) = ϕ(k)(a) =
(−1)ka, doka¾te, ¾e D2n

∼= Zn oϕ Z2.

Vyu¾ijeme znaèení úlohy 3.4, tedy r je rotace u úhel 2π
n
, o osová symetrie

a H = 〈r〉. Dále oznaème K = 〈o〉. Nejprve uká¾eme, ¾e D2n
∼= H oτ K

pro homomor�smus τ : K → Aut(H) daný pøedpisem τoi(h) = (h)(−1)
i
,
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tedy τid = idH a τo(h) = h−1. V úloze 3.4 jsme dokázali, ¾e H E D2n,
H ∩K = {1} a e ψo = oho−1 = h−1, proto ψo|H = τ0. Podle vìty z pøedná¹ky
je D2n

∼= H oτ K.
Nyní staèí uvá¾it kanonické izomor�smy σ : Zn → H dan σ(i) = ri a

ρ : Zn → H dan ρ(i) = oi, které indukují izomor�smus Zn oϕ Z2 → H oτ K
daný vztahem (i, j) → (σ(i), ρ(j)) = (ri, oj). Zøejmì se jedná o bijekci a
homomor�smus je to proto, ¾e τρ(j)(σ(i)) = σ(ϕj(i)) pro ka¾dé i ∈ Z2 a
j ∈ Zn, tedy pro ka¾dou dvojici (i, j), (k, l) ∈ Zn oϕ Z2 je (i, j) · (k, l) =
(i+ ϕj(k), j + l) a pro souèin obrazù tìchto prvkù dostáváme, ¾e

(σ(i), ρ(j)) · (σ(k), ρ(l)) = (σ(i)τρ(j)(σ(k)), ρ(j)ρ(l)) =

= (σ(i)σ(ϕj(k)), ρ(j + l)) = (σ(i+ ϕj(k)), ρ(j + l))

Dokázali jsme, ¾e D2n
∼= H oτ K ∼= Zn oϕ Z2.

4.4. Doka¾te, ¾e Sn je pro ka¾dé n > 1 semidirektním souèinem grupy Z2 a
An

Staèí si v¹imnout, ¾e An E Sn, 〈(12)〉 ∼= Z2 a 〈(12)〉 ∩ An = {id}.
De�nujeme-li homomor�smy

ϕ : Z2 → Aut(An), τ : 〈(12)〉 → Aut(An),

ϕi(α) = (12)iα(12)−i, τ(12)i(α) = ϕi(α),

pak je podle tvrzení z pøedná¹ky An oτ 〈(12)〉 ∼= An〈(12)〉 = Sn a proto¾e

An oτ 〈(12)〉 ∼= An oϕ Z2,

dostáváme, ¾e An oϕ Z2
∼= Sn.

27.10.

Dal¹í úlohy:

1. Spoèítejte v¹echny semidirektní souèiny Z2 o Z3.

2. Spoèítejte v¹echny semidirektní souèiny Z3 o Z2.
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5 Semidirektní souèiny a øe¹itelnost

5.1 Grupy øádu 2p a p2

5.1. Popi¹te jak vypadají a¾ na izomor�smus v¹echny grupy øádu 6.

Nech» G je grupa øádu 6. Potom podle Cauchyovy vìty obsahuje pod-
grupu K (prvoèíselného) øádu 2 a podgrupu H øádu 3, jejich¾ prùnik je
podle Lagrangeovy vìty jednoprvkový, tedy H ∩K = {1}. Rovnì¾ Lagran-
geovy vìty plyne, ¾e [G : H] = |G|

|H| = 2, a proto HEG a HK = G. To podle
Vìty 4.7 z pøedná¹ky znamená, ¾e G ∼= H o K ∼= Z3 o Z2 a staèí tak jen
prozkoumat v¹echny homomor�smy Z2 → Aut(Z3). V úloze 1.3(b) jsme zjis-
tili, ¾e Aut(Z3) ∼= Z∗3 ∼= Z2, co¾ znamená, ¾e existují jen 2 homomor�smy
Z2 → Aut(Z3). Pro triviální homomor�smus α : Z2 → Aut(Z3) splòující
α(Z2) = {id} dostáváme

G ∼= Z3 oα Z2
∼= Z3 × Z2

∼= Z6

Pro triviální izomor�smus β : Z2 → Aut(Z3) dostáváme

G ∼= Z3oβ
∼= S3

∼= D6,

nebo» známe S3
∼= D6 je (jediná) ¹estiprvková nekomutativní grupa.

5.2. Nech» H a K jsou grupy a ϕ : K → Aut(H) homomor�smus. Doka¾te,
¾e H oϕ K = H ×K, právì kdy¾ ϕk = idH pro v¹echna k ∈ K.

Pøedpokládejme, ¾e H oϕ K = H × K. Potom pro ka¾dé h1, h2 ∈ H a
k1, k2 ∈ K platí, ¾e (h1h2, k1k2) = (h1ϕk1(h2), k1k2), a proto ϕk1(h2) = h2
pro v¹echna h2 ∈ H a k1 ∈ K. Tudí¾ ϕk1 = idH pro v¹echna k1 ∈ K.

Obrácená implikace je triviální.

5.3. Popi¹te pro prvoèíslo p a¾ na izomor�smus v¹echny grupy øádu (a) 2p
(b) p2.

(a) Nech» p > 2. Pou¾ijeme stejnou úvahu jako v úloze 5.1.
Podle Cauchyovy a Lagrangeovy vìty vìty obsahuje grupa G øádu 2p

podgrupy K a H splòující |H| = p, |K| = 2, H∩K = {1}, [G : H] = |G|
|H| = 2,

HEG a HK = G, a proto

G ∼= H oK ∼= Zp o Z2.

I tentokrát máme jen dva homomor�smy

Z2 → Aut(Zp) ∼= Z∗p ∼= Zp−1,
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proto¾e je p liché. Jim odpovídá abelovská grupa Z2p a nekomutativní grupa
D2p, co¾ jsou a¾ na izomor�smus jediné dvì grupy øádu 2p.

Jestli¾e p = 2, pak úlohu øe¹í bod (b).
(b) Z pøedná¹ky víme, ¾e je grupa øádu p2 nutnì komutativní, tedy je

buï izomorfní cyklické grupì Zp2 nebo cyklická není, a pak je taková grupa
vektorovým prostorem nad tìlesem Zp. V druhém pøípadì z lineární algebry
víme, ¾e je grupa izomorfní grupì Z2

p.

5.2 Øe¹itelnost a nilpotence grupy D2n

5.4. Ovìøte, ¾e je grupa D2n pro n ≥ 3 øe¹itelná grupa a urèete stupeò její
øe¹itelnosti.

Pou¾ijeme znaèení úlohy 3.4.
Proto¾e D2n/H ∼= Z2 je komutativní grupa, máme podle tvrzení z pøed-

ná¹ky D′2n ≤ H. To znamená, ¾e D′2n je komutativní, tedy podle tvrzení
pøedchozí úlohy D

(2)
2n = (D′2n)′ = {1}. Grupa D2n je tedy øe¹itelná stupnì

nejvý¹e 2. Proto¾e je D2n nekomutativní, je stupnì vìt¹ího ne¾ 1, tudí¾ právì
stupnì 2.

3.11.

Dal¹í úlohy:

1. Popi¹te jak vypadají a¾ na izomor�smus v¹echny grupy øádu 34. Které z
nich jsou øe¹itelné?

2. Ovìøte, ¾e je grupa A4 øe¹itelná a urèete stupeò její øe¹itelnosti.

6 Malé koneèné grupy

6.1 Klasi�kace

6.1. Klasi�kujte (tj. najdìte v¹echny a¾ na izomor�smus) v¹echny grupy
øádu:

2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 13, 14.

V klasi�kaci vyu¾ijeme toho, ¾e víme, ¾e grupa prvoèíselného øádu p je
cyklická, tedy izomorfní Zp a ¾e jsme pro p > 2 v 5.3 dokázali, ¾e Z2p a D2p

jsou a¾ na izomor�smus jediné dvì grupy øádu 2p a Zp2 nebo cyklická není,
a ¾e Zp2 a Z2

p jsou a¾ na izomor�smus jediné dvì grupy øádu p2:
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- pro |G| = 2: G ∼= Z2,

- pro |G| = 3: G ∼= Z3,

- pro |G| = 4: G ∼= Z4 nebo G ∼= Z2 × Z2,

- pro |G| = 5: G ∼= Z5,

- pro |G| = 6: G ∼= Z6, nebo G ∼= S3
∼= D6,

- pro |G| = 7: G ∼= Z7,

- pro |G| = 9: G ∼= Z9, nebo G ∼= Z3 × Z3

- pro |G| = 10: G ∼= Z10, nebo G ∼= D10

- pro |G| = 11: G ∼= Z11,

- pro |G| = 13: G ∼= Z13,

- pro |G| = 14: G ∼= Z14.

6.2. Uveïte v¾dy aspoò ètyøi neizomorfní pøíkladù grup øádu: 8, 12

Osmiprvkové vzájemnì neizomorfní grupy jsou napøíklad následující grupy

Z8,Z2 × Z4,Z2 × Z2 × Z2, D8.

Dvanáctiprvkové vzájemnì neizomorfní grupy jsou napøíklad následující

Z12,Z6 × Z2, S3 × Z2, A4.

6.2 Sylowovy podgrupy

6.3. Najdìte v¹echny Sylowovy podgrupy grupy (a) Z120 (b) S3.

(a) |Z120| = 120 = 23 · 3 · 5. Proto¾e je Z120 komutativní jsou v¹echny její
podgrupy normální a tøídy Sylowových podgrup jsou jednoprvkové :

Syl2(Z120) = {〈15〉}, Syl3(Z120) = {〈40〉}, Syl5(Z120) = {〈24〉}

a Sylp(Z120) = {{0}} pro ostaní prvoèísla p.
(b) |S3| = 2 · 3, tedy snadno nahlédneme , ¾e

Syl2(S3) = {〈(12)〉, 〈(23)〉, 〈(13)〉}, Syl3(S3) = {A3} = {〈(123)〉}

a Sylp(S3) = {{id}} pro ostaní prvoèísla p
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10.11.

Dal¹í úlohy:

1. Najdìte v¹echny Sylowovy podgrupy grupy (a) S4 (b) D10.

7 Nilpotence a p-podgrupy

7.1 Sylowovy podgrupy

7.1. Najdìte v¹echny Sylowovy podgrupy grupy
(a) S6, (b) Z200 × Z300, (c) A4, (d) A6.

(a) |S6| = 24 · 32 · 5. Proto¾e grupa

D8 × Z2
∼= D8〈(56)〉 = 〈(1234), (13), (56)〉 ≤ S6

je øádu 24, dostáváme

Syl2(S6) = {〈(σ(1)σ(2)σ(3)σ(4)), (σ(1)σ(3)), (σ(5)σ(6))〉 | σ ∈ S6}.

Dále
Z3 × Z3

∼= 〈(123)〉〈(456)〉 = 〈(123), (456)〉 ≤ S6

je grupa øádu 32, tudí¾ je

Syl3(S6) = {〈(σ(1)σ(2)σ(3)), (σ(4)σ(5)σ(6))〉 | σ ∈ S6}.

Koneènì Syl5(S6) = {〈(σ(1)σ(2)σ(3)σ(4)σ(5))〉 | σ ∈ S6}, proto¾e pìtickly
generují právì grupy øádu 5 a Sylp(S6) = {{id}} pro v¹echna ostaní prvoèísla
p.

(b) Proto¾e je grupa Z200×Z300 komutativní jsou stejnì jako v (c) v¹echny
její tøídy Sylowových podgrup jednoprvkové. Grupa Z200×Z300 je øádu 120 =
25 · 3 · 54, tedy netriviální jsou pouze Sylowovy 2-podgrupy, 3-podgrupy a 5-
podgrupy:

Syl2(Z200 × Z300) = {〈25〉 × 〈75〉} ∼= Z16 × Z16,

Syl3(Z200 × Z300) = {{0} × 〈100〉} ∼= Z3,

Syl5(Z200 × Z300) = {〈8〉 × 〈12〉} ∼= Z25 × Z25.

(c) |A4| = 12 = 22 · 3. Proto¾e K4 = {〈(12)(34), (13)(24)〉} ∼= Z2
2 je

podgrupa øádu 4 a podgrupa øádu 3 je cyklická, tedy izomorfní Z3 dostáváme,
¾e

Syl2(A4) = {K4} = {〈(12)(34), (13)(24)〉}, Syl3(A4) = {〈(123)〉, 〈(124)〉, 〈(134)〉, 〈(234)〉}
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a Sylp(A4) = {{id}} pro ostaní prvoèísla p.
(d) |A6| = 24 · 32 · 5. Nejprve si v¹imnìme, ¾e 〈(1234)(56), (13)(56)〉 je

podgrupa Sylowovy 2-podgrupy grupy S6, je to tudí¾ 2-grupa øádu alespoò
8. Navíc

D8
∼= 〈(1234)(56), (13)(56)〉 ≤ A6,

tedy jde o grupu právì øádu 23, tedy Sylowovu 2-podgrupu grupy A6. Proto

Syl2(A6) = {〈(σ(1)σ(2)σ(3)σ(4))(σ(5)σ(6)), (σ(1)σ(3))(σ(5)σ(6))〉 | σ ∈ A6}.

Snadno z (c) dostáváme, ¾e

Syl3(A6) = {〈(σ(1)σ(2)σ(3)), (σ(4)σ(5)σ(6))〉 | σ ∈ A6},

Syl5(A6) = {〈(σ(1)σ(2)σ(3)σ(4)σ(5))〉 | σ ∈ A6}.

7.2 Nilpotentní grupy

7.2. Rozhodnìte, zda existuje koneèná nilpotentní grupa G, pro kterou |Syl5(G)| >
1.

Sylowovy vìty øíkají, ¾e koneèná nilpotentní grupa má v¹echny Sylowovy
podgrupy normální, tedy |Sylp(G)| = 1 pro ka¾dé prvoèíslo p. Proto koneèná
nilpotentní grupa G, pro kterou |Syl5(G)| > 1, neexistuje

7.3. Popi¹te (a¾ na izomor�smus) v¹echny Sylowovy podgrupy nilpotentní
grupy G jestli¾e (a) je øádu 105, (b) není cyklická a je øádu 99. Jaký je stupeò
nilpotence tìchto grup? |Syl5(G)| > 1.

(a) Proto¾e 105 = 3 · 5 · 7 jsou v¹echny Sylovovy podgrupy G cyklické,
tedy komutativní. Grupa je navíc nilpotentní, tedy jsou máme pro ka¾dé pro
prvoèísla p = 3, 5, 7 právì jednu (normální) Sylowovu p-grupu izomorfní Zp.
Ostatní Sylowovy podgrupy jsou triviální.

(b) Proto¾e 99 = 32 · 11 a grupa G je nilpotentní, obsahuje právì jednu
právì jednu (normální) Sylowovu 3-grupu øádu 9 a právì jednu (normální)
Sylowovu 11-grupu øádu 11. Obì tyto podrupy jsou nutnì komutativní a
grupa G je izomorfní souèinu tìchto dvou podgrup, proto je G nutnì komu-
tativní. Kdyby byla podgrupa øádu 9 cyklická, byla by podle Èínské vìty
o zbytcích cyklická i grupa G, proto je Sylowovu 3-grupu izomorfní grupì
Z3 × Z3 a Sylowovu 11-grupu izomorfní grupì Z11.
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7.4. Nech» n = 2m > 4. Na mno¾inì {1, . . . , n} zavedeme ekvivalenci ∼ pra-
vidlem a ∼ b, právì kdy¾ a ≡ b (mod m), a de�nujme bijekci b : {1, . . . ,m} →
{1, . . . , n}/ ∼ pøedpisem b(a) = {a, a + m}. Doka¾te, ¾e je zobrazení Ψ :
D2n → Sm zavedené vztahem Ψ(σ) = b−1σb izomor�smus grup D2n/Z(D2n)
a D2m.

Nejprve je tøeba ovìøit, ¾e jde o korektní de�nici. Musíme pro ka¾dé σ ∈
D2n dokázat, ¾e σb(i) ∈ {1, . . . , n}/ ∼, tedy ¾e existuje j, pro které σ{i, i +
m} = {j, j+m}. Snadno nahlédneme, ¾e to platí jak pro rotace, tak pro osové
symetrie, tedy ¾e rotace i osová symetrie zobrazí pár støedovì symetrických
bodù opìt na pár støedovì symetrických bodù. Dále pøímoèaøe nahlédneme,
¾e je Ψ homomor�smus:

Ψ(σ ◦ ρ) = b−1σρb = b−1σbb−1ρb = Ψ(σ) ◦Ψ(ρ).

Proto¾e Ψ(r) = (1 2 . . .m− 1 m) a Ψ(o) = (2 m)(2 m− 1) . . . je Ψ(D2n) =
D2m a KerΨ = {id, s}, platí díky První vìtì o izomor�smu a pøedchozí úloze,
¾e

D2m
∼= D2n/KerΨ = D2n/〈s〉 = D2n/Z(D2n).

24.11.

7.5. Spoèítejte iterovaná centra grupy D2n pro n ≥ 3, rozhodnìte, pro která
n je grupa D2n nilpotentní, a pøípadnì urèete stupeò nilpotence.

Staèí nám vyu¾ít výsledkù pøedchozích úloh. Nech» n = 2ab pro b liché.
Uká¾eme indukcí, ¾e θi(D2n) = 〈r2a−ib〉 je podgrupa øádu 2i cyklické grupy
〈r〉 a D2n/θi(D2n) ∼= D21+a−ib pro i = 0, . . . , a a dále, ¾e θi(D2n) = 〈rb〉 pro
v¹echna i ≥ a.

Zøejmì θ0(D2n) = {id} = 〈r2ab〉 a D2n/θ0(D2n) ∼= D2n = D2a+1b. Nech»
tvrzení platí pro i < a. Pak

θi+1(D2n)/θi(D2n) = Z(D2n/〈r2
a−ib〉) ∼= Z(D21+a−ib) = 〈si〉,

kde si je støedová symetrie grupy D2a−i+1b. Z konstrukce izomor�smu nyní
snadno spoèítáme, ¾e θi+1(D2n) je podgrupa cyklické grupy 〈r〉 generovaná
prvkem øádu 2i+1, tedy θi+1(D2n) = 〈r2a−(i+1)b〉. Koneènì s vyu¾itím Druhé
vìty o izomor�smu a pøedchozích úvah spoèteme

D2n/θi+1(D2n) ∼=
D2n/θi(D2n)

θi+1(D2n)/θi(D2n)
∼=

D21+a−ib

Z(D21+a−ib)
∼= D2a−ib

16



Proto¾e je podle 7.4 centrum grupy D2n/θa(D2n) ∼= D2b triviální, jsou u¾ i-tá
iterovaná centra pro v¹echna i ≥ a stejná jako θa(D2n) = 〈rb〉.

Z uvedeného popisu iterovaných center okam¾itì plyne, ¾e D2n je nilpo-
tentní, právì kdy¾ je n tvaru n = 2a a proto¾e je D8/Z(D8) ètyøprvková
komutativní grupa, je stupeò nilpotence grupy D21+a roven a.

7.6. Spoèítejte velikosti iterovaných center grup (a) D32 a (b) D36.

S vyu¾itím pøedchozí úlohy zjistíme, ¾e |ϑ1(D32)| = |Z(D32)| = 2,
|ϑ2(D32)| = |Z(D16)| · |ϑ1(D32)| = 4,
|ϑ3(D32)| = |Z(D8)| · |ϑ2(D32)| = 8,
|ϑ4(D32)| = |Z(D4)| · |ϑ4(D32)| = 32.
Proto |ϑi(D32)| = 32 pro v¹echna i ≥ 4.
Podobnì

|ϑ1(D36)| = |Z(D36)| = 2, |ϑ2(D36)| = |Z(D18)| · |ϑ1(D32)| = 2,

proto |ϑi(D32)| = 2 pro v¹echna i ≥ 2.

Dal¹í úlohy:

1. Popi¹te (a¾ na izomor�smus) v¹echny Sylowovy podgrupy nilpotentní grupy
G, jestli¾e je øádu 77.

8 Grupy øádu pq

8.1. Popi¹te (a¾ na izomor�smus) v¹echny grupy øádu
(a) 33, (b) 35, (c) 21, (d) 55.

V¹echny uvedené øády jsou souèiny dvou rùzných prvoèísel, co¾ nám
umo¾òuje yyu¾ít Poznámku 8.2 z pøedná¹ky.

(a) Proto¾e 33 = 3 · 11 a 3 nedìlí 10 = 11 − 1, existuje pouze cyklická
grupa øádu 33.

(b) Podobnì pro 35 = 5 ·7, platí, ¾e 5 nedìlí 6 = 7−1, tudí¾ opìt existuje
pouze cyklická grupa øádu 35.

(c) Tentokrát 21 = 3 · 7 a 3 dìlí 6 = 7 − 1, proto vedle (komuttaivní)
cyklické grupy Z21 umíme zkonstruovat a¾ na izomor�smus jedinou nekomu-
tativní grupy øádu 21 jako semidirektní souèin Z7 oφ Z3 pro prostý homo-
mor�smus φ : Z3 → Aut(Z7) daný vztahem k → φk(s) = 2ks. Vyu¾ili jsme
pøi tom korespondence

Aut(Z7) ∼= Z∗7 ∼= Z6
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a klíèové bylo najít prvek øádu v 3 v grupì Z∗7 (mìli jsme na výbìr právì 2
prvky: 2 a 5).

(d) Opìt vidíme, ¾e 5 dìlí 10 = 11 − 1 21 = 3 · 7 a tudí¾ obdobným
postupem jako v (c) najdeme a¾ na izomor�smus jediné dvì grupy øádu 55:

Z55,Z11 oφ Z5

pro prostý homomor�smus φ : Z5 → Aut(Z11) daný vztahem k → φk(s) =
3ks, kde 3 ∈ Z∗11 je prvek øádu 5.

8.2. Jak vypadají Sylowovy podgrupy grup z pøedchozí úlohy? Které z nich
jsou øe¹itelné a které nilpotentní?

Proto¾e jsou v¹echny uvedené grupy semidirektní souèiny jedná se øe¹i-
telné grupy. Pro cyklické grupy snadno urèíme jediné Sylpowovy p-grupy:

Syl3(Z33) = {〈11〉}, Syl11(Z33) = {〈3〉},

Syl5(Z35) = {〈7〉}, Syl7(Z35) = {〈5〉},

Syl3(Z21) = {〈7〉}, Syl7(Z21) = {〈3〉},

Syl5(Z55) = {〈11〉}, Syl11(Z55) = {〈5〉},

V¹echny cyklické grupy jsou samozøejmì nilpotentní.
Koneènì nekomutativní grupy Z7oZ3 a Z11oZ5 nemohou být nilpotentní,

proto¾e obsahují Sylowovy podgrupy, které nejsou normální a máme:

Syl7(Z7oZ3) = {Z7×{0}}, Syl3(Z7oZ3) = {ψ(i,0)({0}×Z3) | i ∈ Z7}, |Syl3(Z7oZ3)| = 7,

Syl11(Z11oZ5) = {Z11×{0}}, Syl5(Z11oZ5) = {ψ(i,0)({0}×Z5) | i ∈ Z11}, |Syl5(Z11oZ5)| = 11.

1.12.

Dal¹í úlohy:

1. Popi¹te a¾ na izomor�smus v¹echny grupy øádu (a) 51, (b) 39.

2. Kolik existuje homomor�smù nekomutativní grupy øádu 21 do D14?

18



9 Grupy øádu 8 a 12

9.1 Komutativní grupy

9.1. Popi¹te (a¾ na izomor�smus) v¹echny abelovské grupy øádu (a) 8, (b)
12, (c) 96.

(a) S vyu¾itím charakterizaèní vìty popisujeme v¹echny mo¾né direktní
souèiny cyklických grupa øádu 8. Proto¾e 8 = 23, jde nám o v¹echny mo¾né
rozklady exponentu 3 na souèet kladných èísel, pro rozklady 3 = 3 = 1 + 2 =
1 + 1 + 1 dostáváme 3 neizomorfní abelovské grupy øádu 8:

Z8, Z2 × Z4, Z2 × Z2 × Z2 = Z3
2.

(b) Nyní víme, ¾e je dvanáctiprvková grupa souèinem (Sylowovy) 2-grupy
a 3-grupy grupy, proto máme právì dvì mo¾nosti

Z4 × Z3
∼= Z12, Z2 × Z2 × Z3

∼= Z2 × Z6.

(c) Proto¾e 96 = 25 · 3, potøebujeme uvá¾it v¹echny mo¾né rozklady ex-
ponentu dvojky 5 na souèet kladných èísel:

5 = 5 = 4+1 = 3+2 = 3+1+1 = 2+2+1 = 2+1+1+1 = 1+1+1+1+1.

Dostáváme celkem 7 neizomorfních abelovských grup øádu 96:

Z32×Z3
∼= Z96, Z16×Z2×Z3

∼= Z16×Z6, Z8×Z4×Z3
∼= Z8×Z12, Z8×Z2

2×Z3
∼= Z2

2×Z24,

Z2
4 × Z2 × Z3

∼= Z2
4 × Z6, Z4 × Z3

2 × Z3
∼= Z3

2 × Z12, Z5
2 × Z3

∼= Z4
2 × Z6

9.2. Popi¹te (a¾ na izomor�smus) v¹echny abelovské grupy G øádu 32, pro
nì¾ (a) σ1(G) ∼= Z2 (b) (b) σ1(G) ∼= Z2

2, (c) σ1(G) ∼= Z3
2.

V¹imnìme si, ¾e σ1(
∐

j Hj) ∼= Z2 =
∐

j σ1(Hj) faktu, ¾e právì cyklická
2-grupa má spodní vrstvu izomorfní grupì Z2.

(a) Existuje jediná grupa øádu G øádu 32, která je direktním souèinem
jediné cyklické grupy: Z32

(b) Tentokrát hledáme direktní souèin dvou cyklických grup, který je øádu
32. Podmínku splòují grupy Z16 × Z2 a Z8 × Z4.

(c) Analogicky najdeme direktní souèiny tøí cyklických grup, který je øádu
32: Z8 × Z2

2 a Z2
4 × Z2.
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9.2 Neabelovské grupy øádu 8

Pøipomeòme, ¾e de�nujme-li na mno¾inì Q = {±1,±i,±j,±k} operaci ná-
sobení vztahy

i2 = j2 = k2 = −1, ij = k, jk = i, ki = j

a dále pravidly (−1)x = x(−1) = −x, xy = −(yx), (−x)y = x(−y) =
−(yx) pro v¹echna x, y ∈ {±i,±j,±k}, kde − mìní znaménko, tvoøí Q =
(Q, ·,−1 , 1) grupu kvaternionù.

9.3. Nech» G je neabelovská grupa øádu 8. Doka¾te, ¾e

(a) obsahuje prvek øádu 4,

(b) jestli¾e g ∈ G øádu 4 a h ∈ G \ 〈h〉 je øádu 2, pak je G izomorfní grupì
D8,

(c) jestli¾e g ∈ G øádu 4 a v¹echny prvky h ∈ G \ 〈g〉 jsou øádu 4, pak
hgh−1 = g3, h2 = g2, G = 〈g, h〉 a G je izomorfní grupì Q,

(d) G je izomorfní buï grupì D8 nebo grupì Q.

(a) V¹echny prvky G jsou øádu 1, 2 èi 4, grupa obsahující prvek øádu 8 u¾
je nutnì cyklická, tedy komutativní. Pokud by byly v¹echny prvky G øádu 1
nebo 2, tedy exponentu 2, pak by pro ka¾dou dvojici prvkù a, b ∈ G platilo

[a, b] = aba−1b−1 = abab = (ab) = 1,

a = a−1 a b = b−1. Tedy taková grupa by byla abelovská.
(b) Staèí uvá¾it, ¾e 〈g〉 ∩ 〈h〉 = {1}, 〈g〉〈h〉 = G a 〈g〉EG, proto je podle

4.3 a Vìty 4.7 z pøedná¹ky

G = 〈g〉〈h〉 ∼= 〈g〉o 〈h〉 ∼= Z4 o Z2
∼= D8.

(c) Proto¾e je 〈g〉 normální podgrupa nekomutativní grupy a hgh−1 ∈ 〈g〉
je prvek øádu 3, dostáváme, ¾e hgh−1 = g3 = g−1, proto hg = g−1h a
hgi = g−ih. Dále h2 ∈ 〈g〉 je prvek øádu 2, proto h2 = g2. Koneènì G =
〈g〉 ∪ 〈g〉h = 〈g, h〉 a pro souèin platí

gi · gj = gi+j, gi · gjh = gi+jh, gih · gj = gi−jh, gih · gjh = gi−jh2 = gi−j+2,

pro ka¾dé i, j ∈ Z, z èeho¾ plyne, ¾e dvì grupy s prvkem gi ∈ Gi øádu 4, pro
které jsou v¹echny prvky hi ∈ G \ 〈g〉 øádu 4 pro i = 1, 2 jsou izomorfní, kde
je izomor�smus urèen zobrazením g1 → g2, h1 → h2. Tedy zobrazení g → i,
h→ j urèuje izomor�smus G→ Q.

(d) Nekomutativní grupa øádu 8 je popsána buï v bodu (b) nebo (c).
První z nich je izomorfní D8 a druhá Q
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8.12.

Dal¹í úlohy:

1. Popi¹te a¾ na izomor�smus v¹echny abelovské grupy øádu (a) 81, (b) 200.

2. Proè je ka¾dá grupa øádu 8 izomorfní právì jedné z grup Z8, Z2 × Z4, Z3
2,

D8 nebo Q?

3. Které z vý¹e uvedených grup je izomorfní grupa horních trojúhelníkových
matic 3× 3 nad tìlesem F2?

10 Malé grupy

10.1 Grupy øádu 12

10.1. Doka¾te pomocí Sylowových vìt, ¾e pro grupu G øádu 12 le¾í v Syl2 ∪
Syl3 le¾í aspoò jedna normální podgrupa G.

Oznaème P2 ∈ Syl2 a P3 ∈ Syl3. Ze Sylowových vìt plyne, ¾e

[G : NG(P2)] = |Syl2| ≡ 1 mod 2 a[G : NG(P3)] = |Syl3| ≡ 1 mod 3

Proto¾e PpENG(Pp), dostáváme [G : NG(Pp)]/[G : Pp] pro p = 2, 3, a proto
|Syl2| ∈ {1, 3} a |Syl3| ∈ {1, 2, 4}. Proto¾e [G : NG(P3)] = |Syl3| ≡ 1 mod 3,
vidíme, ¾e |Syl3| ∈ {1, 4}. Pokud |Syl3| = 1, pak je P3 normální podgrupa G
a jsme hotovi.

Nyní pøedpokládejme, ¾e P3 není normální, tedy |Syl2| = 4, co¾ znamená,
¾e máme 4 rùzné podgrupy prvoèíselného øádu 3. Podle Lagrangeovy vìty
jsou jejich prùniky triviální a v ka¾dé máme dva prvky øádu 3. Proto grupa
G obsahuje aspoò 8 = 4 · 2 prvkù øádu 3 a jeden prvek øádu 1. Zbývající 3
prvky, potom musí v¹echny le¾et spolu s jednotkou ve ètyøprvkové grupì P2,
tudí¾ jde o jedinou podgrupu øádu 4 v G. Proto |Syl2| = 1 a P2 je normální
podgrupa G.

10.2. Doka¾te, ¾e je ka¾dá neabelovská grupa øádu 12 izomorfní nìkterému
ze semidirektních souèinù

Z2
2 o Z3,Z3 o Z2

2,Z3 o Z4.

Staèí vyu¾ít Vìty 4.7 z pøedná¹ky. Z pøedchozí úlohy víme, ¾e ze Sylowo-
vých podgrup P2 ∈ Syl2 a P3 ∈ Syl3 je aspoò jedna normální a Lagrangeova
vìta nám øíká, ¾e P2 ∩ P3 = {1}. Tedy

|P2P3| = |P2| · |P3| = 4 · 3 = 12,
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tedy P2P3 = G. Pøedpoklady Vìty 4.7 jsou splnìny, proto

buï G ∼= P2 o P3, nebo G ∼= P3 o P2.

Proto¾e P2 je izomorfní Z4 nebo Z2
2 a P3 je izomorfní Z3 máme 4 mo¾nosti

Z4 o Z3, Z2
2 o Z3, Z3 o Z4, Z3 o Z2

2.

Koneènì si uvìdomme, ¾e neexistuje ¾ádný netriviální homomor�smus

Z3 → Aut(Z4) ∼= Z∗4 ∼= Z2,

dostáváme, ¾e Z4oZ3
∼= Z4×Z3

∼= Z12, a proto se jedná o abelovskou grupu.

10.3. Doka¾te, ¾e

(a) existují právì 3 neizomorfní neabelovské grupy øádu 12,

(b) ¾ádná dvojice grup A4, D12 a Z3 o Z4 není izomorfní,

(c) grupa øádu 12 je izomorfní právì jedné z grup Z12, Z2 × Z6, A4, D12

nebo nekomutativní grupì Z3 o Z4.

(a) V úloze 10.2 jsme ukázali, ¾e neabelovská grupa øádu 12 je izomorfní
jedné z grup z mno¾inyM = {Z2

2oφ1 Z3,Z3oφ2 Z2
2,Z3oφ3 Z4} pro netriviální

homomor�smy φi, i = 1, 2, 3. Proto¾e pro ka¾dé i = 1, 2, 3 existuje netrivi-
ální homomor�smus, jsou jim odpovídající semidirektní souèiny neizomorfní,
nebo» ka¾dá z podgrup obsahuje jedinou normální Sylowovu podgrupu (Sy-
lowovy podgrupy pro druhé prvoèíslo nejsou normální, tedy jich je více),
která je v prvním pøípadì izomorfní grupì Z3, v druhém pøípadì izomorfní
grupì Z2

2 a v posledním pøípadì je izomorfní grupì Z4.
Zbývá nahlédnout, ¾e grupy a¾ na izomor�smus nezávisí na volbì netri-

viálního homomor�smu φi. K tomu vyu¾ijeme pozorování z pøedná¹ky po
Poznámce 8.1. K tomu staèí ukázat, ¾e pro v¹echny dvojice netriviálních
homomor�smù

φ1, φ1 : Z3 → Aut(Z2
2)
∼= S3, φ2, φ2 : Z2

2 → Aut(Z3) ∼= Z2, φ3, φ3 : Z4 → Aut(Z3) ∼= Z2,

existují automor�smy σ1 ∈ Aut(Z3), σ2 ∈ Aut(Z2
2), σ3 ∈ Aut(Z4), pro nì¾

φiσi = φi, i = 1, 2, 3.
V prvním pøípadì vidíme, ¾e φ1, φ1 jsou prosté a tøíprvkový obraz jejich

tøíprvková obraz je jednoznaènì urèen, proto buï φ1 = φ1 nebo φ1 = φ1(2·−).
V druhém pøípadì jsou oba homor�smy φ2, φ2 na celé Aut(Z3) ∼= Z2 a
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lineárnì-algebraickou úvahou najdeme lineární bijekci σ2 ∈ Aut(Z2
2), pro ní¾

φ2σ2 = φ2. Koneènì v posledním pøípadì si staèí v¹imnout, ¾e existuje pouze
jediný netriviální homomor�smus φ3

(b) O A4 víme, ¾e obsahuje ètyøprvkovou normální podgrupu, co¾ o
D12 neplatí (napøíklad proto, ¾e obsahuje tøíprvkovou normální podgrupu
a kdyby obì Sylowovy podgrupy byly normální, pak by se jednalo o abelov-
skou grupu), tedy A4 6∼= D12. Grupa Z3 o Z4 jistì obsahuje prvek øádu 4,
co¾ neplatí ani o A4 ani o D12, tudí¾ A4 6∼= Z3 o Z4 6∼= D12. Na závìr po-
znamenejme, ¾e A4

∼= Z2
2 o Z3 a D8

∼= Z3 o Z2
2
∼= Z6 o Z2, kde uva¾ujeme

nekomutativní semidirektní souèiny.
(c) Tvrzení u¾ je pøímým dùsledkem pøedchozích úvah a úlohy 13.6.

10.2 Kompozièní øady

10.4. Urèete nìjakou kompozièní øadu grupy (a) Z30, (b) Z25 (c) Z2
5. Kolik

kompozièní øad tìchto grup existuje?

(a) Víme, ¾e pro ka¾dý dìlitel k èísla 30 je 〈30
k
〉 jedin8 podgrupa øádu k a

pokud A ≤ B ≤ Z30, pak z Lagrangeovy vìty plyne, ¾e |B/A| = [B : A] = |B|
|A| .

Jednotlivé faktory jsou cyklické grupy prvoèíselného øádu 2, 3 nebo 5, nebo»
30 = 2 · 3 · 5. Odtud plyne, ¾e kompozièní øadu tvoøí napøíklad øada podgrup

{0} E 〈15〉 E 〈5〉 E Z30.

Proto¾e jsme prvoèíselné velikosti faktorù mohli libovolnì permutovat exis-
tuje právì 3! = 6 rùzných kompozièní øad grupy Z30.

(b) Proto¾e 25 = 52, stejnou úvahou jako v pøedchozí úloze zjistíme, ¾e
je kompozièní øada grupy Z25 jediná:

{0} E 〈5〉 E Z25.

Proto¾e 〈(a, b)〉/{(0, 0)}〉 ∼= Z2
5/〈(a, b)〉 ∼= 〈5〉/{0} ∼= Z25/〈5〉 ∼= Z5, jsou

kompozièní øady grup Z25 a Z2
5 izomorfní.

(c) Proto¾e netriviální (normální) podgrupy grupy Z2
5 jsou právì pøímky

vektorového prostoru nad tìlesem F5 jsou v¹echny kompozièní øady Z2
5 tvaru

{(0, 0)} E 〈(a, b)〉 E Z2
5,

kde (a, b) ∈ Z2
5 \ {(0, 0)}. Abychom zjistili poèet kompozièní øad, staèí urèit

poèet rùzných pøímek F2
5, kterých je právì 52−1

5−1 = 6.

10.5. Spoèítejte v¹echny kompozièní øady symetrických grup Sn pro v¹echna
n ≥ 5.
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Proto¾e Sn/An ∼= Z2 a An je jediná netriviální normální podgrupu grupy
Sn, která je navíc jednoduchá, pøedstavuje jedinou kompozièní øadu grupy
Sn pro n ≥ 5 posloupnost {{id}, An, Sn}.

15.12.

Dal¹í úlohy:

1. Které ze známých grup je izomorfní grupa Z2 × S3?

2. Spoèítejte v¹echny kompozièní øady grupy a) Z18, b) D8

3. Je-li {Hi}ni=0 kompozièní øada p-grupy øádu pk, èemu se rovná n a jak vy-
padají faktory Hi+1/Hi.

11 Prezentace grup

Nech» G = (G, ·,−1 , 1) je grupa, F(X) = (F (X), ·,−1 , 1) je volná grupa s volnou
bází X, π : F (X) → G homomor�smus na celé G a R ⊂ F (X). Øekneme, ¾e
(X,R, π) je prezentace grupy G, jestli¾e kerπ je nejmen¹í normální podgrupa grupy
F(X) obsahující mno¾inu R.

Mno¾ina R se nazývá mno¾inou relací prezentace a její prvky se èasto také
zapisují ve tvaru u = v nebo u · v−1 = 1 pokud u · v−1 ∈ R.

11.1. Doka¾te pro prezentaci (X,R, π) grupy G = (G, ·,−1 , 1) a prvky u, v ∈ F (X),
¾e u · v−1 ∈ kerπ, právì kdy¾ v−1 · u ∈ kerπ, právì kdy¾ π(u) = π(v).

Staèí uvá¾it, ¾e u · v−1 ∈ kerπ, právì kdy¾ π(u) · π(v)−1 = π(u · v−1) = 1, co¾
nastává právì tehdy, kdy¾ π(u) = π(v). Ekvivalence pro v−1 ·u ∈ kerπ se nahlédne
symetricky.

11.2. Najdìte takový homomor�smus π, aby ({x}, {x20}, π) byla prezentace grupy
Z20.

Okam¾itì vidíme, ¾e 〈[x]20〉 E F (x) = 〈[x]〉 ∼= Z, nebo» volná grupa s jedním
generátorem je cyklická. Proto¾e π([x]k) = (k)mod 20 urèuje homomorismus na
grupu Z20 s jádrem rovným 〈[x]20〉, je π hledaným homomor�smem.

11.3. Najdìte nìjakou prezentaci grupy Z2.

Pro volnou grupu F ({x, y}) existuje (jednoznaènì urèený) homomor�smus π :
F ({x, y}) → Z2 splòující π(x) = (1, 0) a π(y) = (0, 1). Proto¾e 〈(1, 0), (0, 1)〉 =
Z2, jedná o homomor�smus na celé Z2. Oznaème N nejmen¹í normální podgrupu
obsahující [x, y] = xyx−1y−1. Uká¾em, ¾e hledanou prezentací je napøíklad trojice
(F ({x, y}), [x, y], π).
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Nejprve si v¹imnìme, ¾e N ⊆ kerπ, proto¾e π[x, y] = [π(x), π(y)] ∈ Z2 a
Z2 je abelovská grupa. Podle Vìty o homomor�smu existuje homomor�smus π̃ :
F ({x, y})/N → Z2, který je na Z2 a platí π̃(xN) = (1, 0) a π̃(yN) = (0, 1). Navíc
π̃ je izomor�smus, právì kdy¾ kerπ = N . Uká¾eme proto, ¾e π̃ je izomor�smus.

Poznamenejme, ¾e je grupa F ({x, y})/N = 〈xN, yN〉 komutativní, proto¾e

xyx−1y−1 ∈ N, tedy xNyN = yNxN.

Proto¾e je Z2 volná abelovská grupa, existuje homomor�smus ψ : Z2 → F ({x, y})/N
splòující ψ((1, 0)) = xN a ψ((0, 1)) = xN . To znamená, ¾e

ψπ̃(xN) = xN,ψπ̃(yN) = yN a π̃ψ(1, 0) = (1, 0), π̃ψ(0, 1) = (0, 1).

Zjistili jsme, ¾e se obì slo¾ená zobrazení ψπ̃ i π̃ψ shodují na generátorech s iden-
tickým zobrazením, proto u¾ se jedná o identity. Tím jsme ovìøili, ¾e je π̃ izo-
mor�smus, proto kerπ = N a dostáváme tak prezentaci (F ({x, y}), [x, y], π) grupy
Z2.

Na závìr poznamenejme, ¾e bychom mohli dokázat, ¾e N = F ({x, y})′ a ¾e
homomor�smus π lze explicitnì popsat vztahem

π([u]) = (lx(u)− lx−1(u), ly(u)− ly−1(u)),

kde lx (lx−1 , ly, ly−1) znaèí poèet výskytù symbolu x (x−1, y, y−1) ve slovì u (xi

chápeme pro i > 0 jako výskyt i kopií symbolu x, obdobnì pro x−1, y, y−1).
{

22.12.

Dal¹í úlohy:

1. Najdìte nìjakou prezentaci grupy (a) Z2, (b) Z, (c) Z15.

12 Volné grupy

12.1 Normální podgrupy volné grupy a prezentace

12.1. Najdìte takový homomor�smus π, aby

(a) ({x, y}, {x3 = 1, y5 = 1, xy = yx}, π) byla prezentace grupy Z15,

(b) ({x, y}, {xn = 1, y2 = 1, yxy = x−1}, π) byla prezentace grupy D2n.

(a) Vyu¾ijeme-li homor�smus π : F ({x, y}) → Z2 z úlohy 13.8, vidíme, ¾e
nejmen¹í (normální) podgrupa grupy Z2 obsahující prvky

π(x3) = 3 · π(x) = 3 · (1, 0) = (3, 0), π(y5) = 5 · π(y) = 3 · (0, 1) = (0, 5)
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je právì jádro surjektivního homomor�smu τ : Z2 → Z3 × Z5 urèeného vztahem
τ(a, b) = (a mod3, b mod5). Proto je π−1(ker τ) = ker(τπ) nejmen¹í normální
podgrupou grupy F ({x, y}) obsahující relace x3, y5, x−1y−1xy, co¾ znamená, ¾e

(x, y | x3 = 1, y5 = 1, xy = yx, τπ)

je prezentace grupy Z3×Z5. Ov¹em Èínská vìta o zbytcích nám zaruèuje existenci
izomor�smu h : Z3 × Z5 → Z15, tudí¾ (x, y | x3 = 1, y5 = 1, xy = yx, hτπ)
pøedstavuje prezentaci grupy Z15.

(b) Vyu¾ijeme znaèení a výsledkù úlohy 3.4, tedy D2n = 〈o, r〉, kde r pøedsta-
vuje rotaci o úhel 2π

n a o osovou symetrii, tj. rn = 1, o2 = 1 a platí, ¾e oho−1 =
oho = h−1 pro ka¾dé h ∈ 〈r〉. Uvá¾íme homomor�smus π : F ({x, y}) → D2n

urèený podmínkami π(x) = r a π(y) = o. Potom z 3.4 vidíme, ¾e kerπ obsahuje
relace R = {xn, y2, yxyx} a jedná se o homomor�smus na. S vyu¾itím ?? staèí pro
ka¾dou normální pogrupu N obsahující R dokázat, ¾e |F ({x, y})/N | ≤ 2n.

K tomu si staèí uvìdomit, ¾e

F ({x, y})/N = {xiyjN | i ∈ Zn, j ∈ Z2}.

Proto¾e xn, y2 ∈ N platí, ¾e

F ({x, y})/N = {xi1yxi2y . . . xim−1yxim−2yεH | ij ∈ Zn, ε ∈ Z2}.

Proto¾e yxiyxi ∈ N , a tudí¾ yxiyN = x−iN a yxiN = x−iyN , dostáváme

F ({x, y})/N = {xiyjN | i ∈ Zn, j ∈ Z2},

a proto |F ({x, y})/N | ≤ 2n. Dokázali jsme, ¾e (x, y | xn = 1, y2 = 1, yxy = x−1, π)
je prezentací grupy D2n.

12.2. Nech» F (x, y) je volná grupa o dvou generátorech a n buï pøirozené.

(a) Najdìte homomor�smus F (x, y) na grupu S6,

(b) ovìøte, ¾e F (x, y) není nilpotentní ani øe¹itelná,

(c) ovìøte, ¾e existuje N E F (x, y), pro kterou F (x, y)/N ∼= Sn,

(d) doka¾te, ¾e F (x, y) obsahuje normální podgrupu indexu n.

(a) Víme, ¾e S6 = 〈(12), (123456)〉 je dvougenerovaná, tedy staèí vzít homo-
mor�smus f : F (x, y)→ S3 urèený vztahem f(x) = (12) a f(y) = (123456).

(b) Proto¾e S6 není øe¹itelná (tedy ani nilpotentní), F (x, y)/Ker f ∼= S6 a
øe¹itelné (i nilpotentní) grupy jsou uzavøené na faktorizaci, nemù¾e být øe¹itelná
ani nilpotentní grupa F (x, y).

(c) Ka¾dá symetrická grupa Sn = 〈(12), (12 . . . n)〉 je dvougenerovaná, proto
existuje homomor�smus f : F (x, y) → Sn urèený vztahem f(x) = (12) a f(y) =
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(12 . . . n), který je homomor�smem na celou grupu Sn. Podle První vìty o izomor-
�smu je potom F (x, y)/Ker f ∼= Sn.

(d) Staèí, abychom uvá¾ili napøíklad homomor�smus g : F (x, y)→ Zn urèený
vztahem f(x) = 1 a f(y) = 0, pak podle První vìty o izomor�smu dostáváme, ¾e

|F (x, y)/Ker g| = [F (x, y) : Ker g] = |Zn| = n.

tedy N = Ker g je hledaná normální podgrupa indexu n.

12.2 Schreierova transversála

12.3. Uva¾ujme homomor�smus ϕ : F ({x, y}) → S3 na S3 urèený podmínkou
ϕ(x) = (12), ϕ(y) = (123) a polo¾me H = Ker ϕ.

(a) Najdìte Schreierovu transversálu podgrupy H,

(b) najdìte transversálu H, která není Schreierova,

(c) najdìte volnou bázi grupy H.

(a) Víme, ¾e [F ({x, y}) : H] = |F ({x, y})/H| = |S3| = 6 je poèet levých
rozkladových tøíd, tedy poèet prvkù jakékoli transversály. Navíc pro rozkladové
tøídy t1H 6= t2H platí, ¾e

ϕ(t1) = ϕ(t1H) 6= ϕ(t2H) = ϕ(t2)

Hledáme tedy postupnì reprezentanty t ∈ T v redukovaném zápisu, jejich¾ v¹echny
su�xy (tj. pravé koce slov) tvoøí prvky transversály a obrazy ϕ(t) jsou rùzné. Jistì
1 ∈ T . Dále jistì {1, y, y2} tvoøí èásteènou Schreierovu transversálu, proto¾e

ϕ(1) = id ϕ(y) = (123), ϕ(y2) = (132).

Koneènì vidíme, ¾e mù¾eme pøidat v¹echny prvky èásteèné Schreirovy transversály
T zleva pøenásobené prvkem souèiny x, proto¾e

ϕ(x) = (12) ϕ(xy) = (12) ◦ (123) = (23), ϕ(xy2) = (12) ◦ (132) = (13)

a slova 1, y, y2 le¾í v T . Na¹li jsme Schreierovu transversálu T = {1, y, y2, x, xy, xy2}.
(b) Napøíklad T = {1, yx2, y2, x, xy, xy2} je transversála, ale není Schreierova,

proto¾e neobsahuje prvek x2 tvoøící su�x slova yx2.
(c) Víme, ¾e volnou bázi grupy H tvoøí mno¾ina

TYH = {t−1zω ztω | z ∈ {x, y}, ω ∈ Ω, ztω /∈ T},

kde Ω = {tH | t ∈ T} a ttH = t pro t ∈ T . Nejprve spoèítáme, pro která t platí, ¾e
xt /∈ T . Zjevnì x1, xy, xy2 ∈ T , zatímco x2, x2y, x2y2 /∈ T , proto vyhovují prvky
transversály

txH = x, txyH = xy, txy2H = xy2
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a snadno pomocí srovnání obrazù ϕ(s) = ϕ(t), kde s spoètené (rerdukované) slovo
a t ∈ T dopoèítáme hodnoty txtH :

txxH = 1, txxyH = y, txxy2H = y2.

Podobnì zjistíme, pro která t ∈ T platí, ¾e yt /∈ T : y1, yy ∈ T , zatímco y3, yx, yxy, yxy2 /∈
T , a proto vyhovují prvky

ty2H = y2, txH = x, txyH = xy, txy2H = xy2

a dopoèítáme hodnoty tytH :

ty3H = 1, tyxH = xy2, tyxyH = x, tyxy2H = xy

Nyní u¾ podle de�nice mno¾iny TYH vyjádøíme volnou bázi

TYH = {x2, y−1x2y, y−2x2y2, y3, y−2x−1yx, x−1yxy, y−1x−1yxy2}.

5.1.

13 The best of . . .

13.1 (1.3(b)). Spoèítejte mno¾iny End(Zn), Aut(Zn), Inn(Zn).

13.2 (3.2). De�nujme podgrupu A =
⋃
nAn grupy S(N), kde An chápeme jako

podgrupy S(N). Doka¾te, ¾e je grupa A nekoneèná jednoduchá.

13.3 (4.3). Je-li ϕ : Z2 → Aut(Zn) zobrazení dané pøedpisem ϕk(a) = ϕ(k)(a) =
(−1)ka, doka¾te, ¾e D2n

∼= Zn oϕ Z2.

13.4 (7.1). Najdìte v¹echny Sylowovy podgrupy grupy (a) Z120 (b) S3.

13.5 (8.1). Popi¹te (a¾ na izomor�smus) v¹echny grupy øádu
(a) 33, (b) 35, (c) 21, (d) 55.

13.6 (9.1). Popi¹te (a¾ na izomor�smus) v¹echny abelovské grupy øádu (a) 8, (b)
12, (c) 96.

13.7 (10.5). Spoèítejte v¹echny kompozièní øady symetrických grup Sn pro v¹echna
n ≥ 5.

13.8 (11.3). Najdìte nìjakou prezentaci grupy Z2.

13.9 (12.2(c)). Nech» F (x, y) je volná grupa o dvou generátorech a n buï pøiro-
zené. Ovìøte, ¾e existuje N E F (x, y), pro kterou F (x, y)/N ∼= Sn.
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