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Zadáńı
Cvičeńı 2. května, verze ze dne 30. dubna 2024.

Ćıle cvičeńı: Podruhé se vydáme na dobrodružnou faktorizačńı výpravu, tentokrát budou hlavńım
ćılem naš́ı expedice faktorgrupy. Nejprve ovšem d̊ukladně rozváž́ıme, jak poznat takzvané normálńı
podgrupy, bez jejichž pomoci se neobejdeme, nebot’ jako jediné disponuj́ı platným povoleńım k lovu
faktorgrup.

Úlohy, které bychom určitě měli umět řešit:

Úloha 11.1. Necht’ M = {id, (1 2)(3 4)} a K = {id, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)} jsou
podmnožiny grupy S4. Dokažte, že

(a) M neńı normálńı podgrupa grupy A4 ani S4,

(b) K je normálńı podgrupa grupy S4 a M je normálńı podgrupa grupy K,

(c) K je jediná vlastńı normálńı podgrupa grupy A4,

(d) relace
”
býti normálńı podgrupou“ obecně neńı tranzitivńı.

Úloha 11.2. Jaké jsou možné faktorgrupy grupy S3?

Úloha 11.3. Rozhodněte, které známé grupě je izomorfńı daná faktorgrupa.

(a) Sn/An pro libovolné n > 2,

(b) R∗/R+, kde R+ = {r ∈ R∗; r > 0},

(c) C∗/S1, kde S1 = {z ∈ C∗; ∥z∥ = 1},

Úloha 11.4. Pro podgrupu H = 3Z × 5Z = {(3a, 5b) ∈ Z × Z | a, b ∈ Z} popǐste faktorgrupu
(Z× Z)/H jako součin aditivńıch grup Zn. Je tato faktorgrupa cyklická?

Úloha 11.5. Pro aditivńı grupu Z12

(a) dokažte, že plat́ı Z12/⟨3⟩ ∼= Z3 a Z12/⟨4⟩ ∼= Z4,

(b) vysvětlete, proč Z12/⟨5⟩ ≁= Z4 a ukažte, jaké cyklické grupě Zn je Z12/⟨5⟩ izomorfńı.

Když se člověk rozfaktorizuje, (může, ale) nechce přestat:

Úloha 11.6. Určete řád prvku P = ((1234) (56789))A9 v grupě S9/A9. Lze prvky (levé) rozkladové
tř́ıdy P popsat pomoćı znaménka a kolik jich je? Co tvoř́ı tř́ıdu P−1?

Úloha 11.7. Rozmyslete si, jak se poč́ıtá v aditivńı abelovské grupě Q/Z, jej́ıž prvky reprezentujme
jako rozkladové tř́ıdy racionálńıch č́ısel z intervalu [0; 1)):

(a) Spoč́ıtejte
[
1
2

]
+
[
1
2

]
, 5 ·

[
1
3

]
a najděte opačný prvek k

[
1
3

]
,



(b) vyřešte rovnici 3 · x =
[
1
2

]
,

(c) ukažte, že pro každé prvoč́ıslo p a k ∈ N existuje v Q/Z prvek řádu pk. Kolik jich je?

Úloha 11.8. Dokažte existenci izomorfismu D12/ {id, rotπ} ∼= S3 pro dihedrálńı grupu D12, kde
rotπ znač́ı rotaci o úhel π.

Úloha 11.9. Označme I ⊆ Z [i] ideál generovaný prvkem 1 + 3i a bud’ R = Z [i] /I. Postupně
ukažte, že:

(a) v R plat́ı [i] = [3], [10] = [0],

(b) pro každý okruh S existuje jediný homomorfismus ϕ : Z → S a toto ϕ je pro S = R surjektivńı

(c) 2 ani 5 nejsou v Z [i] dělitelné prvkem 1 + 3i,

(d) R ≃ Z10,

(e) I neńı maximálńı, najděte nějaký maximálńı ideál J ⊇ I a popǐste Z [i] /J .

Úloha 11.10. Pro grupu R/Z

(a) popǐste prvky konečného řádu a řád každého takového prvku určete,

(b) dokažte, že je izomorfńı podgrupě S1 = {z ∈ C∗; ∥z∥ = 1} grupy C∗.

Úloha 11.11. Popǐste všechny homomorfismy S3 → Zn v závislosti na n ∈ N.

Úloha 11.12. Dokažte, že grupa A5 neobsahuje žádné vlastńı normálńı podgrupy.

Úloha 11.13. Bud’ G = (G, ·,−1 , I2) grupa s maticovým násobeńım a invertováńım a nosnou

množinou G =

{(
a b
0 1

)
| a, b ∈ R, a > 0

}
a necht’ H =

{(
a 0
0 1

)
| a ∈ R, a > 0

}
.

(a) Ukažte, že H je podgrupa grupy G.

(b) Popǐste levé a pravé rozkladové tř́ıdy podgrupy H. (Pro jednodušš́ı popis lze uvažovat geo-

metrickou reprezentaci matice

(
a b
0 1

)
jako bodu (a, b) v reálné rovině R2.)

(c) Je H normálńı podgrupou G?

(d) Najděte nějakou levou a pravou transversálu rozkladu.
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