
Zkou¹ený dostane pìt úkolù sestavených z otázek a typù pøíkladù následujícího seznamu.
Dva úkoly budou èistì teoretické (tedy primárnì na pojmy a dùkazy jejich vlastností) a
tøi kombinované s praktickou èástí (zde pùjde o pojmy, vyu¾ití jejich vlastností k výpoètu,
pøípadnì ilustrace (proti)pøíkladem) U teoretických otázek jsou uvedena èísla tvrzení podle
skript, na nì¾ míøí (úlohy bez èísla míøí jen na pojmy), Aplikaèní úlohy budou v testu
samozøejmì èíselnì i ve své konkrétní formulaci obmìnìny.

1. Teoretické otázky

1.1. Vyslovte a doka¾te horní odhad poètu prvoèísel ≤ n. (1.5)

1.2. Vyslovte a doka¾te dolní odhad poètu prvoèísel ≤ n. (1.7)

1.3. Vyslovte a doka¾te Bertrandùv postulát. (1.3)

1.4. Co je Pellova rovnice a jak vypadá grupa v¹ech jejích øe¹ení? Své tvrzení doka¾te.
(2.1)

1.5. Co je Pellova rovnice? Doka¾te, ¾e existuje netriviálního øe¹ení ka¾dé Pellovy rovnice.
(2.3)

1.6. Co je øetìzový zlomek a jak ho vyjádøit pomocí øetìzových polynomù? Která èísla
lze vyjádøit pomocí koneèných øetìzových zlomkù? Své tvrzení doka¾te. (2.4, 2.5)

1.7. Co jsou sblí¾ené zlomky iracionálního èísla ξ? Vyslovte a doka¾te jak konvergují k
èíslu ξ (2.9 (a)-(c)).

1.8. De�nujte pojem dobrá aproximace a vyslovte a doka¾te tvrzení o vztahu dobrých
aproximací a sblí¾ených zlomkù (2.10)

1.9. Kdy je øetìzový zlomek od nìjakého èlenu øetìzový? Své tvrzení doka¾te. (2.13)

1.10. Jak najít øe¹ení Pellovy rovnice pomocí sblí¾ených zlomkù? Své tvrzení doka¾te.
(2.14)

1.11. Charakterizujte prvoèinitele v oboru Gaussových celých èísel a své tvrzení doka¾te.
(3.2)

1.12. De�nujte pojem cyklotomický polynom a doka¾te, ¾e jde o polynomy s celoèísel-
nými koe�cienty. (3.5)

1.13. Doka¾te, ¾e je ka¾dý cyklotomický polynom ireducibilní nad Q. (3.9)

1.14. Zaveïte pojem kvadratický zbytek a nezbytek. Co je Jacobiho symbol, jak ho
spoèítat pomocí mocnìní a v jakém smyslu urèuje grupový homomor�smus (4.1, 4.2)

1.15. Napi¹te a doka¾te, jak spoèítat hodnoty
(

−1
p

)
a
(

2
p

)
v závislosti na hodnotì pr-

voèísla p. (4.3, 4)

1.16. De�nujte pojem charakteru a doka¾te, ¾e je grupa charakterù X(Z∗
p) pro prvoèíslo

p cyklická. (4.6)

1.17. Co je Gaussùv souèet a co kvadratický Gaussùv souèet charakteru? Urèete velikost
Gaussova souètu netriviálního charakteru a souvislost ètverce kvadratického Gaussova
souètu a hodnoty

(
−1
p

)
. (4.8, 4.10)

1.18. Vyslovte a doka¾te zákon kvadratické reciprocity. (4.11)
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1.19. Co je Jakobiho symbol a jaké jsou jeho základní vlastnosti? (4.14)

1.20. Charakterizujte prvoèinitele v oboru Z[
√
−2] a své tvrzení doka¾te. (4.16)

1.21. Co je obecný pravdìpodobnostní test prvoèíselnosti? Uveïte nìjaký pøíklad (bez
dùkazu).

1.22. Popi¹te strukturu grupy Z∗
pn pro liché prvoèíslo p a své tvrzení doka¾te. (5.5(a))

1.23. Popi¹te strukturu grupy Z∗
2n a své tvrzení doka¾te. (5.5(b))

1.24. Popi¹te Rabin-Millerùv test prvoèíselnosti a doka¾te, ¾e pro prvoèíselný vstup je
jeho podmínka splnìna. Vysvìtlete pojem silné pseudoprvoèíslo (lháø) a svìdek pro Rabin-
Millerùv test. (5.7)

1.25. Vysvìtlete pojem míjení involuce a vyslovte a doka¾te tvrzení o poètu prvkù mí-
jejících involucí v grupì

∏
i Zkki . (5.12)

1.26. Vyslovte tvrzení o odhadu poètu svìdkù Rabin-Millerova testu a doka¾te ho pro
bezètvercové N . (5.8)

1.27. Vyslovte tvrzení o odhadu poètu svìdkù Rabin-Millerova testu a doka¾te ho pro
N dìlitelné ètvercem prvoèísla. (5.8)

2. Aplikaèní úlohy

2.1. Pro v¹echna prvoèísla p spoètìte vp(120).

2.2. Najdìte pøíklad, kdy vp(a+ b) > max(vp(a), vp(b)).

2.3. Urèete hodnotu øetìzového zlomku [6, 7, 5].

2.4. Spoètìte øetìzový zlomek pro èíslo 12
5
.

2.5. Najdìte posloupnost Fareyho zlomkù øádu 6.

2.6. Urèete øetìzový zlomek a první tøi sblí¾ené zlomky èísla
√
2

2.7. Urèete, kterému reálnému èíslu odpovídá øetìzový zlomek [3, 2, 1].

2.8. Uka¾te, ¾e rovnice x2 − 3y2 = −1 nemá v Z øe¹ení.

2.9. Víte-li, ¾e (x, y) = (3, 2) je øe¹ení rovnice x2 − 2y2 = 1 v Z a najdìte alespoò pìt
dal¹ích øe¹ení.

2.10. Víte-li, ¾e (x, y) = (3, 2) je øe¹ení rovnice x2 − 2y2 = 1 v Z a najdìte alespoò dvì
dal¹ích øe¹ení splòující x > 0 > y.

2.11. Urèete v¹echny dobré aproximace èísla 2
5
.

2.12. Rozlo¾te polynom x10 − 1 na souèin ireducibilních polynomù v Q[x].

2.13. Rozhodnìte, zda je grupa charakterù X(Z∗
50) (Z∗

15, Z∗
61) cyklická.

2.14. Najdìte ireducibilní rozklady èísla 15 v oboru Gaussový celých èísel Z[i].

2.15. Rozhodnìte, zda existuje Gaussovo celá èíslo s normou 39 (65).

2.16. Najdìte v¹echny kvadratické zbytky modulo modulo 5.
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2.17. Spoèítejte hodnotu Legendreova symbolu
(
17
37

)
.

2.18. Urèete v¹echny charaktery modulo 5.

2.19. Pro ka¾dý charakter modulo 5 spoètìte absolutní hodnotu jeho Gaussova souètu.

2.20. Pro v¹echny charaktery modulo 5 urèete jejich øád v grupì X(Z∗
5).

2.21. Najdìte v¹echny invertibilní prvky v oboru Z[
√
−2].

2.22. Urèete hodnotu výrazu
(
477
247

)
.

2.23. Rozlo¾te grupu Z∗
240 na souèin cyklických grup.

2.24. Najdìte primitivní prvek modulo 81.

2.25. Které z grup Z∗
8, Z∗

81, Z∗
18 jsou cyklické?

2.26. Vyøe¹te kongruenci x3 ≡ 1 (mod 13).

2.27. Najdìte v¹echny involuce v Z∗
15 a rozhodnìte, zda je tato grupa cyklická.

2.28. Najdìte nìjakého Rabin-Millerova lháøe rùzného od 1 pro èíslo 51.

2.29. Najdìte nìjakého nesoudìlného Rabin-Millerova svìdka pro èíslo 51.
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