Zaklady pravdépodobnosti (pro NMSA260)

Klasicka pravdépodobnost

pocatky v 16. a 17. stoleti
elementarni jev = nejjemnéjsi vysledek ndhodného pokusu

predpoklady: existuje pouze kone¢né mnoho elementarnich jevii, v8echny jsou stejné prav-
dépodobné

znacenti: Q = {wq,...,wy}

pravdépodobnost jevu A = podet pfiznivych elementarnich jevi ku poctu v8ech elemen-
tarnich jevi; matematickym zéapisem P(A) = |A|/|9|

namitky: definice kruhem, pouze koneéné mnoho elementarnich jevi

Axiomaticka pravdépodobnost

1933, Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov
Q0 = prostor elementéarnich jevii, miZze byt nekoneény, miZe byt nespocetny

vyuziva o-algebru A mnoZin, kterym budeme chtit pfifazovat pravdépodobnost (méfitel-
nych mnoZin) a zavadi pravdépodobnost jako miru (mnoZinové zobrazeni s jistymi vlast-
nostmi), viz Teorii miry a integralu NMMA205

klasicka pravdépodobnost je specialnim piipadem: Q = {wy,...,wn}, A = 29 P({w;}) =
1/n, P(A) =k/n pro A={wi,...,w; }

Nezavislost jevi
e jevy A, B € A jsou nezavislé, pokud P(AN B) = P(A) - P(B)

o jevy Ay,..., A, € A jsou nezavislé, pokud P(4;, N...NA;.) = P(4;,) - ... - P(A;,) pro

kazdé {i1,...,ix} C{1,...,n}, ke {2,...,n}

nestaci ovérovat tuto soucinovou vlastnost pouze pro dvojice, ani pouze pro celou n-tici

Nahodné veli¢iny

bud (2, .A4,P) pravdépodobnostni prostor, realnou nahodnou veli¢inou X nazveme mé&fi-
telné zobrazeni

X (A P) > (R, B),
tedy X~(B) € A pro kazdé B € B

nédhodné veli¢iny popisuji vysledek experimentu pomoci ¢iselné hodnoty, napft. vysledek
hodu kostkou, vysku ndhodné vybraného ¢lovéka, vysi §kody pii dopravni nehodé apod.

chovani nahodné veli¢iny X urcuje jeji rozdéleni, formalné vzato obraz miry P v zobrazeni
X:
Px(B)=P(X 'B))=P{weQ: X(w)eB})=P(Xe€B), BeB



e rozdéleni nahodné veli¢iny mize byt jednozna¢né urceno i jinak (t¥eba pro diskrétni nebo
spojité veli¢iny, viz nize)

e jsou i jiné ndhodné veli¢iny nez jen diskrétni a spojité, muze jit tfeba o smési rozdéleni
s hustotou a s atomy, napiiklad denni thrn srézek
Diskrétni nahodné veli¢iny
e diskrétni nahodné veli¢ina muzZe nabyvat pouze kone¢ného nebo spocetného mnozstvi hod-

not (mnoZstvi pacienttt odbavenych za hodinu, pocet orli pfed prvni pannou pfi héazeni
minci apod.)

e rozdéleni je urceno sadou dvojic {(z;,p;),7i = 1,2,...}, kde z; € R je hodnota a p; € [0,1]
je jeji pravdépodobnost

o plati: Y, p; =1, Px(B)=P(X € B) =), cpPi» BEB

e Piiklad: X ~ Bi(n,p): zx = k,pr = (1)p*(1—p)" %, k=0,1,...,n

Spojité nahodné veli¢iny
e spojitd ndhodna veli¢ina mutize nabyvat libovolnou ¢&iselnou hodnotu, typicky z néjakého

intervalu (teplota vzduchu na dané méfici stanici, doba do poruchy pfistroje apod.)

e rozdéleni je uréeno méfitelnou funkei fy > 0, kde ffooo fx(u)du =1, Px(B) = P(X €
B) =[5 fx(u)du, Be B

e funkci fx nazyvame hustota nahodné veli¢iny X, formélné jde o Radon-Nikodymovu deri-
vaci miry Px vzhledem k Lebesgueové mife na (R, B)

e Piiklad: X ~ R[0,1] : fx(u) =Ijo1j(u), v € R
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e Priklad: X ~ N(O,l) : fx(u) = \/%ef%’ uweEeR
(u—p)?
e Priklad: X ~ N(,LL,O'Z) D fx(u) = \/2;7(3_?7 u € R

Nezavislost nahodnych veli¢in

e necht X,Y jsou dvé ndhodné veli¢iny definované na stejném pravdépodobnostnim prostoru

(Q, A P)
e fekneme, Ze jsou nezavislé, pokud
P(X€AYeB)=P(XecA) -PY €B)
pro viechna A, B € BB

e podobné pro vice nez dvé ndhodné veli¢iny, stejné jako u nezavislosti jevi ale nestaci
ovérovat soucinovou vlastnost pouze pro v8echny dvojice, ani pouze pro celou n-tici



Stredni hodnota ndhodné veli¢iny

bud X realna ndhodn4 veli¢ina, stfedni hodnotu EX definujeme jako redlné &islo

EX — /Q X (w) dP(w),

pokud integral na pravé strané existuje

poditame samoziejmé jinak (véta o pfenosu integrace):

EX :/ udPx (u) :/ ufx(u)du pro spojité veliciny,

= Z x;P(X = x;) pro diskrétni veli¢iny

miZe byt kone¢nd, co, —oco nebo neexistovat (integral ¢i suma typu co — co)
budte X,Y, X1, Xo,..., X,, ndhodné veli¢iny s kone¢nou stf¥edni hodnotou, pak plati
— E(a+bX) =a+bEX
-EX+Y)=EX+EY
-EXi+...+X,)=EX; +...+EX,
— pro nezavislé ndhodné veli¢iny X, Y plati EXY = EX -EY

Rozptyl ndhodné veli¢iny

bud X realnad nadhodné veliina s konefnou stfedni hodnotou EX a koneénym druhym
momentem EX? < oo, rozptyl veli¢iny X definujeme jako

varX = E(X — EX)?

¢asto zna¢ime o2 nebo 0%
plati varX > 0, navic varX =0 < JceR:P(X =¢) =1

obvykle poéitame jako varX = EX? — (EX)?, kde EX? = f_oooo u? dPx (u) a da se pocitat
podobné jako stfedni hodnoty vyse

pro kazdé a,b € R plati: var(a + bX) = E(a + bX — E(a + bX))? = E(bX — E(bX))? =
VE(X —EX)? = b?varX

pro nezavislé ndhodné veli¢iny X1, ..., X, plati var(X; + ...+ X,,) = >, varX;
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Kvantily spojité nahodné veli¢iny

pro a € (0,1) nazveme a-kvantilem rozdéleni spojité ndhodné veli¢iny X takové ¢islo
U € R, které spliuje P(X < uy) =«

hodnotu u; /o nazyvame median

existuje obecnéjsi definice kvantilii, bez predpokladu spojitosti ndhodné veli¢iny X



