
Klasická pravděpodobnost

počátky v 16. a 17. stolet́ı

elementárńı jev = nejjemněǰśı výsledek náhodného pokusu

p̌redpoklady: existuje pouze konečně mnoho elementárńıch jev̊u,
všechny jsou stejně pravděpodobné

značeńı: Ω = {ω1, . . . , ωn}

pravděpodobnost jevu A = počet p̌ŕıznivých elementárńıch jev̊u ku
počtu všech elementárńıch jev̊u; matematickým zápisem
P(A) = |A|/|Ω|

námitky: definice kruhem, pouze konečně mnoho elementárńıch jev̊u
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elementárńı jev = nejjemněǰśı výsledek náhodného pokusu

p̌redpoklady: existuje pouze konečně mnoho elementárńıch jev̊u,
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P(A) = |A|/|Ω|
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Axiomatická pravděpodobnost

1933, Andrej Nikolajevič Kolmogorov

Ω = prostor elementárńıch jev̊u, může být nekonečný, může být
nespočetný

využ́ıvá σ-algebru A množin, kterým budeme cht́ıt p̌rǐrazovat
pravděpodobnost (mě̌ritelných množin) a zavád́ı pravděpodobnost
jako ḿıru (množinové zobrazeńı s jistými vlastnostmi), viz Teorii ḿıry
a integrálu NMMA205

klasická pravděpodobnost je speciálńım p̌ŕıpadem: Ω = {ω1, . . . , ωn},
A = 2Ω, P({ωi}) = 1/n, P(A) = k/n pro A = {ωi1 , . . . , ωik}
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Nezávislost jev̊u

jevy A,B ∈ A jsou nezávislé, pokud P(A ∩ B) = P(A) · P(B)

jevy A1, . . . ,An ∈ A jsou nezávislé, pokud

P(Ai1 ∩ . . . ∩ Aik ) = P(Ai1) · . . . · P(Aik )

pro každé {i1, . . . , ik} ⊆ {1, . . . , n}, k ∈ {2, . . . , n}

nestač́ı ově̌rovat tuto součinovou vlastnost pouze pro dvojice, ani
pouze pro celou n-tici
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jevy A,B ∈ A jsou nezávislé, pokud P(A ∩ B) = P(A) · P(B)

jevy A1, . . . ,An ∈ A jsou nezávislé, pokud
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pro každé {i1, . . . , ik} ⊆ {1, . . . , n}, k ∈ {2, . . . , n}
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Nezávislost jev̊u
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Náhodné veličiny

bud’ (Ω,A,P) pravděpodobnostńı prostor, reálnou náhodnou veličinou
X nazveme mě̌ritelné zobrazeńı

X : (Ω,A,P) → (R,B),

tedy X−1(B) ∈ A pro každé B ∈ B

náhodné veličiny popisuj́ı výsledek experimentu pomoćı č́ıselné
hodnoty, nap̌r. výsledek hodu kostkou, výšku náhodně vybraného
člověka, výši škody p̌ri dopravńı nehodě apod.

chováńı náhodné veličiny X určuje jej́ı rozděleńı, formálně vzato obraz
ḿıry P v zobrazeńı X :

PX (B) = P(X−1(B)) = P({ω ∈ Ω : X (ω) ∈ B}) = P(X ∈ B), B ∈ B

rozděleńı náhodné veličiny může být jednoznačně určeno i jinak (ťreba
pro diskrétńı nebo spojité veličiny, viz ńıže)

jsou i jiné náhodné veličiny než jen diskrétńı a spojité, může j́ıt ťreba
o směsi rozděleńı s hustotou a s atomy, nap̌ŕıklad denńı úhrn srážek
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Diskrétńı náhodné veličiny

diskrétńı náhodná veličina může nabývat pouze konečného nebo
spočetného množstv́ı hodnot (množstv́ı pacient̊u odbavených za
hodinu, počet orl̊u p̌red prvńı pannou p̌ri házeńı minćı apod.)

rozděleńı je určeno sadou dvojic {(xi , pi ), i = 1, 2, . . .}, kde xi ∈ R je
hodnota a pi ∈ [0, 1] je jej́ı pravděpodobnost

plat́ı:
∑

i pi = 1, PX (B) = P(X ∈ B) =
∑

i :xi∈B pi , B ∈ B

Př́ıklad: X ∼ Bi(n, p) : xk = k , pk =
(n
k

)
pk(1− p)n−k , k = 0, 1, . . . , n
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Spojité náhodné veličiny

spojitá náhodná veličina může nabývat libovolnou č́ıselnou hodnotu,
typicky z nějakého intervalu (teplota vzduchu na dané mě̌ŕıćı stanici,
doba do poruchy p̌ŕıstroje apod.)

rozděleńı je určeno mě̌ritelnou funkćı fX ≥ 0, kde
∫∞
−∞ fX (u) du = 1,

PX (B) = P(X ∈ B) =
∫
B fX (u)du, B ∈ B

funkci fX nazýváme hustota náhodné veličiny X , formálně jde o
Radon-Nikodymovu derivaci ḿıry PX vzhledem k Lebesgueově ḿı̌re
na (R,B)

Př́ıklad: X ∼ R[0, 1] : fX (u) = I[0,1](u), u ∈ R

Př́ıklad: X ∼ N(0, 1) : fX (u) =
1√
2π
e−

u2

2 , u ∈ R

Př́ıklad: X ∼ N(µ, σ2) : fX (u) =
1√
2πσ2

e−
(u−µ)2

2σ2 , u ∈ R
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B fX (u) du, B ∈ B
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(u−µ)2

2σ2 , u ∈ R
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Nezávislost náhodných veličin

necht’ X ,Y jsou dvě náhodné veličiny definované na stejném
pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A,P)

řekneme, že jsou nezávislé, pokud

P(X ∈ A,Y ∈ B) = P(X ∈ A) · P(Y ∈ B)

pro všechna A,B ∈ B

podobně pro v́ıce než dvě náhodné veličiny, stejně jako u nezávislosti
jev̊u ale nestač́ı ově̌rovat součinovou vlastnost pouze pro všechny
dvojice, ani pouze pro celou n-tici
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Nezávislost náhodných veličin
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Sťredńı hodnota náhodné veličiny

bud’ X reálná náhodná veličina, sťredńı hodnotu EX definujeme jako
reálné č́ıslo

EX =

∫
Ω
X (ω) dP(ω),

pokud integrál na pravé straně existuje

poč́ıtáme samožrejmě jinak (věta o p̌renosu integrace):

EX =

∫ ∞

−∞
u dPX (u) =

∫ ∞

−∞
ufX (u)du pro spojité veličiny,

=
∑
i

xiP(X = xi ) pro diskrétńı veličiny

může být konečná, ∞,−∞ nebo neexistovat
bud’te X ,Y ,X1,X2, . . . ,Xn náhodné veličiny s konečnou sťredńı
hodnotou, pak plat́ı

E(a+ bX ) = a+ bEX
E(X + Y ) = EX + EY
E(X1 + . . .+ Xn) = EX1 + . . .+ EXn

pro nezávislé náhodné veličiny X ,Y plat́ı EXY = EX · EY
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Rozptyl náhodné veličiny

bud’ X reálná náhodná veličina s konečnou sťredńı hodnotou EX
a konečným druhým momentem EX 2 < ∞, rozptyl veličiny X
definujeme jako

varX = E(X − EX )2

často znač́ıme σ2 nebo σ2
X

plat́ı varX ≥ 0, nav́ıc varX = 0 ⇐⇒ ∃c ∈ R : P(X = c) = 1

obvykle poč́ıtáme jako varX = EX 2 − (EX )2, kde
EX 2 =

∫∞
−∞ u2 dPX (u) a dá se poč́ıtat podobně jako sťr. h. výše

pro každé a, b ∈ R plat́ı: var(a+ bX ) = E(a+ bX − E(a+ bX ))2 =
E(bX − E(bX ))2 = b2E(X − EX )2 = b2varX

pro nezávislé náhodné veličiny X1, . . . ,Xn plat́ı
var(X1 + . . .+ Xn) =

∑n
i=1 varXi

pro závislé náhodné veličiny plat́ı o něco složitěǰśı vzorec pro
var(X1 + . . .+ Xn)
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var(X1 + . . .+ Xn)

9 / 10
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definujeme jako

varX = E(X − EX )2
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obvykle poč́ıtáme jako varX = EX 2 − (EX )2, kde
EX 2 =

∫∞
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Kvantily spojité náhodné veličiny

pro α ∈ (0, 1) nazveme α-kvantilem rozděleńı spojité náhodné veličiny
X takové č́ıslo uα ∈ R, které splňuje P(X ≤ uα) = α

hodnotu u1/2 nazýváme medián

existuje obecněǰśı definice kvantil̊u, bez p̌redpokladu spojitosti
náhodné veličiny X
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existuje obecněǰśı definice kvantil̊u, bez p̌redpokladu spojitosti
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