I. Spočtěte následující limity (pomocí l’Hospitalova pravidla či jinak):

1. lim_{x→0}^{cosh x−cos x}_{x2} 2. lim_{x→0}^{tg x−x}_{x−sin x} 3. lim_{x→0}^{3 tg 4x−12 tg x}

3 sin 4x−12 sin x 4. limx→ π 4 x cotg x−1

x2 5. lim_{x→ π4}^{3√tg x−1}

2 sin2 x−1

6. lim_{x→0}^{x(ex+1)−2(ex −1)} x3 7. lim_{x→0}^{ax−asin x}_{x3} 8. lim_{x→1}^{xx−x}_{ln x−x+1} 9. lim_{x→0}^{cos(sin x)−cos x}_{x4}

10. lim_{x→a}

(_{tg x}

tg a )_{cotg(x−a)} 11. lim_{x→0+}^1_x^√_x (√ a arctg √_x a − √ b arctg √_x b ) , a > 0, b > 0 12. lim_{x→a}^{ax−xa}_{x−a} , a > 0 13. lim_{x→+∞} ( (x + a)^{1+ 1x} − x^{1+ 1x+a} ) 14. lim_{x→+∞}

(_3√

x^3 + x^2 + x + 1 − √ x^2 + x + 1^{ln(ex +x)}_x ) { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

Výsledky a návody. 1. 1 (Lze i bez l’Hospitalova pravidla. cosh x =^{ex+e−x}_2 .) 2. 2 3.

−2 4. 4^{π−4}_{π2} (dosazen«“m, l’Hospitalovo pravidlo nen«“ t»reba, a nav«“c ho pou»z«“t nelze) 5.^1_3 (Lze

i element«arn»e - pomoc«“ roz»s«“»ren«“ a p»reveden«“ na limitu v 0.) 6.^1_6 7.^1_6 log a, a > 0 8. −2

9.^1_6 10. exp(^1_{sin a cos a} ), a ≠^π_2 + kπ, k ∈ Z (nen«“ t»reba l’Hospitalovo pravidlo, pokud zn«ame

vzore»cek pro tg(x − y)) 11.^{a−b}_{3ab} 12. a^a(log a − 1) 13. a (Vytkn»ete vhodn«y »clen a alespo»n

zpo»c«atku pou»z«“vejte element«arn«“ metody v«ypo»ctu limit.) 14. −^1_6 (l’Hospitalovo pravidlo nen«“

t»reba. Uka»zte nejprve, »ze lze vynechat zlomek^{ln(ex +x)}_x , a pak spo»ct»ete pomoc«“ vhodn«eho roz»s«“»ren«“.)

================================================================

II. Spočtěte následující limity pomocí Taylorova vzorce

1. lim_{x→0}^{cos x−e −x} 2 2 x4 2. lim_{x→0}^{ex sin x−x(1+x)}_{x3} 3. lim_{x→+∞}

(_6√

x^6 + x^5 −^6 √ x^6 − x^5 ) 4. lim_{x→+∞} x^{32} (√ x + 1 + √ x − 1 − 2 √ x ) 5. lim_{x→0}^{ax+a−x −2}_{x2} (a > 0) 6. lim_{x→0}

(_1 x −^1_{sin x} ) 7. lim_{x→+∞} ( x − x^2 ln ( 1 +^1_x )) 8. lim_{x→0}^1_x

(_1 x −^{cos x}_{sin x} ) 9. lim_{x→+∞} (( x^3 − x^2 +^x_2 ) e^{1x} − √ x^6 + 1 ) 10. Najd»ete n ∈ N, aby limita a) lim_{x→0}^{tg(sin x)−sin(tg x)}_{xn} , b) lim_{x→0}^{(1+x)x−1}_{xn} c) lim_{x→0}^{cos x−cos(tg x)}_{xn} ,

d) lim_{x→0}^{e−(1+x)}

1_x

x^n byla kone»cn«a a ruzn«a od 0, a spo»ct»ete tuto limitu.

11. Najd»ete a, b ∈ R, aby lim_{x→0}^{x−(a+b cos x) sin x}_{x4} = 0.

12. Najd»ete a, b ∈ R, aby lim_{x→0}^{x−a sin x−b tg x}_{x4} = 0 a spo»ct»ete lim_{x→0}^{x−a sin x−b tg x}_{x5} .

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

Výsledky a návody. 1. −^1_{12} 2.^1_3 3.^1_3 (lze i element«arn»e, pomoc«“ vhodn«eho roz»s«“»ren«“)

4. −^1_4 (lze i element«arn»e, pomoc«“ dvoj«“ho vhodn«eho roz»s«“»ren«“, takov«y postup je po»cetn»e n«aro»cn»ej»s«“)

5. log^2 a 6. 0 7.^1_2 8.^1_3 9.^1_6 10. (a) n = 7, limita je^1_{30} ; (b) n = 2, limita je 1; (c)

n = 4, limita je^1_3 ; (d) n = 1, limita je^e_2 . 11. a =^4_3 , b = −^1_3 12. a =^2_3 , b =^1_3 , limita vyjde

−^1_{20}

================================================================

III. Vyjádřete primitivní funkce pomocí elementárních funkcí

na maximálních intervalech existence 1. ∫ x^3 + 2x +^{17}_x dx 2. ∫ 18e^x + 16e^{8x} −^1_x + 3 cos x dx 3.

∫_3√

1 − 3x dx 4.

∫_{(1−x)}3 x 3 √ x dx 5. ∫_x2

(1−x)100 dx 6. ∫ sin^7 x cos x dx 7. ∫ xe^{−x2} dx 8. ∫ tg x dx 9. ∫ cotg x dx 10. ∫ √ x^6 dx 11. ∫ | cos x| dx 12. ∫ arcsin sin^{4x}_{x2+1} dx 13.

∫_2x+1_{−5}x−1

10^x dx 14.

∫_e3x_{+1}

e^x+1 dx 15. ∫ tg^2 x dx 16. ∫ cotg^2 x dx 17. ∫_{dx} 2+3x2 18. ∫ sin^2 x dx 19. ∫ cos^4 x dx 20.

∫_x2_{dx}

cos2(x3) 21. ∫_x 1+4x2 dx 22. ∫_x 1+x4 dx 23. ∫_{dx} x log x log log x 24. ∫_{dx} sin x 25. ∫_{dx} cos x 26. ∫ xe^x dx 27. ∫ log x dx 28. ∫ arctg x dx 29.

∫_{sin x}

e^x dx 30. ∫ e^{ax} cos bx dx , a, b ∈ R 31. ∫ x^α log x dx 32. ∫ x^3 log^2 x dx 33. ∫ e^{√x} dx 34. ∫ log ( x + √ x^2 + 1 ) dx

Výsledky a návody. V«ysledky jsou uvedeny þa»z na konstantuß. 1.^1_4 x^4 + x^2 + 16 log |x|

na (−∞, 0) a na (0, ∞) 2. 18e^x + 2e^{8x} − log |x| + 3 sin x na (−∞, 0) a na (0, ∞) 3. −^1_4 (1 −

3x)^{43} , na R 4. −^3_3^√_x −^9_2^3 √ x^2 +^9_5 x^{53} −^3_8 x^{83} na (−∞, 0) a na (0, ∞) 5.^1_{99(1−x)99} −^1_{49(1−x)98} + 1 97(1−x)97 , na (−∞, 1) a na (1, ∞) 6. 1 8 sin^8 x na R 7. −^1_2 e^{−x2} na R 8. − log | cos x| na

ka»zd«em z intervalu (−^π_2 + kπ,^π_2 + kπ), k ∈ Z 9. log | sin x| na ka»zd«em z intervalu (kπ, (k +

1)π), k ∈ Z 10.^1_4 |x| · x^3, na R 11. sin ( x − π · [_x π +^1_2 ]) + 2 · [_x π +^1_2 ] , na R 12. F (x) =

2 log(1 + x^2) + π(x_2 − x_1) + 4 log^{x1}_{x2} x ∈ [−∞, −x_2]

−π(x + x_1) − 2 log(1 + x^2) + 4 log(^4_π x_1) x ∈ [−x_2, −x_1]

2 log(1 + x^2) x ∈ [−x_1, x_1]

π(x − x_1) − 2 log(1 + x^2) + 4 log(^4_π x_1) x ∈ [x_1, x_2]

2 log(1 + x^2) + π(x_2 − x_1) + 4 log^{x1}_{x2} x ∈ [x_2, ∞] a x_1 =^{4−√16−π2}_π

x_2 =^{4+√16−π2}_π

, na R 13.

−10·5^{−x} log 2+2^{−x} log 5

5 log 5 log 2 , na R 14. 1 2 e^{2x} − e^x + x, na R 15. tg x − x, na ka»zd«em z intervalu

(−^π_2 + kπ,^π_2 + kπ), k ∈ Z 16. − cotg x − x, na ka»zd«em z intervalu (kπ, (k + 1)π), k ∈ Z

17.^{1√}_6 arctg^{x√6}_2 , na R 18.^x_2 −^1_4 sin 2x, na R 19.^3_8 x +^3_8 sin x cos x +^1_4 sin x cos^3 x, na R

20.^1_3 tg(x^3), na ka»zd«em z intervalu (^3 √ −^π_2 + kπ,^3 √_π 2 + kπ), k ∈ Z 21.^1_8 log(1 + 4x^2), na R

22.^1_2 arctg(x^2), na R 23. log | log log x|, na (1, e) a na (e, ∞) 24. log | |tg^x_2 | |, na ka»zd«em z

intervalu (kπ, (k + 1)π), k ∈ Z 25. − log | tg(^π_4 −^x_2 ) | , na ka»zd«em z intervalu (−^π_2 + kπ,^π_2 + kπ),

k ∈ Z 26. (x − 1)e^x na R 27. x log x − x na (0, ∞) 28. x arctg x −^1_2 log(1 + x^2) na R

29. −^1_2 e^{−x} · (sin x + cos x), na R 30.^{eax}_{a2+b2} · (a cos bx + b sin bx) na R, pokud a^2 + b^2 ≠ 0; x

na R, pokud a = b = 0 31.^{x1+α}_{1+α} ·^(log x −^1_{1+a}^), na (0, ∞) pro α ≠ 1;^1_2 ln^2 x, na (0, ∞) pro

α = −1 32.^1_4 x^4 ln^2 x −^1_8 x^4 ln x +^1_{32} x^4, na (0, ∞) 33. 2e^{√x} · ( √ x − 1), na (0, ∞) 34.

x log ( x + √ x^2 + 1 ) − √ x^2 + 1, na R

================================================================

IV. Spočtěte primitivní funkce 1. ∫_x17_{−5} x−1 dx 2. ∫_x17_{−5}

x2−1 dx 3.

∫_x3_{+1} x3−5x2+6x dx 4. ∫_x x3−1 dx 5. ∫_{dx} x4+1 6. ∫_{dx} (x2+1)2 pomoc«“ x = tg y 7.

∫_x8_{+x−1}

x6+1 dx 8. ∫_{dx} (x2+3x+4)2

9. Pro jak«y vztah mezi parametry a, b, c ∈ R je primitivn«“ funkce k funkci f racion«aln«“, je-li f(x) =^{ax2+bx+c} x3(x−1)2 ? 10. ∫_{x dx} √ x+1+ 3 √ x+1 11. ∫ √_{1−x} 1+x dx x 12.

∫_3√_{1−x} 1+x dx x 13. ∫_{dx} (4+x2) √ 4−x2 14. ∫_{1−}^√_{x+1}

1− 3 √ x+1 dx 15. ∫^√_{x+1−}^√_{x−1} √ x+1+ √ x−1 dx 16.

∫_{exp x}

exp x+1 dx 17. ∫_e2x 1+e^x dx 18. ∫_{dx} 1+ √ x2+2x+2 19. ∫ √ x^2 − 2x − 1 dx 20.

∫_{(2x+3) dx}

(x2+2x+3) √ x2+2x+4 21. ∫_{dx√} x2+1 22. ∫ √ x^2 − 1 dx 23. ∫ √ 1 − x^2 dx 24.

∫_{sin x cos x}

1+sin4 x dx 25.

∫_{sin}2_x

sin x+2 cos x 26. ∫_{dx} 2 sin x−cos x+5 27. ∫_{dx} (sin2 x+2 cos2 x)2 28. ∫_{dx} (2+cos x) sin x 29.

∫_{sin}2_x

1+sin2 x dx 30.

∫_{sin x cos x}

sin x+cos x dx 31. ∫_{sin x}

sin3 x+cos3 x dx 32. ∫_{dx} sin4 x+cos4 x 33. ∫_{dx} 1+ε cos x , ε > 0 34. ∫_{dx} a2 sin2 x+b2 cos2 x , a, b ∈ R

Výsledky a návody. 1. (∑_{17} 1 x^k k ) − 4 log |x − 1|, x ∈ (−∞, 1) nebo x ∈ (1, +∞) 2. (∑_8 1 1 2k x^{2k} ) − 2 log |x − 1| + 3 log |x + 1|, x ∈ (−∞, −1) nebo x ∈ (−1, 1) nebo x ∈ (1, +∞)

3. x +^1_6 log |x| −^9_2 log |x − 2| +^{28}_3 log |x − 3|, x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0, 2) nebo x ∈ (2, 3)

nebo x ∈ (3, +∞) 4.^1_6 log^{(x−1)2}_{x2+x+1} +^{√3}_3 arctg^{2x+1√}_3 , x ∈ (−∞, 1) nebo x ∈ (1, +∞) 5. √ 2 8 log^{x2+x√2+1} x2−x √ 2+1 +^{√2}_4 arctg(x √ 2+1)+^{√2}_4 arctg(x √ 2−1) 6.^x_{2(x2+1)} +^1_2 arctg x 7.^1_3 x^3+^1_6 log(1+

x^2)+^{√3−1}_2 log(x^2 −x √ 3+1)−^{√3+1}_2 log(x^2 +x √ 3+1)−^{3−√3}_6 arctg(2x− √ 3)−^{3+√3}_6 arctg(2x+ √ 3) 8.^1_7 ·^{2x+3}

x2+3x+4 + 4 √ 7 49 arctg^{2x+3√}_7 9. a + 2b + 3c = 0 10. 6

(_1

9 u^{(3/2)} −^1_8 u^{(4/3)} +^1_7 u^{(7/6)} − 1 6 u +^1_5 u^{(5/6)} −^1_4 u^{(2/3)} ) , kde u = x + 1, x ∈ (−1, +∞) 11. log | | | √ 1+x− √ 1−x √ 1+x+ √ 1−x | | | + 2 arctg √_{1−x} 1+x ,

x ∈ (−1, 1) 12. log^{|u2−1|√}_{u4+u2+1} − √ 3 arctg^{2u+1}√_3 + √ 3 arctg^{2u−1}√_3 , kde u =^3 √_{1−x} 1+x , x ∈ (−∞, −1) nebo x ∈ (−1, 0) nebo x ∈ (1, +∞) 13. t = √_{2−x} 2+x 14. t =^6 √ x + 1 15. t = √_{x−1} x+1 16.

log (e^x + 1), x ∈ R 17. e^x − log(1 + e^x) 18.^2_{x−}^√_{x2+2x+2} − log( √ x^2 + 2x + 2 − x − 1), x ∈ R

19.^1_2 (x − 1) √ x^2 − 2x − 1 − log |x − 1 + √ x^2 − 2x − 1|, x ∈ (−∞, 1 − √ 2) nebo x ∈ (1 + √ 2, +∞) 20. log^{t2−4t+6}_{t2+2} +^{1√}_2 arctg^{t√}_2 −^{1√}_2 arctg^{t−2√}_2 , kde t = √ x^2 + 2x + 4 − x, x ∈ R 21. argsinh x =

log(x + √ x^2 + 1) na R 22.^1_2 x √ x^2 − 1 −^1_2 log |x + √ x^2 − 1| na (−∞, −1) a na (1, +∞) 23. x 2 √ 1 − x^2 +^1_2 arcsin x na (−1, 1) 24.^1_2 arctg sin^2 x 25. a 26. substituce y = tg^x_2 27.

substituce y = tg x 28. substituce y = cos x 29. substituce y = tg x 30. substituce y = tg^x_2 31. a 32. substituce y = tg x 33. substituce y = tg^x_2 34. substituce y = tg x ================================================================ V. Vypočtěte následující integrály 1. 2∫ 0 |1−x| dx 2. 1∫ −1 dx x2−2x cos α+1 , α ∈ (0, π) 3. 2π∫ 0 dx 1+ε cos x , ε ∈ [0, 1) 4. 1∫ −1 dx √_{(1−2ax+a2)(1−2bx+b2)} , |a| < 1, |b| < 1, ab > 0 5. π 2∫ 0 dx a2 sin2 x+b2 cos2 x , ab ≠ 0 6. 100π∫ 0 √ 1 − cos 2x dx 7.

log 2∫ 0 xe^{−x} dx 8. 2π∫ 0 x^2 cos x dx 9. e∫ 1_e

| log x| dx 10. √ 3∫ 0 x arctg x dx 11.

log 2∫ 0 √ e^x − 1 dx 12. a∫ 0 x^2 √ a^2 − x^2 dx 13. 1∫ 0 arcsin √ x √_{x(1−x)} dx 14.^1 ∫ −1 x dx x2+x+1 15. e∫ 1 (x log x)^2 dx 16. 1∫ 0 x^{15} √ 1 + 3x^8 dx 17. 2π∫ 0 dx (2+cos x)(3+cos x) 18. 2π∫ 0 dx sin4 x+cos4 x 19. π∫ 0 e^x cos^2 x dx 20. π 2∫ 0 sin^{2m} x cos^{2n} x dx 21.^π ∫ 0 sin nx sin x 22. π∫ 0 cos^n x cos nx

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { Výsledky a návody. 1. 1 2.^π_{2 sin α} 3.^{2π√}_{1−ε2} , substituce t = cotg^x_2 4. −^1_a log^{1−a}_{1+a} pokud

a = b,^{1√}_{ab} log^{1+√ab}_{1−}^√_{ab} pro a ≠ b (nap»r. substituce y = 1 − x a t = √_{(1−b)2+2by} (1−a)2+2ay ) 5. π 2|ab| (nap»r.

t = tg x) 6. 200 √ 2 7.^{1−log 2}_2 8. 4π 9. 2 −^2_e 10.^2_3 π −^{√3}_2 11. 2 −^π_2 12.^1_{16} πa^4

13.^{π2}_4 14.^1_2 log 3 −^{√3}_6 π 15.^{5e3−2}_{27} 16.^{1+√2}_{30} 17.^π_6 (4 √ 3 − 3 √ 2), substituce t = cotg^x_2 18. 2π √ 2, nap»r. substituce t = tg x na (0,^π_2 ) 19.^3_5 (e^π − 1) 20. Vyj«ad»rete sin a cos pomoc«“ exponenciely (i v dal»s«“ch p»r«“kladech). 21. π pro n lich«e, 0 pro n sud«e 22.^π_{2n}

Test číslo 3 – první verze 1. Spo»ct»ete (s vyu»zit«“m Taylorova rozvoje):

(17 bodu) lim_{x→+∞} x^2 ( ( 1 +^1_x )_x e − 1 + 1 2 log ( 1 + 1 x ))

Řešení. Pro x → +∞ plat«“:

(1) log ( 1 + 1 x ) = 1 x − 1 2x^2 + o ( 1 x^2 ) . Rozvi»nme v Tayloruv polynom i prvn«“ »clen v z«avorce: ( 1 +^1_x )_x e = 1 e · exp ( x log ( 1 + 1 x )) = 1 e · exp ( 1 − 1 2x + 1 3x^2 + o ( 1 x^2 ))

= exp ( − 1 2x + 1 3x^2 + o ( 1 x^2 ))

= 1 + ( − 1 2x + 1 3x^2 + o ( 1 x^2 )) + ( −^1_{2x} +^1_{3x2} + o

(_1 x2 ))_2 2 + o ( 1 x^2 )

= 1 − 1 2x + 1 3x^2 + 1 8x^2 + o ( 1 x^2 ) = 1 − 1 2x + 11 24x^2 + o ( 1 x^2 ) (2) D«ame-li dohromady (1) a (2), pak v«yraz v z«avorce (v zad«an«“) vyj«ad»r«“me jako 1 − 1 2x + 11 24x^2

− 1 + 1 2 · ( 1 x − 1 2x^2 + o ( 1 x^2 )) + o ( 1 x^2 ) = 5 24x^2 + o ( 1 x^2 ) , hledan«a limita je tedy^5_{24} . 2. Spo»ct»ete primitivn«“ funkci

(13 bodu) ∫ x^3 − 8 x^2 + 2x + 65 dx 3. Na maxim«aln«“ch intervalech existence vyj«ad»rete n«asleduj«“c«“ primitivn«“ funkci pomoc«“ element«arn«“ch funkc«“. Pokud pou»z«“v«ate n»ejakou v»etu o substituci, podrobn»e vysv»etlete jej«“ pou»zit«“. ∫ x sin √ x^2 + 7 dx

V«ypo»cet . . . 10 bodu, zduvodn»en«“ . . . 10 bodu.

Test číslo 3 – druhá verze 1. Spo»ct»ete (s vyu»zit«“m Taylorova rozvoje):

(17 bodu) lim_{x→0} 1 x^2 ( (1 + x)^{1x} e − 1 + 1 2 log(1 + x) )

2. Spo»ct»ete primitivn«“ funkci

(13 bodu) ∫ x^3 + 1 x^2 − 2x + 37 dx 3. Na maxim«aln«“ch intervalech existence vyj«ad»rete n«asleduj«“c«“ primitivn«“ funkci pomoc«“ element«arn«“ch funkc«“. Pokud pou»z«“v«ate n»ejakou v»etu o substituci, podrobn»e vysv»etlete jej«“ pou»zit«“. ∫ (x + 1) cos √ x^2 + 2x + 27 dx

V«ypo»cet . . . 10 bodu, zduvodn»en«“ . . . 10 bodu.

Řešení. Integrand je funkce spojit«a na R, a tedy m«a primitivn«“ funkci na R. Nejprve integr«al zjednodu»sme pomoc«“ prvn«“ substitu»cn«“ metody. V»simn»eme si, »ze integrand je ve tvaru f(φ(x)) · φ^′(x), kde φ(x) = x^2 + 2x + 27 a f(y) =^1_2 cos √ y. Funkce φ je spojit«a a kladn«a na R, m«a v»sude

na R vlastn«“ derivaci (φ^′(x) = 2x + 2), f je spojit«a na (0, +∞). Podle prvn«“ substitu»cn«“ metody

tedy n«a»s integr«al p»revedeme na integr«al (*) ∫ 1 2 cos √ y dy. Nyn«“ pou»zijme druhou substitu»cn«“ metodu, proved’me substituci þy = z^2ß. Funkce ψ(z) = z^2 je spojit«a a m«a vlastn«“ nenulovou derivaci ψ^′(z) = 2z na intervalu (0, +∞) a zobrazuje tento interval na interval (0, +∞). Podle druh«e substitu»cn«“ metody mu»zeme tedy po»c«“tat integr«al ∫ 1 2 cos √ z^2 · 2z dz

na intervalu (0, +∞). Na tomto intervalu je √ z^2 = z, a tedy mu»zeme po»c«“tat (s vyu»zit«“m metody per partes) ∫ 1 2 cos √ z^2 · 2z dz = ∫ z cos z dz = z sin z − ∫ sin z dz = z sin z + cos z + C

na (0, +∞). Nyn«“ dosazen«“m ψ^{−1}(y) = √ y za z dostaneme (podle druh«e substitu»cn«“ metody), »ze integr«al (*) se rovn«a √ y sin √ y + cos √ y + C, y ∈ (0, +∞). Nakonec za y dosad«“me φ(x) = x^2 + 2x + 27 a podle prvn«“ substitu»cn«“ metody dostaneme, »ze integr«al ze zad«an«“ se rovn«a √ x^2 + 2x + 27 sin √ x^2 + 2x + 27 + cos √ x^2 + 2x + 27 + C, x ∈ R.

Test číslo 3 – třetí verze 1. Spo»ct»ete (s vyu»zit«“m Taylorova rozvoje):

(17 bodu) lim_{x→0}

(1 + x)^x + cos ( x √ 2 ) − 2 x^3

2. Spo»ct»ete primitivn«“ funkci

(13 bodu) ∫ x^3 − 31 x^2 − 2x + 26 dx Řešení. Integrand je racion«aln«“ funkce, jmenovatel je kvadratick«y troj»clen bez re«aln«ych ko»renu, »citatel m«a stupe»n 3. Nejprve tedy vyd»el«“me polynomy:

x^3 − 31 x^2 − 2x + 26

= x +

2x^2 − 26x − 31 x^2 − 2x + 26

= x + 2 + −22x − 83 x^2 − 2x + 26

Primitivn«“ funkce k funkci x + 2 je nap»r«“klad^1_2 x^2 + 2x, zintegrujme tedy zbyl«y zlomek. Plat«“ −22x − 83 x^2 − 2x + 26 = −11(2x − 2) x^2 − 2x + 26 + −105 x^2 − 2x + 26 , p»ri»cem»z ∫ −11(2x − 2) x^2 − 2x + 26 dx = −11 log ( x^2 − 2x + 26 ) + C a ∫ −105 x^2 − 2x + 26 dx = −105 ∫ dx (x − 1)^2 + 25 = − 105 25 ∫ dx (_{x−1} 5 )_2 + 1 = −21 arctg x − 1 5 + C;

tedy hledan«a primitivn«“ funkce je^1_2 x^2 + 2x − 11 log(x^2 − 2x + 26) − 21 arctg^{x−1}_5 + C na R. 3. Na maxim«aln«“ch intervalech existence vyj«ad»rete n«asleduj«“c«“ primitivn«“ funkci pomoc«“ element«arn«“ch funkc«“. Pokud pou»z«“v«ate n»ejakou v»etu o substituci, podrobn»e vysv»etlete jej«“ pou»zit«“. ∫ x^3 arctg √ x^4 + 7 dx

V«ypo»cet . . . 10 bodu, zduvodn»en«“ . . . 10 bodu.

VI. Rovnice se separovanými proměnnými 1. Nalezn»ete maxim«aln«“ »re»sen«“ rovnice y^′ = y proch«azej«“c«“ bodem (0, 1). 2. Pro diferenci«aln«“ rovnici yy^′ + xy^2 = x nalezn»ete (a) v»sechna maxim«aln«“ »re»sen«“, (b) maxim«aln«“ »re»sen«“ proch«azej«“c«“ bodem (1, 0). 3. Pro diferenci«aln«“ rovnici y^′ =^{y2}_{x2} nalezn»ete (a) v»sechna maxim«aln«“ »re»sen«“, (b) maxim«aln«“ »re»sen«“ proch«azej«“c«“ bodem (1,^1_2 ), (c) v»sechna maxim«aln«“ »re»sen«“, kter«a jsou na sv«em de˛ni»cn«“m oboru omezen«a. 4. Pro diferenci«aln«“ rovnici y^′ = −^{(1+y2)x}_{1+x2} nalezn»ete (a) v»sechna maxim«aln«“ »re»sen«“, (b) maxim«aln«“ »re»sen«“ proch«azej«“c«“ bodem (0, 1). 5. Nalezn»ete »re»sen«“ rovnice y^′ =^5 √ y^2, kter«e spl»nuje y(−2) = −^3_5 a y(0) = 1.

6. Nalezn»ete v»sechna maxim«aln«“ »re»sen«“ rovnice y^′ =^{cos x}_{ey} . Ur»cete mno»zinu v»sech bodu v R^2 , kter«ymi proch«az«“ pr«av»e jedno »re»sen«“ de˛novan«e na cel«em R.

7. »Re»ste rovnici y^′(2 − e^x) = −3e^x tan y cos^2 y. Pro kter«a A existuje »re»sen«“ s vlastnost«“ lim x→+∞ y(x) − lim_{x→−∞} y(x) = A? Najděte všechna maximální řešení následujících rovnic 8. yy^′ =^{1−2x}_y 9. xy^′ + y = y^2 10. y^′ = 10^{x+y} 11. e^{−y}(1 + y^′) = 1

12. y^′ + √_{1−y2} 1−x2 = 0, x ∈ (−1, 1) (*na zbyl«ych intervalech) 13. y

′ sin x = y ln y, y(^π_2 ) = 1

14. y^′ =^{1+y2}_{1+x2} , y(0) = 1 15. y − xy^′ = b(1 + x^2y^′), y(1) = 1 (b ∈ R) { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { Výsledky a návody. 1. y(x) = e^x, x ∈ R. 2. (a) singul«arn«“ »re»sen«“ y^1_0 = 1 na R, y^2_0 = −1

na R; y^1(x) = sgn x ·^√1 − e^{−x2} na R, y^2_1(x) = − sgn x ·^√1 − e^{−x2} na R; y^1_c (x) =^√1 − ce^{−x2} , x ∈ ( √ log c, +∞), y^2_c (x) = − √ 1 − ce^{−x2} , x ∈ ( √ log c, +∞), y^3_c (x) = √ 1 − ce^{−x2} , x ∈ (−∞, − √ log c), y^4_c (x) = − √ 1 − ce^{−x2} , x ∈ (−∞, − √ log c) pro c > 1; y^1_c (x) = √ 1 − ce^{−x2} na R a y^2_c (x) = − √ 1 − ce^{−x2} na R pro c < 0 a c ∈ (0, 1). (b) Takov«e »re»sen«“ neexistuje. 3. (a) y^1_0 = 0 na (0, +∞), y^1_0 = 0 na (−∞, 0); dal»s«“ »re»sen«“ d«ana vzore»ckem y^j_c (x) =^x_{1−cx} , c ∈ R \{0}, j = 1, 2, 3 de˛nov«ana na intervalech: pro c > 0 y^1_c na (−∞, 0), y^2_c na (0,^1_c ), y^3_c na (^1_c , +∞); pro c < 0 y^1_c na (−∞,^1_c ), y^2_c na (^1_c , 0), y^3_c na (0, +∞). (b) y^3_{−1}(x) =^x_{1+x} , x ∈ (0, ∞). (c) Omezen«a jsou y^1_0 , y^2_0, y^1_c pro c > 0, y^3_c pro c < 0. 4. (a) y^1_c (x) = tg(c−^1_2 log(1+x^2)), x ∈ ( √ exp(−π + 2c) − 1, √ exp(π + 2c) − 1), y^2_c (x) = tg(c −^1_2 log(1 + x^2)), x ∈ (− √ exp(π + 2c) − 1, − √ exp(−π + 2c) − 1) pro c ≥^π_2 ; y_c(x) = tg(c − 1 2 log(1 + x^2)), x ∈ (− √ exp(π + 2c) − 1, √ exp(π + 2c) − 1) pro c ∈ (−^π_2 ,^π_2 ). (b) y π_4 (x) = tg(^π_4 − 1 2 log(1 + x^2)), x ∈ (− √ exp(^3_2 π) − 1, √ exp(^3_2 π) − 1). 5. Takov«e »re»sen«“ neexistuje. V»sechna

maxim«aln«“ »re»sen«“ jsou: y_s = 0 na R; y_{s,c} = { 0 x ∈ (−∞, c] (^3_5 (x − c))^53 x ∈ (c, +∞) pro c ∈ R; y_{c,s} = { 0 x ∈ (c, +∞] (^3_5 (x − c))^{53} x ∈ (−∞, c) pro c ∈ R;

y_{c,d} = (^3_5 (x − c))^{53} x ∈ (−∞, c) 0 x ∈ [c, d] (^3_5 (x − d))^53 x ∈ (d, +∞) pro c, d ∈ R, c ≤ d. 6. y_c = log(sin x + c), x ∈ R, pro c > 1;

y^k_c = log(sin x + c), x ∈ (2kπ − arcsin c, (2k + 1)π + arcsin c), k ∈ Z, pro c ∈ (−1, 1]; {(x, y) ∈ R^2 |

y > log(sin x + 1) nebo sin x = −1}. 7. y_{a,b,k}(x) = { arctg(a(e^x − 2)^3) + kπ x ∈ [log 2, +∞) arctg(b(e^x − 2)^3) + kπ x ∈ (−∞, log 2) pro a, b ∈ R a k ∈ Z. Hledanou mno»zinou je interval (−π, π). 8. y_c =^3 √ 3(x − x^2 + c), x ∈ R, pro c < −^1_4 ; y^{1,2}_{−1/4} = −^3 √ 3 · ( x −^1_2

) 2_3

, x ∈ (−∞,^1_2 ); nebo x ∈ (^1_2 , ∞); y^{1,2,3}_c =^3 √ 3(x − x^2 + c), x ∈ (−∞,^1_2 −^1_2 √ 1 + 4c), nebo x ∈ (^1_2 −^1_2 √ 1 + 4c,^1_2 +^1_2 √ 1 + 4c), nebo x ∈ (^1_2 +^1_2 √ 1 + 4c, ∞), pro c > −^1_4 . 9. y_0 = 1, x ∈ R; y_∞ = 0, x ∈ R; y^{1,2}_c =^1_{1−cx} , x ∈ (−∞,^1_c ) nebo x ∈ (^1_c , ∞), pro

c ∈ R \ {0}. 10. y_c = − log_{10}(c − 10^x), x ∈ (−∞, log_{10} c), pro c > 0. 11. y_∞ = 0, x ∈ R;

y^1_c = − log(1 + e^{x−c}), x ∈ R, pro c ∈ R; y^2_c = − log(1 − e^{x−c}), x ∈ (−∞, −c), pro c ∈ R. 12.

y_− 3_{2 π} = −1, x ∈ (−1, 1); y^π_2 = 1, x ∈ (−1, 1); y_c = { x · sin c + √ 1 − x^2 · cos c x ∈ (−1, − sin c) −1 x ∈ [− sin c, 1)

pro c ∈ (−^3_2 π, −^π_2 ); y_c = { x · sin c + √ 1 − x^2 · cos c x ∈ (sin c, 1) 1 x ∈ [−1, sin c)

, pro c ∈ (−^π_2 ,^π_2 ), y_−^π_2 = −x,

x ∈ (−1, 1). 13. y_0 = 1, x ∈ R; y^k_c = e^{c tg x2} , x ∈ ((2k − 1)π, (2k + 1)π), k ∈ Z, pro c ∈ R \ {0}. »Re»sen«“ rovnice s po»c«ate»cn«“ podm«“nkou je y_0. 14. y_0 = x, x ∈ R; y^{1,2}_∞ = −^1_x , x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0, ∞); y^{1,2}_c =^{x+c}_{1−cx} , x ∈ (−∞,^1_c ) nebo x ∈ (^1_c , ∞). »Re»sen«“ rovnice s po»c«ate»cn«“ podm«“nkou je y^1. 15. Pro b = 0: y_c = cx, x ∈ R, pro c ∈ R. »Re»sen«“ rovnice s po»c«ate»cn«“ podm«“nkou je y_1. Pro b ≠ 0: y_0 = b, x ∈ R; y^{1,2}_c = b +^{cx}_{1+bx} , x ∈ (−∞, −^1_b ) nebo x ∈ (−^1_b , ∞). »Re»sen«“ rovnice s po»c«ate»cn«“ podm«“nkou je y_0, pokud b = 1; neexistuje, pokud b = −1; y^1_{1−b1+b} , pokud b < −1; y^2_{1−b1+b} , pokud b ∈ (−1, 1) ∪ (1, ∞).

2. 3.

8. 9.

6. 12.

VII. Vyšetřete konvergenci Newtonových integrálů 1. a)

∫_1 0 x^{log x} dx b)

∫_1 0 x^{− log x} dx 2.

∫_1 0 √ x √ 1−x4 dx 3.

∫_1 0 x2 dx 3√_{(1−x2)5} 4.

∫_1 0 dx e^{√x} −1 dx 5. ∫_1 0 √ x dx esin^x −1 6.

∫_1 0 dx e^x−cos x 7. ∫ π_2 0 log sin x √ x dx 8. ∫_β α arcsin2(sin x) sin x dx 9. ∫ π_2 0 dx sin^p x cos^q x 10. ∫ π_2 0 dx sin^q x(1−sin x)^p 11. ∫_∞ 1 dx x^p ln^q x 12. ∫_∞ 2 dx x^p ln^q x 13. ∫_∞ e dx x^p(ln x)^q (ln ln x)^r 14. ∫_∞ e+1 dx x^p(ln x)^q (ln ln x)^r 15. ∫_∞ 0 x^k 1+x^t dx 16. ∫ π_2 0 1−cos x

x^m dx 17. ∫_∞ 1 x^{k x−sin x} x+sin x dx 18. ∫_∞ 0 x^α arctg^β x dx 19. ∫ π_2 0 x^α (_π 2 − x )_β tg^γ x dx – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – Výsledky a návody. 1. a) diverguje, b) konverguje 2. konverguje 3. diverguje 4. konverguje 5. konverguje 6. diverguje 7. konverguje 8. konverguje, pokud α, β ∈ R, diverguje, je-li jedno z α, β nekone»cn«e 9. konverguje, pokud p < 1 a q < 1 10. konverguje, pokud q < 1 a p <^1_2 11. konverguje, pokud p > 1 a q < 1 12. konverguje, pokud p > 1 nebo p = 1 & q > 1 13. konverguje, pokud p > 1 & r < 1 nebo p = 1 & q > 1 & r < 1 14. konverguje, pokud p > 1 nebo p = 1 & q > 1 nebo p = q = 1 & r > 1 15. konverguje, pokud −1 < k < t − 1 nebo −1 > k > t − 1 16. konverguje, pokud m < 3 17. konverguje, pokud k < −1 18. konverguje, pokud α < −1 < α + β 19. konverguje, pokud α + γ > −1 a β − γ > −1 ================================================================ VIII. Zjistěte, zda existují limity, a existují-li, spočtěte je

1. lim_{x→0} y→0 x2+y2 √_{x2+y2+1−1} 2. lim_{x→0} y→0 √_{x2y2+1−1} x2+y2 3. limx→0 y→0 sin(x3+y3)

x2+y2 4. limx→0 y→0 1−cos(x2+y2) (x2+y2)x2y2 5. lim_{x→0} y→0 e^− 1 x2+_y2 x4+y4 6. limx→0 y→0 (1 + x^2y^2)^{1x2+y2} 7. lim_{x→0} y→0 x2y2 x2y2+(x−y)2 8. limx→0 y→0 (x + y) sin^1_x sin^1_y

9. lim_{x→0} y→3 sin xy x 10. lim_{x→0} y→0 (x^2 + y^2)^{x2y2}

Lze následující funkce spojitě rozšířit na celou rovinu ? 11.^{x+y}

√_{x2+y2} 12.^{xy}√_{x2+y2} 13.^{xy2}√_{x4+y4} 14.^{sin xy}_x { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { Výsledky a návody. 1. 2 2. 0 3. 0 4. Neexistuje { funkce nen«“ de˛novan«a na prstencov«em okol«“ bodu (0, 0). Limita p»res mno»zinu {(x, y) : x ≠ 0 ≠ y} je +∞. 5. 0 6. 1 7. Neexistuje. 8. Neexistuje, proto»ze funkce nen«“ de˛novan«a na prstencov«em okol«“ bodu (0, 0). Limita p»res mno»zinu {(x, y) : x ≠ 0 ≠ y} je 0. 9. Neexistuje, proto»ze funkce nen«“ de˛novan«a na prstencov«em okol«“ bodu (0, 3). Limita p»res mno»zinu {(x, y) : x ≠ 0} je 3. 10. 1 11. Ne. 12. Ano. f(0, 0) = 0 13. Ano. f(0, 0) = 0 14. Ano. f(0, y) = y

IX. Zkoumejte existenci a hodnotu parciálních derivací a diferenciálu (ev. spojitě dodefinované, lze-li to udělat) funkce f(x, y) = 1. √ x^2 + y^2 2.^3 √ x + y^2 3. arctg^{x+y}_{1−xy} 4.^3 √ x^2 + y · ln(x^2 + y^2) 5. |x| · |y| 6.^3 √ xy 7.^3 √ x^3 + y^3 8. (x^2 + y^2) sin^1_{x2+y2} 9. e^{−1x2+y2+xy} 10.^{x2y(|x|+|y|)}_{x4+y2} 11. Necht’ f(x, y) = xy^{x2−y2}_{x2+y2} , f(0, 0) = 0. Spo»ct»ete^{∂2f}_{∂x∂y} (0, 0) a^{∂2f}_{∂y∂x} (0, 0). 12. Spo»ct»ete δf((1, 1, 1), v), kde v =^{(1,1,1)√}_3 a f(x, y, z) = x^y + y^z.

13. Necht’ f(s, t) je kladn«a funkce t»r«“dy C^1 na R^2 . Vyj«ad»rete parci«aln«“ derivace 1. »r«adu funkce g pomoc«“ hodnot a derivac«“ funkce f, pokud je (a) g(x, y) = f(x, y)^{f(x,y)}, b) g(x, y) = f(x, y)^{f(y,x)}. 14. Necht’ f m«a diferenci«al v bod»e (1, 1) a necht’ f(1, 1) = f^′_1(1, 1) = 1, f^′_2(1, 1) = 2. Polo»zme g(t, u) = f(f(u, t), f(t, u)). Spo»ct»ete^{∂g}_{∂t} (1, 1).

15. Necht’ f(r, φ) = g(r cos φ, r sin φ), funkce g m«a diferenci«al v bod»e (1, 1),^{∂f}_{∂r} ( √ 2,^π_4 ) = 0, ∂f ∂φ ( √ 2,^π_4 ) = 4. Spo»ct»ete g^′_1(1, 1), g^′_2(1, 1).

16. P»reved’te do pol«arn«“ch sou»radnic rovnici a) x ·^{∂u}_{∂y} + y ·^{∂u}_{∂x} = 0, b)^{∂2u}_{∂x2} +^{∂2u}_{∂y2} = 0. *17. P»reved’te do sf«erick«ych sou»radnic rovnici^{∂2u}_{∂x2} +^{∂2u}_{∂y2} +^{∂2u}_{∂z2} = 0.

18. Transformujte do pol«arn«“ch sou»radnic rovnici^{dy}_{dx} =^{x+y}_{x−y} (t.j. napi»ste odpov«“daj«“c«“ rovnici pro r = r(φ)).

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { Výsledky a návody. 1. Mimo (0, 0) diferencovateln«a, v (0, 0) neexistuj«“ parci«aln«“ derivace. 2. Diferencovateln«a krom»e bodu (−y^2, y), y ∈ R, v nich neexistuj«“ parci«aln«“ derivace. 3. Diferencovateln«a mimo body (x,^1_x ). V t»echto bodech nelze spojit»e dode˛novat. 4. V (0, 0) spojit»e dode˛novat 0. Mimo body (x, −x^2) diferencovateln«a. V (x, −x^2) neexistuj«“ parci«aln«“ derivace pokud x^2 + x^4 ≠ 1, pokud x^2 + x^4 = 1, je tam diferenci«al 0. 5. Pro x ≠ 0, y ≠ 0 diferencovateln«a.^{∂f}_{∂x} (x, 0) = 0,^{∂f}_{∂y} (0, y) = 0;^{∂f}_{∂y} (x, 0) neexistuje pro x ≠ 0,^{∂f}_{∂x} (0, y) neexistuje pro y ≠ 0; v (0, 0) je diferenci«al 0. 6. Pro x ≠ 0, y ≠ 0 diferencovateln«a.^{∂f}_{∂x} (x, 0) = 0,^{∂f}_{∂y} (0, y) = 0; ∂f ∂y (x, 0) neexistuje pro x ≠ 0,^{∂f}_{∂x} (0, y) neexistuje pro y ≠ 0;^{∂f}_{∂x} (0, 0) =^{∂f}_{∂y} (0, 0) = 0, ale diferenci«al neexistuje. 7. Mimo body (x, −x) diferencovateln«a. V bodech (x, −x), x ≠ 0 neexistuj«“ parci«aln«“ derivace.^{∂f}_{∂x} (0, 0) =^{∂f}_{∂y} (0, 0) = 1, ale diferenci«al neexistuje. 8. V (0, 0) dode˛novat 0, diferencovateln«a v»sude (v (0, 0) je diferenci«al 0). 9. V (0, 0) dode˛novat 0, diferencovateln«a v»sude (v (0, 0) je diferenci«al 0). 10. V (0, 0) dode˛novat 0. Mimo (0, 0) diferencovateln«a.^{∂f}_{∂x} (0, 0) =^{∂f}_{∂y} (0, 0) = 0, ale diferenci«al neexistuje. 11.^{∂2f}_{∂x∂y} (0, 0) = −1,^{∂2f}_{∂y∂x} (0, 0) = 1 12.^{2√}_3 13. (a)^{∂g}_{∂x} (x, y) = f(x, y)^{f(x,y)} ·^{∂f}_{∂t} (x, y) · (log f(x, y) + 1),^{∂g}_{∂y} (x, y) = f(x, y)^{f(x,y)} · ∂f ∂s (x, y) · (log f(x, y) + 1), (b)^{∂g}_{∂x} (x, y) = f(x, y)^{f(y,x)} · (_{∂f} ∂s (y, x) log f(x, y) +^{∂f}_{∂t} (x, y) ·^{f(y,x)}_{f(x,y)} ) , ∂g ∂y (x, y) = f(x, y)^{f(y,x)} · (_{∂f} ∂t (y, x) log f(x, y) +^{∂f}_{∂s} (x, y) ·^{f(y,x)}_{f(x,y)} ) 14. 4 15. g^′_1 = −2, g^′_2 = 2.

16. (a) r sin 2φ^{∂u∗}_{∂r} + cos 2φ^{∂u∗}_{∂φ} = 0 (b)^{∂2u∗}_{∂r2} +^1_{r2}^{∂2u∗}_{∂φ2} +^1_r^{∂u∗}_{∂r} = 0 17.^{∂2u∗}_{∂r2} +^1_{r2 sin2 ϑ}^{∂2u∗}_{∂φ2} + 1 r2 ∂2u^∗ ∂ϑ2 +^2_r^{∂u∗}_{∂r} +^1_{r2} cotg ϑ^{∂u∗}_{∂ϑ} = 0 (p»ri»cem»z x = r cos φ sin ϑ, y = r sin φ sin ϑ, z = r cos ϑ) 18. dr dφ = r

X. V následujících úlohách zjistěte sup a inf funkce na množině M a vyšetřete, zda těchto hodnot funce na M nabývá.

1. f (x, y, z) = (x + y)^2 + (x − y)^2 + z; M = [−1; 1] × [−1; 1] × [−1; 1]; 2. f (x, y) =^x_a +^y_b , a > 0, b > 0; M = {(x, y) ; x^2 + y^2 ≤ 1}; 3. a) f (x, y) = ( x^2 + y^2 ) e^−(^{x2+y2}) b) f (x, y) = ( 5x^2 + y^2 ) e^−(^{x2+3y2}); M = R^2 ; 4. f (x, y, z) = x^2 +y^2 +z^2 +2x+4y −6z; M = R^3 ;

5. f (x, y) = x^2 − xy + y^2, M = {(x, y) ∈ R^2 ; |x| + |y| ≤ 1} 6. f (x, y) = (x + y) e^{−2x−3y} ; M = {(x, y) ; x > 0, y > 0} 7. f (x, y, z) = x − 2y + 2z, a) M = {(x, y, z) , x^2 + y^2 + z^2 = 1}, b) M = {(x, y, z) , x^2 + y^2 + z^2 = 1, x + y + z = 0} 8. f (x, y, z) = xyz, M jako v p»redchoz«“m p»r«“kladu.

9. f (x, y, z) = sin x sin y sin z, M = {(x, y, z) ; x + y + z =^π_2 , x > 0, y > 0, z > 0} 10. f (x, y, z) = xy^2z^3, M = {(x, y, z) ; x + 2y + 3z = a, x > 0, y > 0}, kde a > 0. 11. f (x_1, . . . , x_n) = x^p_1 + · · · + x^p_n; M = {(x_1, . . . , x_n) ; x_1 + · · · + x_n = a, x_1 > 0, . . . , x_n > 0}; kde a > 0, p > 0. 12. f (x, y) = x + y, M = {(x, y) ; x^3 + y^3 − 2xy = 0, x ≥ 0, y ≥ 0} 13. f(x, y, z) = 10z + x − y, M = {(x, y, z), x^2 + y^2 + z^2 ≤ 1, y + x ≥ 0} 14. f(x, y) =^1_x +^1_y ,

M = {(x, y),^1_{x2} +^4_{y2} = 1} 15. f(x, y) = y, M = {(x, y), ( x^2 + y^2

)_2 = Kxy}, kde K > 0 { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { Výsledky a návody. 1. max 5 v bodech (1, 1, 1), (1, −1, 1), (−1, 1, 1), (−1, −1, 1), min −1 v bod»e (0, 0, −1) 2. max^{√a2+b2}_{ab} v bod»e (^{b√}_{a2+b2} ,^{a√}_{a2+b2} ), min −^{√a2+b2}_{ab} v bod»e (−^{b√}_{a2+b2} , −^{a√}_{a2+b2} ) 3. (a) min 0 v (0, 0), max^1_e v bodech kru»znice x^2 + y^2 = 1, (b) min 0 v (0, 0), max^5_e v bodech (±1, 0). 4. sup +∞, min −14 v bod»e (−1, −2, 3) 5. max 1 v bodech (±1, 0), (0, ±1), min 0 v (0, 0) 6. sup^1_{2e} , nenab«yv«a se, inf 0, nenab«yv«a se. 7. a) max 3 v (^1_3 , −^2_3 ,^2_3 ), min −3 v

(−^1_3 ,^2_3 , −^2_3 ); b) max

√_{26} 3 v (^2√_{78} , −^7√_{78} ,^5√_{78} ), min −

√_{26} 3 v (−^2√_{78} ,^7√_{78} , −^5√_{78} ); 8. a) max^1_3√_3 v bodech (^1√_3 ,^1√_3 ,^1√_3 ), (−^1√_3 , −^1√_3 ,^1√_3 ), (^1√_3 , −^1√_3 , −^1√_3 ), (−^1√_3 ,^1√_3 , −^1√_3 ); min −^1_3√_3 v bodech (−^{1√}_3 , −^{1√}_3 , −^{1√}_3 ), (−^1√_3 ,^1√_3 ,^1√_3 ), (^1√_3 , −^1√_3 ,^1√_3 ), (^1√_3 ,^1√_3 , −^1√_3 ); b) max^1_3√_6 v bodech (^2√_6 , −^1√_6 , −^1√_6 ), (−^1√_6 ,^2√_6 , −^1√_6 ), (−^1√_6 , −^1√_6 ,^2√_6 ); min −^1_3√_6 v bodech (−^2√_6 ,^1√_6 ,^1√_6 ), (^1√_6 , −^2√_6 ,^1√_6 ), (^1√_6 ,^1√_6 , −^2√_6 );

9. max^1_8 v (^π_6 ,^π_6 ,^π_6 ), inf 0, nenab«yv«a se 10. max^{a6}_{66} v (^a_6 ,^a_6 ,^a_6 ), inf −∞ 11. pro p = 1 je f na M konstantn«“; pro p > 1 je sup a^p, nenab«yv«a se, min^{ap}_{np−1} v (^a_n , . . . ,^a_n ); pro p ∈ (0, 1) je inf a^p, nenab«yv«a se, max^{ap}_{np−1} v (^a_n , . . . ,^a_n ); 12. max 2 v (1, 1), min 0 v (0,0) 13. max √ 102 v (^1√_{102} , −^1√_{102} ,^{10}√_{102} ); min − √ 102 v (−^1√_{102} ,^1√_{102} , −^{10}√_{102} ); 14. max^{√5}_2 v (^{√5}_2 , 2 √ 5); min −^{√5}_2 v (−^{√5}_2 , −2 √ 5); 15. max^1_4 √ k · 15^{34} v (^1_4 √ k^4 √ 15,^1_4 √ k · 15^{34} ); min −^1_4 √ k · 15^{34} v (−^1_4 √ k^4 √ 15, −^1_4 √ k · 15^{34} ).

Test číslo 4 – první verze

1. Necht’ f(x, y) = {_{|x|α} x2+y2 x ≠ 0 0 x = 0, kde α ∈ R je parametr.

a) Ur»cete, pro kter«a α je f spojit«a na R^2 . (8 bodu) b) Spo»ct»ete^{∂f}_{∂x} (0, 0) a^{∂f}_{∂y} (0, 0) pro v»sechna α, pro n»e»z tyto derivace existuj«“. (6 bodu) c) Ur»cete, pro kter«a α m«a f v bod»e (0, 0) tot«aln«“ diferenci«al. (7 bodu) Řešení.

(a) Funkce f je z»rejm»e spojit«a ve v»sech bodech mimo osu y. Sta»c«“ tedy zkoumat spojitost v bodech osy y. Pro x ≠ 0 plat«“ f(x, 0) = |x|^{α−2}. Je-li f spojit«a na R^2 , je spojit«a i v bod»e (0, 0), a tedy plat«“ lim_{x→0} |x|^{α−2} = 0, co»z plat«“ pr«av»e pro α > 2. Tedy pro α ≤ 2 funkce f nen«“ spojit«a. Nyn«“ p»redpokl«adejme, »ze α > 2. Pak pro x ≠ 0 plat«“: 0 ≤ f(x, y) = |x|^{α−2} · x^2 x^2 + y^2 ≤ |x|^{α−2}, a tedy pro ka»zd«e y_0 ∈ R plat«“ lim_{x→0} y→y0 x≠0 f(x, y) = 0,

a tedy i lim_{x→0} y→y0 f(x, y) = 0,

tud«“»z f je spojit«a na R^2 .

Závěr. Funkce f je spojit«a na R^2 , pr«av»e kdy»z α > 2.

(b) Proto»ze f(0, y) = 0, je^{∂f}_{∂y} (0, 0) = 0 pro v»sechna α ∈ R. Derivaci dle x po»c«“tejme z de˛nice: ∂f ∂x (0, 0) = lim_{x→0} f(x, 0) − f(0, 0) x = lim_{x→0} |x|^{α−2} x = lim_{x→0} |x|^{α−3} · sgn x { = 0 α > 3 neexistuje α ≤ 3

(c) Pro α ≤ 3 tot«aln«“ diferenci«al neexistuje, proto»ze neexistuje parci«aln«“ derivace podle x. P»redpokl«adejme tedy, »ze α > 3. Pak jsou ob»e parci«aln«“ derivace v bod»e (0, 0) nulov«e, a tedy tot«aln«“ diferenci«al, existuje-li, mus«“ b«yt rovn»e»z nulov«y. Zda nulov«e zobrazen«“ je tot«aln«“m diferenci«alem, zjist«“me z de˛nice { uva»zme limitu

lim_{x→0} y→0 x≠0

|x|^α x2+y2 √ x^2 + y^2

= lim_{x→0} y→0 x≠0 |x|^α (x^2 + y^2)^32 .

Plat«“ 0 ≤ |x|^α (x^2 + y^2)^32 ≤ |x|^{α−3} |x|^3 (x^2 + y^2)^32 ≤ |x|^{α−3}, a proto»ze α > 3, je ona limita nulov«a, diferenci«al tud«“»z existuje. Závěr. Tot«aln«“ diferenci«al existuje, pr«av»e kdy»z α > 3 (a je pak nulov«y).

2. Necht’ diferencovateln«e funkce r(x, y) a ϕ(x, y) spl»nuj«“ rovnice x = e^{2r} cos ϕ, y = e^{5r} sin ϕ. Spo»ct»ete^{∂r}_{∂x} (1, 0) a^{∂ϕ}_{∂x} (1, 0) (13 bodu)

3. Najd»ete minimum funkce f(x, y) = x^2 − 2xy +^1_2 y^2 na mno»zin»e M = {(x, y) : |x| + |y| ≤ 1}. (16 bodu)

Test číslo 4 – druhá verze

1. Necht’ f(x, y) = {_{|y|−α} x2+y2 y ≠ 0 0 y = 0, kde α ∈ R je parametr.

a) Ur»cete, pro kter«a α je f spojit«a na R^2 . (8 bodu) b) Spo»ct»ete^{∂f}_{∂x} (0, 0) a^{∂f}_{∂y} (0, 0) pro v»sechna α, pro n»e»z tyto derivace existuj«“. (6 bodu) c) Ur»cete, pro kter«a α m«a f v bod»e (0, 0) tot«aln«“ diferenci«al. (7 bodu) 2. Necht’ diferencovateln«e funkce r(x, y) a ϕ(x, y) spl»nuj«“ rovnice x = e^{6r} cos ϕ, y = e^{9r} sin ϕ. Spo»ct»ete^{∂r}_{∂x} (0, 1) a^{∂ϕ}_{∂x} (0, 1) (13 bodu) Řešení. Dosad«“me-li do rovnic x = 0 a y = 1, dostaneme

0 = e^{6r(0,1)} cos(ϕ(0, 1)) a 1 = e^{9r(0,1)} sin(ϕ(0, 1)).

Dle prvn«“ rovnosti je tedy cos(ϕ(0, 1)) = 0, tud«“»z sin(ϕ(0, 1)) = ±1. Z druh«e rovnosti d«“ky tomu, »ze e^t > 0 pro v»sechna t, plyne sin(ϕ(0, 1)) = 1 a r(0, 1) = 0. Zderivujme rovnice ze zad«an«“ podle x. Dostaneme

1 = 6e^{6r} · ∂r ∂x · cos ϕ − e^{6r} sin ϕ · ∂ϕ ∂x a 0 = 9e^{9r} · ∂r ∂x · sin ϕ + e^{9r} cos ϕ · ∂ϕ ∂x . Dosad«“me x = 0 a y = 1. M«ame tedy

1 = − ∂ϕ ∂x (0, 1) a 0 = 9 ∂r ∂x (0, 1),

tud«“»z^{∂ϕ}_{∂x} (0, 1) = −1 a^{∂r}_{∂x} (0, 1) = 0.

3. Najd»ete minimum funkce f(x, y) = x^2 − 2xy −^1_2 y^2 na mno»zin»e M = {(x, y) : |x| + |y| ≤ 1}. (16 bodu) { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { Test číslo 4 – třetí verze

1. Necht’ f(x, y) = {_{|y|α} x4+y4 y ≠ 0 0 y = 0, kde α ∈ R je parametr.

a) Ur»cete, pro kter«a α je f spojit«a na R^2 . (8 bodu) b) Spo»ct»ete^{∂f}_{∂x} (0, 0) a^{∂f}_{∂y} (0, 0) pro v»sechna α, pro n»e»z tyto derivace existuj«“. (6 bodu) c) Ur»cete, pro kter«a α m«a f v bod»e (0, 0) tot«aln«“ diferenci«al. (7 bodu) 2. Necht’ diferencovateln«e funkce r(x, y) a ϕ(x, y) spl»nuj«“ rovnice x = e^r cos ϕ, y = e^{13r} sin ϕ. Spo»ct»ete^{∂r}_{∂y} (0, −1) a^{∂ϕ}_{∂y} (0, −1) (13 bodu)

3. Najd»ete maximum funkce f(x, y) = 2x^2 − 10xy − 7y^2 na mno»zin»e M = {(x, y) : |x| + |y| ≤ 2}. (16 bodu) Řešení. Funkce f je spojit«a, mno»zina M kompaktn«“, a tedy maximum existuje. Pokud se nab«yv«a uvnit»r M, je v p»r«“slu»sn«em bod»e lok«aln«“ extr«em, a tedy^{∂f}_{∂x} =^{∂f}_{∂y} = 0. P»ritom ∂f ∂x = 4x − 10y, ∂f ∂y = −10x − 14y. Ob»e parci«aln«“ derivace jsou nulov«e jen v bod»e (0, 0) a f(0, 0) = 0.

D«ale mus«“me vy»set»rit hranici mno»ziny M. Skl«ad«a se ze »cty»r «use»cek. Vy»set»reme jednu po druh«e. (i) x + y = 2, x ≥ 0, y ≥ 0. Pak tedy y = 2 − x, na t«eto «use»cce m«a funkce tvar f(x, 2 − x) = 5x^2 + 8x − 28. Je-li extr«em ve vnit»rn«“m bod»e «use»cky, pak derivace mus«“ b«yt nulov«a, neboli 10x + 8 = 0, co»z na t«eto «use»cce nenastane.

(ii) x − y = 2, x ≥ 0, y ≤ 0. Pak y = x − 2, f(x, x − 2) = −15x^2 + 48x − 28, derivace je −30x + 48, nulov«a je pro x =^8_5 . Pak y = −^2_5 . Plat«“ f(^8_5 , −^2_5 ) =^{52}_5 .

(iii) −x − y = 2, x ≤ 0, y ≤ 0. Pak tedy y = −2 − x, na t«eto «use»cce m«a funkce tvar f(x, 2 − x) = 5x^2 − 8x − 28. Derivace je 10x − 8, co»z na t«eto «use»cce nenab«yv«a hodnoty 0. (iv) −x+y = 2, x ≤ 0, y ≥ 0. Pak y = x+2, f(x, x+2) = −15x^2 −48x−28, derivace je −30x−48, nulov«a je pro x = −^8_5 . Pak y =^2_5 . Plat«“ f(−^8_5 ,^2_5 ) =^{52}_5 .

Nakonec zb«yv«a vy»set»rit krajn«“ body uva»zovan«ych «use»cek. Plat«“ f(2, 0) = f(−2, 0) = 8, f(0, 2) = f(0, −2) = −28.

Nejv»et»s«“ hodnota je tedy^{52}_5 a nab«yv«a se ve dvou bodech (−^8_5 ,^2_5 ) a (^8_5 , −^2_5 ). ================================================================

XI. Implicitní funkce 1. Je d«an vztah e^{xy} + sin y + y^2 = 1 a bod [2, 0]:

a) Doka»zte, »ze t«“mto vztahem je de˛nov«ana hladk«a funkce y = f(x) v jist«em okol«“ bodu 2, pro kterou plat«“ f(2) = 0; b) napi»ste rovnici te»cny ke grafu funkce f v bod»e 2. 2. Je d«an vztah x^2 + 2y^2 + 3z^2 + xy − z − 9 = 0 a bod [1, −2, 1]:

a) Doka»zte, »ze t«“mto vztahem je de˛nov«ana hladk«a funkce z = z(x, y) v jist«em okol«“ U bodu [1, −2], pro kterou plat«“ z(1, −2) = 1; b) ur»cete^{∂z}_{∂x} ,^{∂z}_{∂y} v okol«“ U; c) napi»ste rovnici te»cn«e roviny ke grafu funkce z = z(x, y) v bod»e [1, −2]. 3. Je d«ana vztah x^2 + 2xy^2 + y^4 − y^5 = 0 a bod [0, 1]. Doka»zte, »ze a) t«“mto vztahem je de˛nov«ana hladk«a funkce y = f(x) v jist«em okol«“ bodu 0, pro kterou plat«“ f(0) = 1; b) funkce f roste v jist«em okol«“ bodu 0.

4. Doka»zte, »ze mno»zina bodu (x, y, z) ∈ R, kter«e spl»nuj«“ vztah

x^2 + y^2 + z^2 − 3xyz = 0

je v okol«“ bodu (1, 1, 1) popsateln«a jako graf funkce f(x, y) de˛novan«e na jist«em okol«“ bodu (1,1), pro kterou je f(1, 1) = 1. Ur»cete tot«aln«“ diferenci«al v bod»e (1,1) a napi»ste rovnici te»cn«e roviny ke grafu funkce f v tomto bod»e. 5. Necht’ x_0 je jednon«asobn«y ko»ren rovnice x^n + a_1x^n�^1 + · · · + an = 0. Doka»zte, »ze existuj«“ ε > 0 a δ > 0 takov«e, »ze kdykoli |b_i − a_i| < δ pro i = 1, . . . , n, pak rovnice x^n + b_1x^n�^1 + · · · + bn = 0 m«a v intervalu (x_0 − ε, x_0 + ε) pr«av»e jeden ko»ren. Spo»ct»ete^{∂x}_{∂ai} (a_1, . . . , an).

6. Co se stane, bude-li v p»redchoz«“m p»r«“klad»e ko»ren x_0 p-n«asobn«y?

7. Doka»zte, »ze existuj«“ funkce u = u(x, y) a v = v(x, y), pro kter«e plat«“ u(1, 2) = v(1, 2) = 0, a kter«e na n»ejak«em okol«“ bodu (1, 2) spl»nuj«“ rovnice xe^{u+v} + 2uv = 1, ye^u�^v −^u_{1+v} = 2x a jsou tam t»r«“dy C^1. Spo»ct»ete jejich diferenci«al v bod»e (1, 2).

8. Doka»zte, »ze existuj«“ funkce z = z(x, y) a t = t(x, y), pro kter«e plat«“ z(1, −1) = 0 a t(1, −1) = 2, a kter«e na n»ejak«em okol«“ bodu (1, −1) spl»nuj«“ rovnice x^2 + y^2 −^1_2 z^2 − t^3 = 0, x + y + z − t − 2 = 0 a jsou tam t»r«“dy C^2. Spo»ct»ete druh«y diferenci«al funkce z v bod»e (1, −1).

9. Spo»ct»ete^{∂2z}_{∂x∂y} þv bod»e u = 2, v = 1ß, jestli»ze x = u + v^2, y = u^2 − v^3, z = 2uv. 10. Najd»ete rovnici te»cn«e roviny k plo»se e^ux cos^v_y =^xp_2 , e^ux sin^v_y =^yp_2 v bod»e (1, 1, 0,^π_4 ).

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { Výsledky a návody. 1. te»cna: y = 0 2. te»cn«a rovina z =^7_5 (y + 2) + 1 3. Spo»ct»ete f^′(0) a ov»e»rte, »ze f^′(0) > 0. 4. te»cn«a rovina z = −(x − 1) − (y − 1) + 1 5. Ozna»cme levou stranu P (x). Vyu»zijte toho, »ze fakt, »ze x_0 je jednon«asobn«y ko»ren P znamen«a P (x_0) = 0 a P^′(x_0) ≠ 0.^{∂x}_{∂ai} = −^{xn−i0}_{P ′(x0)} . 6. Pro sud«e p analogie neplat«“, pro lich«e p zkoumejte^p √ P (x). 7.^{∂u}_{∂x} = 0,^{∂u}_{∂y} = −1,^{∂v}_{∂x} = −1,^{∂v}_{∂y} = 1 8.^{∂2z}_{∂x2} =^{∂2z}_{∂y2} =^1_6 ,^{∂2z}_{∂x∂y} = 0. 9. −^1_{242} 10. u = −^1_2 (x − 1) +^1_2 (y − 1), v −^π_4 =^1_2 (x − 1) + (^π_4 +^1_2 )(y − 1)