I. Najd»ete v»sechna maxim«aln«“ »re»sen«“ diferenci«aln«“ch rovnic a ur»cete mno»zinu v»sech bodu z R^2 , kter«ymi proch«az«“ pr«av»e jedno »re»sen«“ definovan«e na cel«em R 1. y · y^′ =^{1−2x}_y 2. xy^′ + y = y^2 3. y^′ = 10^{x+y} 4. e^{−y} (1 + y^′) = 1 5. y^′ =^{cos x}_{ey}

6. y^′ + √_{1−y2} 1−x2 = 0, x ∈ (−1, 1) (*na zbyl«ych intervalech) 7. y

′ sin x = y ln y, y(^π_2 ) = 1 8. y^′ =^{1+y2}_{1+x2} , y(0) = 1 9. y − xy^′ = b(1 + x^2y^′), y(1) = 1 (b ∈ R) { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

V«ysledky a n«avody. 1. y_c =^{3√}3(x − x^2 + c), x ∈ R, pro c < −^1_4 ; y^{1,2}_{−1/4} = −^{3√}3 ·^(x −^1_2^{) 23} ,

x ∈ (−∞,^1_2 ); nebo x ∈ (^1_2 , ∞); y^{1,2,3}_c =^3 √ 3(x − x^2 + c), x ∈ (−∞,^1_2 −^1_2 √ 1 + 4c), nebo x ∈ (^1_2 −^1_2 √ 1 + 4c,^1_2 +^1_2 √ 1 + 4c), nebo x ∈ (^1_2 +^1_2 √ 1 + 4c, ∞), pro c > −^1_4 ; {(x, y) ∈ R^2 | y^3 < −3(x −^1_2 )^2}. 2. y_0 = 1, x ∈ R; y_∞ = 0, x ∈ R; y^{1,2}_c =^1_{1−cx} , x ∈ (−∞,^1_c ) nebo x ∈ (^1_c , ∞), pro c ∈ R \ {0}; {(x, y) ∈ R^2 | y = 0 nebo y = 1} (bodem (0, 1) proch«az«“ nekone»cn»e mnoho »re»sen«“, ale jen jedno z nich je de˛nov«ano na cel«em R). 3. y_c = − log_{10}(c − 10^x), x ∈ (−∞, log_{10} c), pro c > 0; ∅. 4. y_∞ = 0, x ∈ R; y^1_c = − log(1 + e^{x−c}), x ∈ R, pro c ∈ R; y^2_c = − log(1 − e^{x−c}), x ∈ (−∞, −c), pro c ∈ R; {(x, y) ∈ R^2 | y ≤ 0}. 5. y_c = log(sin x + c),

x ∈ R, pro c > 1; y^k_c = log(sin x + c), x ∈ (2kπ − arcsin c, (2k + 1)π + arcsin c), k ∈ Z, pro

c ∈ (−1, 1]; {(x, y) ∈ R^2 | y > log(sin x + 1) nebo sin x = −1}. 6. y_− 3_{2 π} = −1, x ∈ (−1, 1);

y^π_2 = 1, x ∈ (−1, 1); y_c = { x · sin c + √ 1 − x^2 · cos c x ∈ (−1, − sin c) −1 x ∈ [− sin c, 1) pro c ∈ (−^3_2 π, −^π_2 );

y_c = { x · sin c + √ 1 − x^2 · cos c x ∈ (sin c, 1) 1 x ∈ [−1, sin c)

, pro c ∈ (−^π_2 ,^π_2 ), y_− π_2 = −x, x ∈ (−1, 1); ∅. 7.

y_0 = 1, x ∈ R; y^k_c = e^{c tg x2} , x ∈ ((2k − 1)π, (2k + 1)π), k ∈ Z, pro c ∈ R \ {0}; {(x, y) ∈ R^2 | y = 1} (body (2kπ, 1), k ∈ Z proch«az«“ nekone»cn»e mnoho »re»sen«“, ale jen jedno z nich je de˛novan«e na cel«em

R).^»Re»sen«“ rovnice s po»c«ate»cn«“ podm«“nkou je y_0. 8. y_0 = x, x ∈ R; y^{1,2}_∞ = −^1_x , x ∈ (−∞, 0)

nebo x ∈ (0, ∞); y^{1,2}_c =^{x+c}_{1−cx} , x ∈ (−∞,^1_c ) nebo x ∈ (^1_c , ∞); {(x, y) ∈ R^2 | x = y}. »Re»sen«“ rovnice s po»c«ate»cn«“ podm«“nkou je y^1 . 9. Pro b = 0: y_c = cx, x ∈ R, pro c ∈ R; {(x, y) ∈ R^2 | x ≠ 0}. »Re»sen«“ rovnice s po»c«ate»cn«“ podm«“nkou je y_1. Pro b ≠ 0: y_0 = b, x ∈ R; y1,2_c = b +^{cx}_{1+bx} ,

x ∈ (−∞, −^1_b ) nebo x ∈ (−^1_b , ∞); {(x, y) ∈ R^2 | y = b}. »Re»sen«“ rovnice s po»c«ate»cn«“ podm«“nkou je y_0, pokud b = 1; neexistuje, pokud b = −1; y^1_1�_{b1+b} , pokud b < −1; y^2_1�_{b1+b} , pokud b ∈ (−1, 1) ∪ (1, ∞). 1. 2.

5. 6.

================================================================

II. »Re»ste n«asleduj«“c«“ diferenci«aln«“ rovnice 1. y^′ =^{2y}_x 2. y^′ −^2_x y = 2x^3 3. y^′ =^y_x − 1 4. y^′x = y + x^2 5. y^′ +^{2y}_x =^e

�x^2_x

6. y^′ cos x − y sin x = sin 2x 7. xy^′ + y = log x + 1 8. (a^2 + x^2)y^′ + xy = 1 (a ∈ R) 9. (2x + 1)y^′ + y = x 10. y^′ − y tg x = cotg x 11. y^′ + y cos x = sin 2x 12. y^′ +^{x+1}_x y = 3xe^{−x} V«ysledky a n«avody. 1. y = cx^2, x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0, ∞), c ∈ R. 2. y = x^4 + cx^2,

x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0, ∞), c ∈ R. 3. y = −x log |x| + cx, x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0, ∞), c ∈ R. 4. y = x^2 + cx, x ∈ R, c ∈ R. 5. y = −^1_{2x2} e^{−x2} +^c_{2x2} , x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0, ∞), c ∈ R. 6. y = −^{cos 2x}_{2 cos x} +^c_{cos x} , x ∈ (−^π_2 + kπ,^π_2 + kπ), k ∈ Z, c ∈ R. 7. y = log x +^c_x , x ∈ (0, ∞), c ∈ R. 8. Pro a = 0: y =^{log |x|}_x +^c_x , x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0, ∞), c ∈ R; pro a ≠ 0: y = 1 √ x2+a2 (_1 |a| log^{1+sin arctg xa}

1−sin arctg^x_a + c ) , x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0, ∞), c ∈ R. 9. y =^1_3 (x−1)+^c√_{|2x+1|} ,

x ∈ (−∞, −^1_2 ) nebo x ∈ (−^1_2 , ∞), c ∈ R. 10. y = 1+^1_{2 cos x} log^{1−cos x}_{1+cos x} +^c_{cos x} , x ∈ (k^π_2 , (k +1)^π_2 ),

k ∈ Z, c ∈ R. 11. y = 2(sin x−1)+ce^{− sin x}, x ∈ R, c ∈ R. 12. y = x^2e^{−x} +^c_x e^{−x}, x ∈ (−∞, 0)

nebo x ∈ (0, ∞), c ∈ R.

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

V«ysledky a n«avody. 1. y = cx^2, x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0, ∞), c ∈ R. 2. y = x^4 + cx^2,

x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0, ∞), c ∈ R. 3. y = −x log |x| + cx, x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0, ∞), c ∈ R. 4. y = x^2 + cx, x ∈ R, c ∈ R. 5. y = −^1_{2x2} e^{−x2} +^c_{2x2} , x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0, ∞), c ∈ R. 6. y = −^{cos 2x}_{2 cos x} +^c_{cos x} , x ∈ (−^π_2 + kπ,^π_2 + kπ), k ∈ Z, c ∈ R. 7. y = log x +^c_x , x ∈ (0, ∞), c ∈ R. 8. Pro a = 0: y =^{log |x|}_x +^c_x , x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0, ∞), c ∈ R; pro a ≠ 0: y = 1 √ x2+a2 (_1 |a| log^{1+sin arctg xa}

1−sin arctg^x_a + c ) , x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0, ∞), c ∈ R. 9. y =^1_3 (x−1)+^c√_{|2x+1|} ,

x ∈ (−∞, −^1_2 ) nebo x ∈ (−^1_2 , ∞), c ∈ R. 10. y = 1+^1_{2 cos x} log^{1−cos x}_{1+cos x} +^c_{cos x} , x ∈ (k^π_2 , (k +1)^π_2 ),

k ∈ Z, c ∈ R. 11. y = 2(sin x−1)+ce^{− sin x}, x ∈ R, c ∈ R. 12. y = x^2e^{−x} +^c_x e^{−x}, x ∈ (−∞, 0)

nebo x ∈ (0, ∞), c ∈ R.

III. Aplikace diferenci«aln«“ch rovnic 1. V kuchyni je teplota 20^∘C. Za jak dlouho se pr«av»e vypnut«a vrouc«“ pol«evka ochlad«“ na 25^∘C, pokud po deseti minut«ach m«a teplotu 60^∘C? (Rychlost ochlazov«an«“ je p»r«“mo «um»ern«a rozd«“lu teplot.) 2. Ur»cete k»rivku, kter«a proch«az«“ bodem (−a, a) takovou, »ze pro ka»zdou jej«“ te»cnu bod dotyku je st»redem «use»cky, kterou na te»cn»e vyt«“naj«“ pruse»c«“ky s osami.

3. Ve m»est»e jist«a ˛rma za»cala rozd«avat reklamn«“ let«aky propaguj«“c«“ nov«y prac«“ pr«a»sek. »Clov»ek, kter«y si dosud let«ak nevzal, si ho vezme s pravd»epodobnost«“ a. Ten, kdo si ho vzal, s pravd»epodobnost«“ b za»cne nov«y pr«a»sek pou»z«“vat, a s pravd»epodobnost«“ c let«ak zahod«“ a u»z si nikdy dal»s«“ nevezme. (S pravd»epodobnost«“ 1 − b − c tedy bude zat«“m v«ahat.) Jak«a bude «usp»e»snost nov«eho pr«a»sku? 4. Za jak dlouho po d»elen«“ se nov»e vznikl«a bu»nka znovu rozd»el«“, pokud se d»el«“ v okam»ziku, kdy zdvojn«asob«“ svuj objem, a p»ritom objem roste «um»ern»e povrchu, p»ri sv«em vzniku m»ela polom»er 0.01 mm, a za hodinu ji»z 0.015 mm?

5. Trpasl«“ci st»r«“dav»e mluv«“ a ml»c«“. Pravd»epodobnost, »ze ml»c«“c«“ promluv«“, je a, pravd»epodobnost, »ze mluv«“c«“ umlkne, je b. Kolik trpasl«“ku bude mluvit, bude-li jejich komunita »z«“t dostate»cn»e dlouho? Z«avis«“ to na po»c«ate»cn«“m stavu (tj. na tom, kolik jich mluvilo na po»c«atku)? { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

V«ysledky a n«avody. 1. 40 minut. 2. xy = −a^2. 3.^b_{b+c} , pokud a > 0; pokud a = 0, pak

ov»sem nulov«a. 4. Po t«e hodin»e u»z budou dv»e bu»nky. Pak lze zad«an«“ interpretovat dv»ema zpusoby: Bud’ tak, »ze by bu»nka m»ela po hodin»e polom»er 0.015 mm za p»redpokladu, »ze by se ned»elila; pak by prvn«“ d»elen«“ nastalo 2 · (^3 √ 2 − 1) hodin od za»c«atku. Nebo tak, »ze po hodin»e spole»cn«y objem obou existuj«“c«“ch bun»ek je roven objemu, kter«y by m»ela bu»nka o polom»eru 0.015 mm; pa by prvn«“ d»elen«“ nastalo za^3 √ 2( 3 √ 2−1) 1.5− 3 √ 2(2− 3 √ 2) hodin od za»c«atku. 5. Pokud a > 0 nebo b > 0, pak^a_{a+b} ; nez«avisle na po»c«ate»cn«“m stavu. Pokud ov»sem a = b = 0, pak po»c«ate»cn«“ stav zust«av«a nav»zdy. ================================================================

IV. »Re»ste soustavy diferenci«aln«“ch rovnic 1. z^′ + y = 0, z^′ − y^′ = 3z + y 2. z^′ + z − y = e^x, y^′ − z + y = e^x 3. 5z^′ − 2y^′ + 4z − y = e^{−x}, z^′ + 8z − 3y = 5e^{−x} 4. z^′ + 3z + y = 0, y^′ − z + y = 0, y(0) = z(0) = 1 5. z^′ = y − 7z, y^′ + 2z + 5y = 0 6. z^′ = 2y − 5z + e^x, y^′ = z − 6y + e^{−2x} 7. z^{′′} + y^′ + z = e^x, z^′ + y^{′′} = 1 8. u^′ = w + v − u, v^′ = w + u − v, w^′ = u + v + w, (u(0) = 1, v(0) = w(0) = 0) 9. u^′ = v + w, v^′ = u + w, w^′ = u + v, (u(0) = −1, v(0) = 1, z(0) = 0) { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

V«ysledky a n«avody. 1. z =^{3B−A}_4 e^x +^{A+B}_4 e^{−3x}, y =^{A−3B}_4 e^x +^{3A+3B}_4 e^{−3x} 2. z =

e^x + de^{−2x} + c, y = e^x − de^{−2x} + c 3. z = −2e^{−x} + ce^x + de^{−2x}, y = 3e^{−x} + 3ce^x + 2de^{−2x} 4. z = −(c + d)xe^{−2x} + de^{−2x}, y = (c + d)xe^{−2x} + ce^{−2x}, s po»c. podm. : z = −2xe^{−2x} + e^{−2x}, y = 2xe^{−2x} + e^{−2x} 5. z = (c − d)e^{−6x} sin x + de^{−6x} cos x, y = ce^{−6x} cos x + (c − 2d)e^{−6x} sin x 6. z =^7_{40} e^x +^1_5 e^{−2x} +^2_3 (c + d)e^{−4x} −^1_3 (2c − d)e^{−7x}, y =^1_{40} e^x +^3_{10} e^{−2x} +^1_3 (c + d)e^{−4x} +^1_3 (2c − d)e^{−7x} 7. z(x) = e^x −^1_6 x^3 −^{b+c}_2 x^2 + c + dx, y = −e^x +^1_{24} x^4 + a + bx +^{b+c}_6 x^3 +^d_2 x^2 8. u = a+b−c 3 e^{−x} +^{a+b+2c}_6 e^{2x} +^{a−b}_2 e^{−2x}, v =^{a+b−c}_3 e^{−x} +^{a+b+2c}_6 e^{2x} +^{b−a}_2 e^{−2x}, w =^{c−a−b}_3 e^{−x} +^{a+b+2c}_3 e^{2x}, s po»c.podm. u =^1_3 e^{−x} +^1_6 e^{2x} +^1_2 e^{−2x}, v =^1_3 e^{−x} +^1_6 e^{2x} −^1_2 e^{−2x}, w = −^1_3 e^{−x} +^1_3 e^{2x} 9. u =^{a+b+c}_3 e^{2x} −^{b+c−2a}_3 e^{−x}, v =^{a+b+c}_3 e^{2x} −^{a+c−2b}_3 e^{−x}, w =^{a+b+c}_3 e^{2x} −^{a+b−2c}_3 e^{−x} s po»c. podm. u = −e^{−x}, v = e^{−x}, w = 0 ================================================================

V. »Re»ste soustavu y^′ = Ay, pokud A = 1. (_{0 1 0}

−4 4 0 −2 1 2 ) 2. (_{2 6 −15}

1 1 −5 1 2 −6 ) 3. (_{7 −12 6}

10 −19 10 12 −24 13 ) 4. (_{3 0 0}

2 2 −1 −1 1 4 ) { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

V«ysledky a n«avody. 1. y = (a·e^{3x}, e^{3x}·(−^a_2 x^2 +(a−b)x+a+b−c), e^{3x}·(^a_2 x^2+bx+c), a, b, c ∈ R. 2. y = (e^{2x}(bx + c), e^{2x}(2bx + b + 2c), e^{2x}(bx + a + c)), a, b, c ∈ R. 3. y = (e^{−x}(3bx + 5a + b + 3c), e^{−x}(bx+c), e^{−x}(bx+a+c)), a, b, c ∈ R. 4. y = (3ae^{−x} +e^x(2b−c), 5ae^{−x} +be^x, 6ae^{−x} +ce^x), a, b, c ∈ R.

Test »c«“slo 1 { prvn«“ verze 1. Najd»ete v»sechna maxim«aln«“ »re»sen«“ diferenci«aln«“ rovnice y^′ · x = √ 1 − y^2 · arcsin y.

Na»crtn»ete jejich grafy. (25 bodu) »Re»sen«“.

A. Nejprve si v»simn»eme, »ze pro ka»zd«e »re»sen«“ y t«eto rovnice mus«“ platit y ∈ [−1, 1]. B. Ze zad«an«“ je okam»zit»e vid»et, »ze funkce y = 1, y = −1 a y = 0 (na R) jsou »re»sen«“mi t«eto rovnice. C. Na intervalech, kde x ≠ 0 a y ∈ (0, 1) nebo y ∈ (−1, 0), mu»zeme po»c«“tat n«asledovn»e: y0 √_{1−y2·arcsin y} =^1_x

(log |arcsin y|)^′= (log |x|)^′ log |arcsin y|= log |x| + c, c ∈ R |arcsin y|= k|x|, k > 0 arcsin y= kx, k ≠ 0 y= sin(kx), k ≠ 0 Z p«at«eho »r«adku (kter«y je ekvivalentn«“ s dv»ema p»redchoz«“mi) dost«av«ame podm«“nku kx ∈ (−^π_2 ,^π_2 ), proto»ze funkce arcsin nab«yv«a hodnot z intervalu (−^π_2 ,^π_2 ). Vezmeme-li v «uvahu v«y»se uveden«e podm«“nky, za nich»z jsme «upravy d»elali, dostaneme nav«“c, »ze x ≠ 0. Z«av»erem bodu C. mu»zeme »r«“ci, »ze »re»sen«“ y spl»nuj«“c«“ podm«“nku y ∈ (0, 1) nebo y ∈ (−1, 0), de˛novan«a na intervalech, kter«e neobsahuj«“ 0, vypadaj«“ takto:

y = sin(kx), x ∈ ( − π 2k , 0 ) , k > 0, y = sin(kx), x ∈ ( 0, − π 2k ) , k < 0, y = sin(kx), x ∈ ( 0, π 2k ) , k > 0, y = sin(kx), x ∈ ( π 2k , 0 ) , k < 0. Tento z«apis lze zjednodu»sit:

y = sin(kx), x ∈ ( 0, π 2|k| ) , k ≠ 0, y = sin(kx), x ∈ ( − π 2|k| , 0 ) , k ≠ 0. D. Nyn«“ d«ame dohromady p»redchoz«“ v«ysledky, abychom ur»cili v»sechna maxim«aln«“ »re»sen«“. Trivi«aln«“ »re»sen«“ (y = 0, y = 1, y = −1) z bodu B. nen«“ kam prodlou»zit, a tedy jsou maxim«aln«“.

D«ale si v»s«“mejme »re»sen«“ z bodu C.

(i) »Re»sen«“ y = sin(kx) na intervalu (0,^π_{2|k|} ) se chov«a takto: limita v 0+ je 0, limita v^π_{2|k|} − je sgn k. Derivace y^′ = k cos(kx) m«a v 0+ limitu k, v^π_{2|k|} − limitu 0.

(ii) »Re»sen«“ y = sin(kx) na intervalu (−^π_{2|k|} , 0) se chov«a takto: limita v 0− je 0, limita v −^π_{2|k|} + je − sgn k. Derivace y^′ = k cos(kx) m«a v 0− limitu k, v −^π_{2|k|} + limitu 0. Z toho dost«av«ame, »ze v»sechna maxim«aln«“ »re»sen«“ jsou:

y = 0, x ∈ R, y = −1, x ∈ R, y = 1, x ∈ R y(x) = −1 x ∈ (−∞, −^π_{2k} ] sin(kx) x ∈ (−^π_{2k} ,^π_{2k} ) 1 x ∈ [^π_{2k} , ∞)

, pro k > 0

y(x) = 1 x ∈ (−∞,^π_{2k} ] sin(kx) x ∈ (^π_{2k} , −^π_{2k} ) −1 x ∈ [−^π_{2k} , ∞) , pro k < 0

E. Grafy vypadaj«“ takto:

2. Najd»ete obecn«e »re»sen«“ soustavy diferenci«aln«“ch rovnic:

u^′ = 2u + 5v + 2w v^′ = u + 9v + 3w w^′ = −2u − 19v − 6w (25 bodu) »Re»sen«“. Matice soustavy je A =

(_{2 5 2}

1 9 3 −2 −19 −6 ) . Nejprve najd»eme vlastn«“ »c«“sla:

det(A − λE) = det

(_{2−λ 5 2}

1 9−λ 3 −2 −19 −6−λ ) = (2 − λ)(9 − λ)(−6 − λ) + (−2) · 5 · 3 + 2 · 1 · (−19) − 5 · (−6 − λ) · 1 − 2 · (−2) · (9 − λ) − (2 − λ) · 3 · (−19) = −(λ^2 − 11λ + 18)(6 + λ) − 30 − 38 + 30 + 5λ + 36 − 4λ + 6 · 19 − 57λ = −λ^3 + 5λ^2 − 18λ + 66λ − 6 · 18 − 2 − 56λ + 6 · 19 = −λ^3 + 5λ^2 − 8λ + 4.

Vid«“me, »ze jedn«“m ko»renem je 1. Po vyd»elen«“ determinantu polynomem λ − 1 dostaneme polynom −λ^2 + 4λ − 4, kter«y m«a dvojn«asobn«y ko»ren 2. Vlastn«“ »c«“sla jsou tedy 1 a dvojn«asobn«e 2. Hledejme vlastn«“ vektory.

K »c«“slu 1:

2a + 5b + 2c = a a + 9b + 3c = b −2a − 19b − 6c = c , tedy a + 5b + 2c = 0 a + 8b + 3c = 0 −2a − 19b − 7c = 0 , tedy

3b + c = 0 a + 8b + 3c = 0 −3b − c = 0 ,

»re»sen«“m je nap»r«“klad vektor

(_1 1 −3 ) . K »c«“slu 2:

2a + 5b + 2c = 2a a + 9b + 3c = 2b −2a − 19b − 6c = 2c , tedy

5b + 2c = 0 a + 7b + 3c = 0 −2a − 19b − 8c = 0 , tedy

5b + 2c = 0 a + 7b + 3c = 0 −5b − 2c = 0 ,

»re»sen«“m je nap»r«“klad vektor

(_1 2 −5 ) , a jin«y line«arn»e nez«avisl«y vlastn«“ vektor neexistuje. Proto

hledejme vektor v, pro kter«y A · v = 2v +

(_1 2 −5 ) , neboli

2a + 5b + 2c = 2a + 1 a + 9b + 3c = 2b + 2 −2a − 19b − 6c = 2c − 5 , tedy

5b + 2c = 1 a + 7b + 3c = 2 −2a − 19b − 8c = −5 , tedy

5b + 2c = 1 a + 7b + 3c = 2 −5b − 2c = −1 ,

tedy nap»r«“klad vektor

(_0 −1 3 ) . Z obecn«ych v»et vypl«yv«a, »ze pokud ud»el«ame substituci pomoc«“ matice D =

(_{1 1 0}

1 2 −1 −3 −5 3 ) , t.j. u =

p + q, v = p + 2q − r, w = −3p − 5q + 3r, dostaneme soustavu s matic«“

(_{1 0 0}

0 2 1 0 0 2 ) , t.j.

p^′ = p, q^′ = 2q + r, r^′ = 2r.

Ta m«a »re»sen«“ p = ae^x, q = e^{2x}(cx + b), r = ce^{2x}. Ze substitu»cn«“ch rovnic dost«av«ame »re»sen«“ puvodn«“ soustavy u = ae^x + (b + cx)e^{2x}, v = ae^x + (2cx + 2b − c)e^{2x}, w = −3e^x − (5cx + 5b − 3c)e^{2x}. { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

Test »c«“slo 1 { druh«a verze 1. Najd»ete v»sechna maxim«aln«“ »re»sen«“ diferenci«aln«“ rovnice y^′ · x = − √ 1 − y^2 · arccos y.

Na»crtn»ete jejich grafy. (25 bodu) »Re»sen«“.

A. Nejprve si v»simn»eme, »ze pro ka»zd«e »re»sen«“ y t«eto rovnice mus«“ platit y ∈ [−1, 1]. B. Ze zad«an«“ je okam»zit»e vid»et, »ze funkce y = 1 a y = −1 (na R) jsou »re»sen«“mi t«eto rovnice.

C. Na intervalech, kde x ≠ 0 a y ∈ (−1, 1), mu»zeme po»c«“tat n«asledovn»e: −^y 0 √_{1−y2·arccos y} =^1_x

(log arccos y)^′= (log |x|)^′

log arccos y= log |x| + c, c ∈ R arccos y= k|x|, k > 0 Ve v«ypo»ctu jsme pou»zili i fakt, »ze funkce arccos nab«yv«a na (−1, 1) kladn«ych hodnot, proto nep«“»seme | arccos y|, ale arccos y. Z posledn«“ho »r«adku (proto»ze arccos y ∈ (0, π)) dost«av«ame, »ze k|x| ∈ (0, π), tedy |x| ∈ (0,^π_k ). Posledn«“ rovnost mu»zeme tedy p»repsat ve tvaru arccos y = kx, x ∈ ( 0, π k ) , k > 0 nebo x ∈ ( π k , 0 ) , k < 0. Odtud dostaneme »re»sen«“ y = cos(kx), x ∈ ( 0, π k ) , k > 0, y = cos(kx), x ∈ ( π k , 0 ) , k < 0). To jsou tedy v»sechna »re»sen«“ s hodnotami v (−1, 1) na intervalech neobsahuj«“c«“ch 0. D. Nyn«“ d«ame dohromady p»redchoz«“ v«ysledky, abychom ur»cili v»sechna maxim«aln«“ »re»sen«“. Trivi«aln«“ »re»sen«“ (y = 1, y = −1) z bodu B. nen«“ kam prodlou»zit, a tedy jsou maxim«aln«“. D«ale si v»s«“mejme »re»sen«“ z bodu C.

(i) »Re»sen«“ y = cos(kx) na (0,^π_k ) pro k > 0: Limita v 0+ je 1, limita v^π_k − je −1. Derivace y^′ = −k sin(kx) m«a v 0+ i v^π_k − limitu 0.

(ii) »Re»sen«“ y = cos(kx) na (^π_k , 0) pro k < 0: Limita v 0− je 1, limita v^π_k + je −1. Derivace y^′ = −k sin(kx) m«a v 0− i v^π_k + limitu 0. Odtud plyne, »ze v»sechna maxim«aln«“ »re»sen«“ jsou:

y = −1, x ∈ R y = 1, x ∈ R y(x) = 1 x ≤ 0 cos(kx) x ∈ (0,^π_k ) −1 x ∈ (^π_k , ∞)

, pro k > 0, y(x) = −1 x ∈ (−∞,^π_k ) cos(kx) x ∈ (^π_k , 0) 1 x ≥ 0 , pro k < 0,

y(x) = −1 x ∈ (−∞,^π_k ) cos(kx) x ∈ (^π_k , 0) cos(lx) x ∈ (0,^π_l ) −1 x ∈ (^π_l , ∞) , pro k < 0, l > 0

E. Grafy vypadaj«“ takto:

2. Najd»ete obecn«e »re»sen«“ soustavy diferenci«aln«“ch rovnic:

u^′ = 10u + 14v + 5w v^′ = −2u − 2v − w w^′ = −7u − 11v − 3w (25 bodu) »Re»sen«“. Matice soustavy je A =

(_{10 14 5} −2 −2 −1 −7 −11 −3 ) . Nejprve najd»eme vlastn«“ »c«“sla:

det(A − λE) = det

(_{10−λ 14 5} −2 −2−λ −1 −7 −11 −3−λ ) = (10 − λ)(−2 − λ)(−3 − λ) + 14 · (−1) · (−7)

+ 5 · (−1) · (−11) − 5 · (−2 − λ) · (−7) − 14 · (−2) · (−3 − λ) − (10 − λ) · (−1) · (−11) = (λ^2 + 5λ + 6)(10 − λ) + 7 · 14 + 110 − 70 − 35λ − 6 · 14 − 28λ − 110 + 11λ = −λ^3 + 5λ^2 − 6λ + 50λ + 60 + 14 − 70 − 24λ − 28λ = −λ^3 + 5λ^2 − 8λ + 4.

Vid«“me, »ze jedn«“m ko»renem je 1. Po vyd»elen«“ determinantu polynomem λ − 1 dostaneme polynom −λ^2 + 4λ − 4, kter«y m«a dvojn«asobn«y ko»ren 2. Vlastn«“ »c«“sla jsou tedy 1 a dvojn«asobn«e 2. Hledejme vlastn«“ vektory. K »c«“slu 1:

10a + 14b + 5c = a −2a − 2b − c = b −7a − 11b − 3c = c , tedy

9a + 14b + 5c = 0 −2a − 3b − c = 0 −7a − 11b − 4c = 0 , tedy −a − b = 0 −2a − 3b − c = 0 ,

»re»sen«“m je nap»r«“klad vektor

(_1 −1 1 ) . K »c«“slu 2:

10a + 14b + 5c = 2a −2a − 2b − c = 2b −7a − 11b − 3c = 2c , tedy

8a + 14b + 5c = 0 −2a − 4b − c = 0 −7a − 11b − 5c = 0 , tedy a + 3b = 0 2a + 4b + c = 0 −3a − 9b = 0 ,

»re»sen«“m je nap»r«“klad vektor

(_3 −1 −2 ) , a jin«y line«arn»e nez«avisl«y vlastn«“ vektor neexistuje. Proto

hledejme vektor v, pro kter«y A · v = 2v +

(_3 −1 −2 ) , neboli

10a + 14b + 5c = 2a + 3 −2a − 2b − c = 2b − 1 −7a − 11b − 3c = 2c − 2 , tedy

8a + 14b + 5c = 3 −2a − 4b − c = −1 −7a − 11b − 5c = −2 , tedy a + 3b = 1 2a + 4b + c = 1 −3a − 9b = −3 ,

»re»sen«“m je nap»r«“klad vektor

(_1 0 −1 ) . Z obecn«ych v»et vypl«yv«a, »ze pokud ud»el«ame substituci pomoc«“

matice D =

(_{1 3 1}

−1 −1 0 1 −2 −1 ) , t.j. u = p + 3q + r, v = −p − q, w = p − 2q − r, dostaneme soustavu s

matic«“

(_{1 0 0}

0 2 1 0 0 2 ) , t.j.

p^′ = p, q^′ = 2q + r, r^′ = 2r.

Ta m«a »re»sen«“ p = ae^x, q = e^{2x}(cx + b), r = ce^{2x}. Ze substitu»cn«“ch rovnic dost«av«ame »re»sen«“ puvodn«“ soustavy

u = ae^x + (3b + c + 3cx)e^{2x}, v = −ae^x − (cx + b)e^{2x}, w = e^x − (2cx + 2b + c)e^{2x}.

================================================================

VI. Fourierovy »rady 1. Rozvi»nte n«asleduj«“c«“ funkce ve Fourierovu »radu na intervalu (−π, π) a ur»cete sou»cet v»sude, kde »rada konverguje. (a) sin^2 x, (b) cos^3 x, (c) cos^{2m} x, (d)^{sin mx}_{sin x} , (e)^1_{sin x} . 2. Vyj«ad»rete funkci f(x) = x^2 na (0, 2π) jako sou»cet trigonometrick«e »rady a v«ysledek aplikujte v bod»e x = 0.

3. Rozvi»nte ve Fourierovu »radu funkci sin ax na (−π, π) (a ∈ R \ Z), aplikujte v bod»e x =^π_2 . 4. Rozvi»nte funkci f(x) = x^2 na (−π, 0) v sinovou »radu.

5. Funkci f(x) = x na (0,^π_2 ) vyj«ad»rete jako sou»cet trigonometrick«e »rady obsahuj«“c«“ jen »cleny tvaru (a) c sin kx, k ∈ N lich«e, (b) c cos kx, k ∈ N lich«e, (c) c cos kx, k ∈ N sud«e, (d) c sin kx, k ∈ N sud«e. Jak vypadaj«“ sou»cty t»echto »rad?

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

V«ysledky a n«avody. 1. a)^1_2 −^1_2 cos 2x, konverguje v»sude k f, je to trigonometrick«y poly-

nom. b)^3_4 sin x −^1_4 sin 3x, konverguje v»sude k f, je to trigonometrick«y polynom. c)^1_{22m} · (_{2m} m ) + m∑ n=1 1 22^m�1 · (_{2m} m−n ) cos 2nx, konverguje v»sude k f, je to trigonometrick«y polynom. d) Pro m = 2k: k∑ n=1 2 cos(2n − 1)x; pro m = 2k + 1: 1 +^k ∑ n=1 2 cos 2nx; konverguje v»sude k f, je to trigonometrick«y

polynom. e) Toto nen«“ fourierovsk«a funkce, nem«a F»R. 2.^{4π2}_3 +^∞ ∑ n=1 (_4 n2 cos nx −^{4π}_n sin nx ) ; ∞∑ n=1 1 n2 =^{π2}_6 . 3.^∞ ∑ n=1 2n·(−1)^n+1 π(n2−a2) · sin πa · sin nx; π cos πa = ∞∑ n=0 (−1)^n ·

(_1

n+ 12 −a + 1 n+ 12 +a ) . 4. ∞∑ n=1 ( 2 · (−1)^n ·^π_n +^4_{πn3} (1 − (−1)^n) ) sin nx. 5. a)^∞ ∑ k=0 4·(−1)^k π·(2k+1)2 sin(2k + 1)x, sou»cet je f ∗(x) = −π − x x ∈ [−π,^π_2 ] x x ∈ [−^π_2 ,^π_2 ] π − x x ∈ [^π_2 , π]

, a 2π-periodicky. b)^∞ ∑ k=0 (_{2·(−1)k} 2k+1 − 4 π·(2k+1)2 ) · cos(2k + 1)x, sou»cet je

f^∗(x) = −π − x x ∈ [−π,^π_2 ) |x| x ∈ (−^π_2 ,^π_2 ) x + π x ∈ (^π_2 , π] 0 x = ±^π_2

, a 2π-periodicky. c)^π_4 +^∞ ∑ k=1 (−1)^k−1 π·k2 cos 2kx, sou»cet je f ∗(x) =

π + x x ∈ [−π,^π_2 ] |x| x ∈ [−^π_2 ,^π_2 ] π − x x ∈ [^π_2 , π]

, a 2π-periodicky. d)^∞ ∑ k=1 2·(−1)^k k sin 2kx, sou»cet je f^∗(x) = π + x x ∈ [−π,^π_2 ) x x ∈ (−^π_2 ,^π_2 ) x − π x ∈ (^π_2 , π] 0 x = ±^π_2 ,

a 2π-periodicky.

VII. VEKTOROV«A POLE, K»RIVKOV«Y INTEGR«AL zjist»ete, zda uveden«a vektorov«a pole jsou gradientem n»ejak«e funkce, a pokud ano, pak jak«e 1. (x, y) 2. (y, x) 3. (x, x) 4. (x^2 +2xy −y^2, x^2 −2xy −y^2) 5. (_y 3x2−2xy+3y2 , −x 3x2−2xy+3y2 ) 6. (_{x2+2xy+5y2} (x+y)3 , x2−2xy+y2 (x+y)3 ) 7. (e^x(y +e^y (x−y +2)), e^x(1+e^y(x−y))) 8. (x, y, z) 9. (z, y, x) 10. (z, x, y) 11. (y^2 − z^2, 2yz, −x^2) 12. (y^2, z^2, x^2) spo»ct»ete k»rivkov«e integr«aly^∫_γ φ, kde 13. φ(x, y) = (−y, x), a) γ je «use»cka z po»c«atku do bodu (1, 2), b) γ je »c«ast paraboly y = 2x^2 od bodu (0, 0) do (1, 2), c) γ je lomen«a »c«ara (0, 0) → (1, 0) → (1, 2). 14. φ(x, y) = (y, x), γ jako v p»redchoz«“m p»r«“klad»e. 15. φ(x, y) = (x^2 − 2xy, y^2 − 2xy), γ je «usek paraboly y = x^2, x ∈ [−1, 1]. 16. φ(x, y) = (x^2 + y^2, x^2 − y^2), γ je ur»cena rovnic«“ y = 1 − |1 − x|, x ∈ [0, 2]. 17. φ(x, y) = (x + y, x − y), γ je elipsa^{x2}_{a2} +^{y2}_{b2} = 1, prob«“han«a proti sm»eru hodinov«ych ru»ci»cek. 18. φ(x, y) = (2a − y, x), γ je oblouk cykloidy x = a(t − sin t), y = a(1 − cos t), t ∈ [0, 2π]. 19. φ(x, y) = (y, x), γ je n»ejak«a k»rivka z (−1, 2) do (2, 3). 20. φ(x, y) = (x, y), γ je n»ejak«a k»rivka z (0, 1) do (3, −4). 21. φ(x, y) = (x − y, y − x), γ je n»ejak«a k»rivka z (1, −1) do (1, 1). 22. φ(x, y) = (^x√_{x2+y2} ,^y√_{x2+y2} ), γ je n»ejak«a k»rivka z (1, 0) do (6, 8), kter«a neproch«az«“

po»c«atkem. 23. φ(x, y, z) = (y^2 − z^2, 2yz, −x^2), γ je k»rivka (t, t^2, t^3), t ∈ [0, 1]. 24. φ(x, y, z) = (^x

√_{x2+y2+z2} ,^y√_{x2+y2+z2} ,^z√_{x2+y2+z2} ), γ neproch«az«“ po»c«atkem, po»c«ate»cn«“ bod je vzd«alen a od po»c«atku

a koncov«y b od po»c«atku.

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

V«ysledky a n«avody. 1.^1_2 (x^2 + y^2 + c) na R^2 . 2. xy + c na R^2 . 3. Nen«“. 4.^1_3 x^3 + x^2y −

xy^2 −^1_3 y^3 + c na R^2 . 5. Vektorov«e pole je de˛novan«e v R^2 \ {(0, 0)}, a nen«“ gradientem »z«adn«e funkce se stejn«ym de˛ni»cn«“m oborem. Av»sak v polorovin»e y > 0 nebo y < 0 je gradientem funkce 1√ 8 arctg^{3x−y}_y√_8 + C. Volbou konstant v horn«“ a doln«“ polorovin»e lze dos«ahnout, aby bylo gradientem

i v bodech kladn«e nebo z«aporn«e poloosy x. 6.^{−2y2}_{(x+y)2} + log |x + y| + c, v polorovin«ach x + y > 0

a x + y < 0. 7. e^x(y + e^x(x − y + 1)) + c na R^2 . 8.^{x2+y2+z2+c}_2 na R^3 . 9. xz +^{y2}_2 + c na R^3 . 10. Nen«“. 11. Nen«“. 12. Nen«“. 13. a) 0, b)^2_3 , c) 2. 14. a)-c) 2. 15. −^{14}_{15} . 16.^4_3 . 17. 0 (je to integr«al gradientu p»res uzav»renou k»rivku). 18. −2πa^2. 19. 8. 20. 12. 21. −2. 22. 9 23. −^{29}_{35} 24. b − a ================================================================

VIII. Spo»ct»ete k»rivkov«y integr«al^∫_γ f ds, kde 1. f(x, y) = x^2 + y^2, γ(t) = (4t − 1, 3t + 1), t ∈ [−1, 1]. 2. f(x, y) = x, γ(t) = (t, t^2), t ∈ [0, 1]. 3. f(x, y) = x + y, γ(t) = (e^t + 1, e^t − 1), t ∈ [0, log 2]. 4. f(x, y) = 2x − y, γ(t) = (sin t, cos t), t ∈ [0,^π_2 ]. 5. f(x, y) = xy, γ(t) = (3y, t^4), t ∈ [0, 1]. 6. f(x, y, z) = xyz, γ je «use»cka z bodu (1, −1, 2) do bodu (3, 2, 5). 7. f(x, y, z) = 2x + 9xy, γ(t) = (t, t^2, t^3), t ∈ [0, 1]. 8. f(x, y, z) = xy, γ(t) = (4 cos t, 9 sin t, 7t), t ∈ [0,^5_2 π].

9. Ur»cete polohu t»e»zi»st»e homogenn«“ho tenk«eho dr«atu pulkruhov«eho tvaru (x^2 + y^2 = a^2, y ≥ 0). 10. Ur»cete hmotnost a polohu t»e»zi»st»e homogenn«“ho tenk«eho dr«atu o husot»e k, kter«y m«a tvar spir«aly (3 cos t, 3 sin t, t), t ∈ [0, 2π].

11. Dr«at tvaru »ctvrtkru»znice x^2 + y^2 = a^2 v prvn«“m kvadrantu m«a v bod»e (x, y) hustotu kxy. Ur»cete jeho hmotnost a polohu t»e»zi»st»e.

12. Ur»cete pr«aci vykonanou silov«ym polem^k_{(x2+y2+z2)} 3_2 · (x, y, z) p»ri p»rem«“st»en«“ hmotn«eho bodu a) z bodu (0, 4, 0) do bodu (0, 4, 3) po «use»cce, b) z bodu (0, 0, 1) do bodu (3, 4, 0) n»ejak. 13. Ur»cete pr«aci, kterou vykon«a silov«e pole p»ri jednom (nebo v«“ce) ob»ehu »c«astice po jednotkov«e kru»znici proti sm»eru hodinov«ych ru»ci»cek, pokud pole m«a tvar a) konstantn«“, b) (x, y), c) (−y, x), d)^1 3x2−2xy+3y2 (y, −x).

V«ysledky a n«avody. 1.^{380}_3 2.^{5√5−1}_{12} 3. 3^√2 4. 1 5.^{49}_{24} 6. 7^√22 7.^1_6 (14^√14−1) 8. 18 √ 65(2 √ 2 − 1) 9. (0,^2_π a) 10. hmotnost 2πk √ 10, t»e»zi»st»e (0, 0, π) 11. hmotnost^k_3 a^4, t»e»zi»st»e (^2_3 a,^2_3 a) 12. a)^3_5 k, b)^4_5 k 13. a) 0, b) 0, c) 2π (p»ri k ob»ez«“ch 2kπ), d)^{π√}_8 (p»ri k ob»ez«“ch k^{π√}_8 ) ================================================================

IX. GREENOVA V»ETA, PLO»SN«Y INTEGR«AL 1. Spo»ct»ete ∫ γ φ, kde γ je obvod troj«uheln«“ka s vrcholy (1, 1), (3, 2), (2, 5) a φ(x, y) = ((x + y)^2, −x^y − y^2) a) p»r«“mo z de˛nice k»rivkov«eho integr«alu; b) pomoc«“ Greenovy v»ety.

n«asleduj«“c«“ integr«aly^∫_γ φ spo»ct»ete pomoc«“ greenovy v»ety 2. φ(x, y) = (−x^2y, xy^2), γ je kru»znice x^2 + y^2 = a^2. 3. φ(x, y) = (x + y, y − x), γ je elipsa x2 a2 +^{y2}_{b2} = 1. 4. φ(x, y) = (e^x(1 − cos y), −e^x(y − sin y)), γ je hranice oblasti {(x, y) | 0 < x < π, 0 < y < sin x}. 5. φ(x, y) = (e^{y2−x2} cos 2xy, e^{y2−x2} sin 2xy), γ je kru»znice x^2 + y^2 = R^2 6. Jak se li»s«“ ∫ γ1 φ a ∫ γ2 φ, kde φ(x, y) = ((x + y)^2, −(x − y)^2) a γ_1 je «use»cka z (1, 1) do (2, 6), a γ_2 je «usek paraboly (jej«“»z osa je rovnob»e»zn«a s osou y) ohrani»cen«y t«ymi»z dv»ema body?

pomoc«“ greenovy v»ety spo»ct»ete obsahy obrazce ohrani»cen«eho k»rivkami 7. Elipsou (a cos t, b sin t), t ∈ [0, 2π] 8. γ(t) = (a cos^3 t, b sin^3 t), t ∈ [0, 2π] (astroida). 9. Parabolou (x + y)^2 = ax a osou y (a > 0). 10. (^x_a )^n +^y_b )^n = 1 (a, b, n > 0) v prvn«“m kvadrantu a osami sou»radnic

spo»ct»ete plo»sn«e integr«aly^{∫∫}_S f dS, pokud

11. f(x, y, z) = x + y + z, S je polosf«era x^2 + y^2 + z^2 = a^2, z ≥ 0. 12. f(x, y, z) = x^2 + y^2, S je hranice t»elesa √ x^2 + y^2 ≤ z ≤ 1 13. f(x, y, z) = |xyz|, S je »c«ast plochy z = x^2 + y^2 od»r«“znut«a rovinou z = 1. 14. f(x, y, z) = z, S ke plocha (u cos v, u sin v, v), u ∈ [0, a], v ∈ [0, 2π] 15. f(x, y, z) = z^2, S je plocha (r cos φ sin α, r sin φ sin α, r cos α), r ∈ [0, a], φ ∈ [0, 2π], α ∈ (0,^π_2 ) je parametr. 16. Spo»ct»ete hmotnost tenk«eho plechu ve tvaru plochy z = x^2 + y^2, z ≤ 1, jeho»z hustota v bod»e (x, y, z) je z. 17. Spo»ct»ete polohu t»e»zi»st»e polosf«ery.

================================================================

X. PLO»SN«Y INTEGR«AL, STOKESOVA A GAUSSOVA V»ETA spo»ct»ete plo»sn«y integr«al^{∫∫}_S φ, pokud 1. φ(x, y, z) = (x, y, z), S je a) vn»ej»s«“ strana povrchu krychle [0, 1]^3; b) vn»ej»s«“ strana sf«ery x^2 + y^2 + z^2 = a^2. 2. S je vn»ej»s«“ strana elipsoidu^{x2}_{a2} +^{y2}_{b2} +^{z2}_{c2} = 1, a) φ(x, y, z) = (0, 0, z); b) φ(x, y, z) = (0, 0, z^2); c) φ(x, y, z) = (^1_x ,^1_y ,^1_z ). 3. φ(x, y, z) = (y − z, z − x, x − y), S je vn»ej»s«“ strana ku»zelov«e plochy x^2 + y^2 = z^2, 0 ≤ z ≤ h. 4. φ(x, y, z) = (y^2z, xz, x^2y), S je vn»ej»s«“ strana plochy v prvn«“m oktantu, kter«a se skl«ad«a z ploch z = x^2 + y^2, x^2 + y^2 = 1 a «useku sou»radn«ych rovin.

pomoc«“ stokesovy v»ety spo»ct»ete k»rivkov«e integr«aly^∫_γ φ, kde 5. φ(x, y, z) = (y, z, x), γ je kru»znice x^2 + y^2 + z^2 = 1, x + y + z = 0 prob«“han«a proti sm»eru hodinov«ych ru»ci»cek, d«“v«ame-li se z kladn«e »c«asti osy x. 6. φ(x, y, z) = (x^2 − yz, y^2 − xz, z^2 − xy), γ(t) = (a cos t, a sin t,^h_{2π} t), t ∈ [0, 2π]. 7. φ(x, y, z) = (y + z, z + x, x + y), γ(t) = (a sin^2 t, 2a sin t cos t, a cos^2 t), t ∈ [0, π]. 8. φ(x, y, z) = (y^2 + z^2, x^2 + z^2, x^2 + y^2), γ je k»rivka x^2 + y^2 + z^2 = 2Rx, x^2 + y^2 = 2rx, z > 0 (0 < r < R) prob«“han«a tak, »ze men»s«“ z oblast«“ vytnut«a na vn»ej»s«“ stran»e sf«ery x^2 + y^2 + z^2 = 2Rx je po lev«e stran»e. 9. φ(x, y, z) = (y^2z^2, x^2z^2, x^2y^2), γ(t) = (a cos t, a cos 2t, a cos 3t), t ∈ [0, 2π]

pomoc«“ gaussovy v»ety spo»ct»ete^{∫∫}_S φ, kde 10. S a φ jsou jako v p»r«“kladech 1, 2. 11. φ(x, y, z) = (x − y + z, y − z + x, z − x + y), S je vn»ej»s«“ strana plochy |x − y + z| + |y − z + x| + |z − x + y| = 1. 12. φ(x, y, z) = (x^2, y^2, z^2), S je vn»ej»s«“ strana ku»zelov«e plochy x^2 + y^2 = z^2, 0 ≤ z ≤ h.

Test èíslo 2 { první verze 1. Rozviòte funkci f(x) = | |x − π 3 | | + sin_2 x

ve Fourierovu øadu na intervalu (−π, π) a urèete její souèet ve vźech bodech, kde konverguje. (20 bodù) Øeźení. Piźme f(x) = f_1(x) + f_2(x), kde f_1(x) = |x −^π_3 | a f_2(x) = sin^2 x. Zøejmì Fourierovy koe˛cienty funkce f jsou souètem Fourierových koe˛cientù funkcí f_1 a f_2, tak¿e nejprve spoètìme Fourierovy koe˛cienty obou tìchto funkcí zvláźż. Nejprve si vźímejme funkce f_2. Platí

sin^2 x =

1 − cos 2x 2 = 1 2 − 1 2 cos 2x,

co¿ je trigonometrický polynom, a tedy je sám sobì Fourierovou øadou. Pro koe˛cienty funkce f_2 tedy platí:

a^2_0 = 1, a^2 = − 1 2 , a^2_k = 0 pro k ≠ 0, 2,

b^2_k = 0, pro ka¿dé k.

Pro výpoèet koe˛cientù funkce f_1 polo¿me a =^π_3 . To nám umo¿ní spoèítat koe˛cienty funkce |x − a|, co¿ zahrne napøíklad i èást øeźení prvního pøíkladu druhé verze. Poèítejme tedy:

πa^1_k = ∫_π −π |x − a| cos kx dx = ∫_a −π (a − x) cos kx dx + ∫_π a (x − a) cos kx dx = a · (∫_a −π cos kx dx − ∫_π a cos kx dx ) − ∫_a −π x cos kx dx + ∫_π a x cos kx dx = a · ∫_a −a cos kx dx + 2 · ∫_π a x cos kx dx Nyní je tøeba rozliźit pøípady k = 0 a k > 0.

πa^1_0 = a · ∫_a −a 1 dx + 2 · ∫_π a x dx = a · 2a + 2 · [ x^2 2 ]_π a = 2a^2 + π^2 − a^2 = π^2 + a^2;

πa^1_k = a · [ sin kx k ]_a −a + 2 · [ x sin kx k ]_π a − 2 · ∫_π a sin kx k dx = 2a k sin ka + 0 − 2a k sin ka − 2 · [ − cos kx k^2 ]_π a = 2 k^2 · ( (−1)^k − cos ka ) , pro k = 1, 2, . . .

Dále poèítejme sinové koe˛cienty:

πb^1_k = ∫_π −π |x − a| sin kx dx = ∫_a −π (a − x) sin kx dx + ∫_π a (x − a) sin kx dx = a · (∫_a −π sin kx dx − ∫_π a sin kx dx ) − ∫_a −π x sin kx dx + ∫_π a x sin kx dx = −2a · ∫_π a sin kx dx − ∫_a −a x sin kx dx = −2a · [ − cos kx k ]_π a − [ − x cos kx k ]_a −a − ∫_a −a cos kx k dx = 2a k · ( (−1)^k − cos ka ) + 2a k cos ka − [ sin kx k_2 ]_a −a = 2a k · (−1)^k − 2 k^2 sin ka, pro k = 1, 2, . . . V naźem pøípadì (a =^π_3 ), máme tedy:

a^1_0 = 10 9 π, a^1_k = 2 k^2π · ( (−1)^k − cos k π 3 ) , pro k = 1, 2, . . . b^1_k = 2 3k · (−1)^k − 2 k^2π sin k π 3 , pro k = 1, 2, . . . Fourierova øada funkce f je tedy 1 2 + 5 9 π − 3 π cos x − ( 2 3 + √ 3 π ) sin x + ( 3 4π − 1 2 ) cos 2x + ( 1 3 − √ 3 4π ) sin 2x + ∞∑ k=3 ( 2 k^2π · ( (−1)^k − cos k π 3 ) cos kx + ( 2 3k · (−1)^k − 2 k^2π sin k π 3 ) sin kx ) .

Proto¿e funkce f je po èástech hladká, její Fourierova øada konverguje ve vźech bodech. Souèet je pak roven f(x) ve vźech bodech intervalu (−π, π) (proto¿e f je tam navíc spojitá), v bodech ±π je roven π. Dále je pochopitelnì 2π-periodický.

2. Urèete souøadnice tì¿iźtì homogenního drátu, který má tvar obvodu trojúhelníka s vrcholy (0, 0), (0, 8) a (6, 0). (15 bodù) Øeźení. Souøadnice homogenního drátu ve tvaru rovinné køivky γ jsou

(^R_{γ x ds} R γ 1 ds , R γ y ds R γ 1 ds ) . Spoètìme obecnìjźí úlohu: uva¿ujme homogenní drát ve tvaru obvodu trojúhelníka s vrcholy (0, 0), (0, a), (b, 0), kde a, b > 0.

Oznaème obvod naźeho trojúhelníka symbolem γ. ∫ γ 1 ds je délka køivky γ, v naźem pøípadì tedy obvod trojúhelníka, tedy a + b + √ a^2 + b^2.

Zbylé dva integrály je tøeba spoèítat pøímo. Obvod naźeho trojúhelníka se skládá ze tøí úseèek, které mù¿eme parametrizovat tøeba následovnì:

γ_1(t) = (0, t), t ∈ [0, a], (úseèka (0, 0) → (0, a)), γ_2(t) = (bt, a − at), t ∈ [0, 1], (úseèka (0, a) → (b, 0)), γ_3(t) = (b − t, 0), t ∈ [0, b], (úseèka (b, 0) → (0, 0)).

Mù¿eme tedy poèítat: ∫ γ x ds = ∫ γ1 x ds + ∫ γ2 x ds + ∫ γ3 x ds = ∫_a 0 0 · 1 dt +

∫_1 0 bt · √ a^2 + b^2 dt + ∫_b 0 (b − t) · 1 dt = 1 2 b √ a^2 + b^2 + 1 2 b^2; ∫ γ y ds = ∫ γ1 y ds + ∫ γ2 y ds + ∫ γ3 y ds = ∫_a 0 t · 1 dt +

∫_1 0 a − at · √ a^2 + b^2 dt + ∫_b 0 0 · 1 dt = 1 2 a^2 + 1 2 a √ a^2 + b^2.

Souøadnice tì¿iźtì jsou tedy ( b 2 · b + √ a^2 + b^2 a + b + √ a^2 + b^2 , a 2 · a + √ a^2 + b^2 a + b + √ a^2 + b^2 ) ) ;

v naźem pøípadì je a = 8, b = 6, √ a^2 + b^2 = 10, a tedy souøadnice jsou (2, 3).

3. Spoètìte ∫ γ φ, kde φ(x, y) = (x^2 + y^2, x^2 − y^2), a γ je hranice mno¿iny {(x, y) ∈ R^2 | −1 < x < 1, 0 < y < x^2} probíhaná tak, ¿e tato mno¿ina bude po levé ruce. (Poèítejte buï pøímo nebo z Greenovy vìty.) (15 bodù) Øeźení. Oznaème M mno¿inu ze zadání. Podle Greenovy vìty platí ∫ γ φ = ∫ ∫ M ∂φ_2 ∂x − ∂φ_1 ∂y = ∫ ∫ M (2x − 2y) dx dy =

∫_1 −1 (∫_{x2} 0 (2x − 2y) dy ) dx

= ∫_1 −1 [ 2xy − y^2 ]_x2 0 dx =

∫_1 −1 (2x^3 − x^4) dx = [ 1 2 x^4 − 1 5 x^5

]_1 −1 = − 2 5 . Pøi pøímém výpoètu køivkového integrálu by bylo tøeba rozdìlit køivku na ètyøi èásti:

γ_1(t) = (t, 0), t ∈ [−1, 1], (úseèka (−1, 0) → (1, 0)), γ_2(t) = (1, t), t ∈ [0, 1], (úseèka (1, 0) → (1, 1)), γ_3(t) = (−t, t^2), t ∈ [−1, 1], (èást paraboly), γ_4(t) = (−1, 1 − t), t ∈ [0, 1], (úseèka (−1, 1) → (−1, 0)).

Test èíslo 2 { druhá verze 1. Rozviòte funkci f(x) = | |x + π 3 | | + cos_2 x

ve Fourierovu øadu na intervalu (−π, π) a urèete její souèet ve vźech bodech, kde konverguje. (20 bodù) Øeźení. Piźme f(x) = f_1(x) + f_2(x), kde f_1(x) = |x +^π_3 | a f_2(x) = cos^2 x. Zøejmì Fourierovy koe˛cienty funkce f jsou souètem Fourierových koe˛cientù funkcí f_1 a f_2, tak¿e nejprve spoètìme Fourierovy koe˛cienty obou tìchto funkcí zvláźż. Nejprve si vźímejme funkce f_2. Platí

cos^2 x =

1 + cos 2x 2 = 1 2 + 1 2 cos 2x,

co¿ je trigonometrický polynom, a tedy je sám sobì Fourierovou øadou. Pro koe˛cienty funkce f_2 tedy platí:

a^2_0 = 1, a^2 = 1 2 , a^2_k = 0 pro k ≠ 0, 2,

b^2_k = 0, pro ka¿dé k.

Pro výpoèet koe˛cientù funkce f_1 polo¿me a = −^π_3 a vyu¿ijme výpoètu z první verze (ten výpoèet platí pro ka¿dé a ∈ [−π, π], kde pouu¿íváme konvenci, ¿e ∫_c d g(x) dx = − ∫_d c g(x) dx, pokud c < d).

Po dosazení tedy dostaneme:

a^1_0 = 10 9 π, a^1_k = 2 k^2π · ( (−1)^k − cos k π 3 ) , pro k = 1, 2, . . . b^1_k = 2 3k · (−1)^{k+1} + 2 k^2π sin k π 3 , pro k = 1, 2, . . . Fourierova øada funkce f je tedy 1 2 + 5 9 π − 3 π cos x + ( 2 3 + √ 3 π ) sin x + ( 3 4π + 1 2 ) cos 2x + ( √ 3 4π − 1 3 ) sin 2x + ∞∑ k=3 ( 2 k^2π · ( (−1)^k − cos k π 3 ) cos kx + ( 2 3k · (−1)^{k+1} + 2 k^2π sin k π 3 ) sin kx ) .

Proto¿e funkce f je po èástech hladká, její Fourierova øada konverguje ve vźech bodech. Souèet je pak roven f(x) ve vźech bodech intervalu (−π, π) (proto¿e f je tam navíc spojitá), v bodech ±π je roven π. Dále je pochopitelnì 2π-periodický.

2. Urèete souøadnice tì¿iźtì homogenního drátu, který má tvar obvodu trojúhelníka s vrcholy (0, 0), (0, 5) a (12, 0). (15 bodù) Øeźení. Do vzoreèku spoèteného v první verzi dosadíme a = 5, b = 12, √ a^2 + b^2 = 13, a tì¿iźtì vyjde (5,^3_2 ). 3. Spoètìte ∫ γ φ, kde φ(x, y) = (x^2 + y^2, x^2 − y^2), a γ je hranice mno¿iny {(x, y) ∈ R^2 | −1 < x < 1, x^2 < y < 2} probíhaná tak, ¿e tato mno¿ina bude po levé ruce. (Poèítejte buï pøímo nebo z Greenovy vìty.) (15 bodù)

Øeźení. Oznaème M mno¿inu ze zadání. Podle Greenovy vìty platí ∫ γ φ = ∫ ∫ M ∂φ_2 ∂x − ∂φ_1 ∂y = ∫∫ M (2x − 2y) dx dy =

∫_1 −1 (∫_2 x2 (2x − 2y) dy ) dx

= ∫_1 −1 [ 2xy − y^2 ]_2 x2 dx =

∫_1 −1 (4x − 4 − 2x^3 + x^4) dx = [ 2x^2 − 4x − 1 2 x^4 + 1 5 x^5

]_1 −1 = − 38 5 . Pøi pøímém výpoètu køivkového integrálu by bylo tøeba rozdìlit køivku na ètyøi èásti:

γ_1(t) = (t, t^2), t ∈ [−1, 1], (èást paraboly), γ_2(t) = (1, t), t ∈ [1, 2], (úseèka (1, 1) → (1, 2)), γ_3(t) = (−t, 2), t ∈ [−1, 1], (úseèka (1, 2) → (−1, 2)), γ_4(t) = (−1, 2 − t), t ∈ [0, 1], (úseèka (−1, 2) → (−1, 1)).