XIV. Zjist»ete, zda existuj«“ limity, a existuj«“-li, spo»ct»ete je

1. lim_{x→0} y→0 x^2+y^2

√_{x2+y2+1−1} 2. lim_{x→0} y→0 √_{x2y2+1−1} x^2 +y^2 3. limx→0 y→0 sin(x^3+y^3) x^2+y^2 4. limx→0 y→0 e^− 1 x2 +y2 x^4+y^4

5. lim_{x→0} y→0 (1 + x^2y^2)^{1x2 +y2} 6. lim_{x→0} y→0 x^2y^2 x^2y^2+(x−y)^2 7. limx→0 y→0 (x^2 + y^2)^{x2y2}

Zkoumejte existenci a hodnotu parci«aln«“ch derivac«“ a diferenci«alu (ev. spojit»e dodefinovan«e, lze-li to ud»elat) funkce f(x, y) = 8. √ x^2 + y^2 9.^3 √ x + y^2 10.^3 √ x^2 + y · ln(x^2 + y^2) 11. |x| · |y| 12.^3 √ xy 13.^3 √ x^3 + y^3 14. (x^2 + y^2) sin^1_{x2+y2} 15. e^{−1x2 +y2+xy} 16.^{x2y(|x|+|y|)}_{x4+y2} 17. Necht’ f(x, y) = xy^{x2−y2}_{x2+y2} , f(0, 0) = 0. Spo»ct»ete^{∂2f}_{∂x∂y} (0, 0) a^{∂2f}_{∂y∂x} (0, 0).

V«ysledky a n«avody. 1. 2 2. 0 3. 0 4. 0 5. 1 6. Neexistuje. 7. 1 8. Mimo

(0, 0) diferencovateln«a, v (0, 0) neexistuj«“ parci«aln«“ derivace. 9. Diferencovateln«a krom»e bodu (−y^2, y), y ∈ R, v nich neexistuj«“ parci«aln«“ derivace. 10. V (0, 0) spojit»e dode˛novat 0. Mimo body (x, −x^2) diferencovateln«a. V (x, −x^2) neexistuj«“ parci«aln«“ derivace pokud x^2 + x^4 ≠ 1, pokud x^2 + x^4 = 1, je tam diferenci«al 0. 11. Pro x ≠ 0, y ≠ 0 diferencovateln«a.^{∂f}_{∂x} (x, 0) = 0, ∂f ∂y (0, y) = 0;^{∂f}_{∂y} (x, 0) neexistuje pro x ≠ 0,^{∂f}_{∂x} (0, y) neexistuje pro y ≠ 0; v (0, 0) je diferenci«al 0. 12. Pro x ≠ 0, y ≠ 0 diferencovateln«a.^{∂f}_{∂x} (x, 0) = 0,^{∂f}_{∂y} (0, y) = 0;^{∂f}_{∂y} (x, 0) neexistuje pro x ≠ 0,^{∂f}_{∂x} (0, y) neexistuje pro y ≠ 0;^{∂f}_{∂x} (0, 0) =^{∂f}_{∂y} (0, 0) = 0, ale diferenci«al neexistuje. 13. Mimo body (x, −x) diferencovateln«a. V bodech (x, −x), x ≠ 0 neexistuj«“ parci«aln«“ derivace. ∂f ∂x (0, 0) =^{∂f}_{∂y} (0, 0) = 1, ale diferenci«al neexistuje. 14. V (0, 0) dode˛novat 0, diferencovateln«a v»sude (v (0, 0) je diferenci«al 0). 15. V (0, 0) dode˛novat 0, diferencovateln«a v»sude (v (0, 0) je diferenci«al 0). 16. V (0, 0) dode˛novat 0. Mimo (0, 0) diferencovateln«a.^{∂f}_{∂x} (0, 0) =^{∂f}_{∂y} (0, 0) = 0, ale diferenci«al neexistuje. 17.^{∂2f}_{∂x∂y} (0, 0) = −1,^{∂2f}_{∂y∂x} (0, 0) = 1 { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

XV. Funkce dvou prom»enn«ych { derivace, slo»zen«e funkce

1. Vyj«ad»rete parci«aln«“ derivace prvn«“ho a druh«eho »r«adu funkc«“ g(x, y) = (a) f(x^2 + y^2), (b) f(x, xy), (c) f(x,^x_y ), (d) f(x + y, x − y), (e) f(ax, by). 2. Necht’ f(s, t) je kladn«a funkce t»r«“dy C^1 na R^2 . Vyj«ad»rete parci«aln«“ derivace 1. »r«adu funkce g pomoc«“ hodnot a derivac«“ funkce f, pokud je (a) g(x, y) = f(x, y)^{f(x,y)}, b) g(x, y) = f(x, y)^{f(y,x)}. 3. Necht’ f m«a diferenci«al v bod»e (1, 1) a necht’ f(1, 1) = f^′_1(1, 1) = 1, f^′_2(1, 1) = 2. Polo»zme g(t, u) = f(f(u, t), f(t, u)). Spo»ct»ete^{∂g}_{∂t} (1, 1).

4. Necht’ f(r, φ) = g(r cos φ, r sin φ), funkce g m«a diferenci«al v bod»e (1, 1),^{∂f}_{∂r} ( √ 2,^π_4 ) = 0, ∂f ∂φ ( √ 2,^π_4 ) = 4. Spo»ct»ete g^′_1(1, 1), g^′_2(1, 1).

5. P»reved’te do pol«arn«“ch sou»radnic rovnici a) x ·^{∂u}_{∂y} + y ·^{∂u}_{∂x} = 0, b)^{∂2u}_{∂x2} +^{∂2u}_{∂y2} = 0. 6. Transformujte do pol«arn«“ch sou»radnic rovnici^{dy}_{dx} =^{x+y}_{x−y} (t.j. napi»ste odpov«“daj«“c«“ rovnici pro r = r(φ)).

V«ysledky a n«avody. 1. (a)^{∂g}_{∂x} (x, y) = f^′(x^2 +y^2)·2x,^{∂g}_{∂y} (x, y) = f^′(x^2 +y^2)·2y, pokud existuje

f^′(x^2 +y^2).^{∂2g}_{∂x2} (x, y) = f^{′′}(x^2 +y^2)·4x^2 +2f^′(x^2 +y^2),^{∂2g}_{∂y2} (x, y) = f^{′′}(x^2 +y^2)·4y^2 +2f^′(x^2 +y^2),

∂^2g ∂x∂y (x, y) = ∂^2g ∂y∂x (x, y) = f ′′(x^2 + y^2) · 4xy, pokud existuje f^{′′}(x^2 + y^2). V p»r«“kladech (b){(e) p»redpokl«adejme existenci tot«aln«“ho diferenci«alu funkce f v p»r«“slu»sn«ych bodech. (b)^{∂g}_{∂x} (x, y) = ∂_1f(x, xy)+ y∂_2f(x, xy),^{∂g}_{∂y} (x, y) = x∂_2f(x, xy), (c)^{∂g}_{∂x} (x, y) = ∂_1f(x,^x_y )+^1_y ∂_2f(x,^x_y ),^{∂g}_{∂y} (x, y) = −^x_{y2} ∂_2f(x,^x_y ), (d)^{∂g}_{∂x} (x, y) = ∂_1f(x + y, x − y) + ∂_2f(x + y, x − y),^{∂g}_{∂y} (x, y) = ∂_1f(x + y, x − y) − ∂_2f(x + y, x − y), (e)^{∂g}_{∂x} (x, y) = a∂_1f(ax, by),^{∂g}_{∂y} (x, y) = b∂_2f(ax, by), zde sta»c«“ existence ∂_1f a ∂_2f.

2. (a)^{∂g}_{∂x} (x, y) = f(x, y)^{f(x,y)} ·^{∂f}_{∂t} (x, y) · (log f(x, y) + 1),^{∂g}_{∂y} (x, y) = f(x, y)^{f(x,y)} ·^{∂f}_{∂s} (x, y) · (log f(x, y) + 1), (b)^{∂g}_{∂x} (x, y) = f(x, y)^{f(y,x)} · (_{∂f} ∂s (y, x) log f(x, y) +^{∂f}_{∂t} (x, y) ·^{f(y,x)}_{f(x,y)} ) ,^{∂g}_{∂y} (x, y) = f(x, y)^{f(y,x)} · (_{∂f} ∂t (y, x) log f(x, y) +^{∂f}_{∂s} (x, y) ·^{f(y,x)}_{f(x,y)} ) 3. 4 4. g^′_1 = −2, g^′_2 = 2. 5. (a)

r sin 2φ^{∂u∗}_{∂r} + cos 2φ^{∂u∗}_{∂φ} = 0 (b)^{∂2u∗}_{∂r2} +^1_{r2}^{∂2u∗}_{∂φ2} +^1_r^{∂u∗}_{∂r} = 0 6.^{dr}_{dφ} = r { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

XVI. Ur»cete y^′ a y^{′′} v bodech, v jejich»z okol«“ je uvedenou rovnic«“ zad«ana diferencovateln«a funkce y = y(x)

1. x^2 + 2xy − y^2 = a^2 a ∈ R 2. log √ x^2 + y^2 = arctg^y_x 3. y − ε sin y = x 0 < ε < 1 4. x^y = y^x 5. y = 2x arctg^y_x

Vy»set»rete prub»eh implicitn»e zadan«ych funkc«“ a na»crtn»ete p»r«“slu»sn«e k»rivky

6. y^2 = ax^2 + x^3 7. x^3 + y^3 − 3xy = 0 8. x^2 + y^2 = x^4 + y^4 9. x^2 + y^4 = x^6 10. (x^2 + y^2)^2 = a^2(x^2 − y^2) 11. (y − x^2)^2 = x^5 12. (a + x)y^2 = (a − x)x^2 13. y^2 = (x − a)(x − b)(x − c), kde a ≤ b ≤ c

V«ysledky a n«avody. 1. y^′ =^{y+x}_{y−x} , (x, y) ≠ (^a√_2 ,^a√_2 ), (^{−a}√_2 ,^{−a}√_2 ) 2. y^′ =^{x+y}_{x−y} , (x, y) ≠ ( √ 2e^{π4} , √ 2e^{π4} ), (− √ 2e^{π4} , − √ 2e^{π4} ) 3. y^′ =^1_{1−ε cos y} 4. y^′ =^y_x ·^{x log y+y}_{y log x+x} , (x, y) ≠ (e, e) 5.

y^′ =^y_x 6.

7. 8. 10.

Ad 7. Postup »re»sen«“. Ozna»cme F (x, y) = x^3 + y^3 − 3xy a M = {(x, y) | F (x, y) = 0}. Z»rejm»e F (x, y) = F (y, x), a tak je M symetrick«a podle p»r«“mky y = x. F je t»r«“dy C^1 (dokonce C^∞), a plat«“^{∂F}_{∂x} = 3(x^2 − y),^{∂F}_{∂y} = 3(y^2 − x).^{∂F}_{∂x} = 0 pr«av»e ve dvou bodech M, a to (0, 0) a (^3 √ 2,^3 √ 4); ∂F ∂y = 0 pr«av»e ve dvou bodech M, a to (0, 0) a (^3 √ 4,^3 √ 2). Nyn«“ zvolme pevn«e x a zkoumejme po»cet y spl»nuj«“c«“ch F (x, y) = 0. Polo»zme F_x(y) = F (x, y). Pak z»rejm»e lim_{y→−∞} F_x(y) = −∞ a lim y→+∞ F_x(y) = +∞. Nav«“c F^′_x(y) = 3(y^2 − x), a tedy F_x je rostouc«“ na R, pokud x ≤ 0, proto m«a v

tomto p»r«“pad»e rovnice F_x(y) = 0 pr«av»e jedno »re»sen«“ (ozna»cme y_1(x)). Pokud x > 0, pak F_x roste na (−∞, − √ x], kles«a na [− √ x, √ x] a op»et roste na [ √ x, ∞]. Plat«“ F_x(− √ x) = x^3 +2x^{32} > 0, a tedy existuje pr«av»e jedno y_2(x) ∈ (−∞, − √ x) spl»nuj«“c«“ F_x(y_2(x)) = 0. D«ale F_x( √ x) = x^3 − 2x^{32} , tud«“»z

F_x( √ x) > 0 pro x >^3 √ 4, F_x( √ x) < 0 pro x ∈ (0,^3 √ 4). Pro x >^3 √ 4 ji»z tedy »z«adn«e dal»s«“ »re»sen«“ nen«“,

pro x ∈ (0,^3 √ 4) jsou dal»s«“ dv»e { y_3(x) ∈ (− √ x, √ x) a y_4(x) ∈ ( √ x, +∞). Z v»ety o implicitn«“ch

funkc«“ch nyn«“ plyne, »ze y_1, . . . , y_4 jsou ve sv«ych de˛ni»cn«“ch oborech t»r«“dy C^∞, a »ze jejich derivace

lze spo»c«“tat: y^′_i =^{yi−x2}_{y2i −x} . Vy»set»reme tedy prub»eh jednotliv«ych y_i. Za»cn»eme s y_1. Je de˛nov«ano na

(−∞, 0), tedy y^2_1 − x > 0. Abychom zjistili znam«enko y_1 − x^2, spo»ct»eme F_x(x^2) = x^6 − 2x^3 > 0,

a tedy y_1 < x^2, tud«“»z y^′_1 < 0, a y_1 je klesaj«“c«“. Proto»ze F_x(0) = x^3 < 0, je y_1 > 0. Z toho, »ze je

klesaj«“c«“, plyne, »ze y_1 m«a v 0− i v −∞ limitu. Ozna»cme L limitu v 0−. Pak 0 = lim_{x→0−} F (x, y_1) = L^3,

a tedy L = 0. Je-li K limita v −∞, pak K = +∞, nebot’ jinak 0 = lim_{x→−∞} F (x, y_1) = −∞. D«ale

lze zjistit, »ze y_1 m«a v −∞ asymptotu y = −x − 1, nebot’ F_x(−x + c) = 3x^2(c + 1) − 3xc(c + 1) + c^3 ,

a tedy F_x(−x − 1) = −1 < 0, odkud m«ame y_1(x) > −x − 1, a pro c > −1 je F_x(−x + c) > 0 v okol«“

−∞, a tedy na okol«“ −∞ plat«“ −x − 1 < y_1(x) < −x + c. D«ale lze uk«azat, »ze lim_{x→0−} y^′_1(x) = 0, nebot’

F_x(−x) = 3x^2 > 0, a tedy y_1(x) < −x, a tak |y^′_1(x)| ≤^{x2}_{−2x} = −^x_2 , a proto m«a limitu 0. Obdobn»e

lze vy»set»rit zbyl«a t»ri »re»sen«“, p»ritom y_2 je symetrick«e s y_1 podle p»r«“mky y = x, y_2 a y_3 maj«“ v 0+

limitu 0 a v^3 √ 4− limitu^3 √ 2 (to plyne z v»ety o implicitn«“ch funkc«“ch na okol«“ bodu (^3 √ 4,^3 √ 2), v

n»em»z je^{∂F}_{∂x} ≠ 0).

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

XVII. Vyj«ad»rete uveden«e primitivn«“ funkce na maxim«aln«“ch intervalech existence pomoc«“ element«arn«“ch funkc«“ 1. ∫_3√

1 − 3x dx 2.

∫_{(1−x)}3

x^3 √ x dx 3.

∫_x2

(1−x)^{100} dx 4. ∫ √ x^6 dx 5.

∫_2x+1_{−5}x−1

10^x dx 6. ∫_e3x_{+1}

e^x+1 dx 7. ∫ tg^2 x dx 8. ∫ cotg^2 x dx 8. ∫_{dx} 2+3x^2 9. ∫_{dx} 1+cos x 10. ∫ | cos x| dx 11. ∫ sin^2 x dx 12. ∫ cos^4 x dx 13.

∫_x2_{dx}

cos^2(x^3) 14. ∫_x 1+4x^2 dx 15. ∫_x 1+x^4 dx 16. ∫_{dx} x log x log log x 17. ∫ tg x dx 18. ∫ cotg x dx 19. ∫_{dx} sin x 20. ∫_{dx} cos x 21. ∫ x^α log x dx 22. ∫ x^3 log^2 x dx 23. ∫ e^{√x} dx 24. ∫ log ( x + √ x^2 + 1 ) dx 25.

∫_{sin x} e^x dx 26. Spo»ct»ete (a) ∫_{dx} (x^2+1)^2 pomoc«“ substituce x = tg t (b) ∫_{dx} (x^2−1)^32

pomoc«“ substituce x =^1_{cos t} (c) ∫_{dx} √_{(x−α)(β−x)} , (α < β) pomoc«“ substituce x = α cos^2 x + β sin^2 x 27. ∫_{dx} x^4+1 28. ∫_{dx} 2 sin x−cos x+5 29.

∫_{sin x cos x}

1+sin^4 x dx 30.

∫_{x·e}arctg x

(1+x^2)^32 dx V«ysledky a n«avody. V«ysledky jsou uvedeny þa»z na konstantuß. 1. −^1_4 (1 − 3x)^43 , na R 2.

−^3_3^√_x −^9_2^3 √ x^2 +^9_5 x^{53} −^3_8 x^{83} na (−∞, 0) a na (0, ∞) 3.^1_{99(1−x)99} −^1_{49(1−x)98} +^1_{97(1−x)97} , na (−∞, 1)

a na (1, ∞) 4.^1_4 |x|·x^3, na R 5.^{−10·5−x log 2+2−x log 5}

5 log 5 log 2 , na R 6. 1 2 e^{2x} −e^x +x, na R 7. tg x−x,

na ka»zd«em z intervalu (−^π_2 +kπ,^π_2 +kπ), k ∈ Z 8. − cotg x−x, na ka»zd«em z intervalu (kπ, (k+1)π),

k ∈ Z 8.^1√_6 arctg^{x√6}_2 , na R 9. tg^x_2 , na ka»zd«em z intervalu ((2k − 1)π, (2k + 1)π), k ∈ Z

10. sin ( x − π · [_x π +^1_2 ]) + 2 · [_x π +^1_2 ] , na R 11.^x_2 −^1_4 sin 2x, na R 12.^3_8 x +^3_8 sin x cos x + 1 4 sin x cos^3 x, na R 13.^1_3 tg(x^3), na ka»zd«em z intervalu (^3 √ −^π_2 + kπ,^3 √_π 2 + kπ), k ∈ Z 14. 1 8 log(1 + 4x^2), na R 15.^1_2 arctg(x^2), na R 16. log | log log x|, na (1, e) a na (e, ∞) 17.

− log | cos x|, na ka»zd«em z intervalu (−^π_2 + kπ,^π_2 + kπ), k ∈ Z 18. log | sin x|, na ka»zd«em z

intervalu (kπ, (k + 1)π), k ∈ Z 19. log | tg^x_2 | , na ka»zd«em z intervalu (kπ, (k + 1)π), k ∈ Z 20.

− log | |tg(^π_4 −^x_2 ) | |, na ka»zd«em z intervalu (−^π_2 + kπ,^π_2 + kπ), k ∈ Z 21.^{x1+α}_{1+α} · ( log x −^1_{1+a} ) , na

(0, ∞) pro α ≠ 1;^1_2 ln^2 x, na (0, ∞) pro α = −1 22.^1_4 x^4 ln^2 x −^1_8 x^4 ln x +^1_{32} x^4, na (0, ∞) 23. 2e^{√x} · ( √ x − 1), na (0, ∞) 24. x log ( x + √ x^2 + 1 ) − √ x^2 + 1, na R 25. −^1_2 e^{−x} · (sin x + cos x),

na R 26.^x_{2(x}2_{+1)} +^1_2 arctg x 27. −^x√_{x2−1} 28. 2 arcsin^{√ x−a}_{b−a} 29.^{√2}_8 log^{x2 +x√2+1}_{x2−x}√_{2+1} + √ 2 4 arctg(x √ 2 + 1) +^{√2}_4 arctg(x √ 2 − 1) 30. 31.^1_2 arctg sin^2 x 32.^1_2 e^{arctg x}(sin arctg x −

cos arctg x) (substituce t = arctg x

XVIII. Spo»ct»ete primitivn«“ funkce 1. ∫_x8_{+x−1}

x^6+1 dx 2. ∫_{dx} (x^2+3x+4)^2 3. ∫_{dx} (sin^2 x+2 cos^2 x)^2 4. ∫_{dx} (2+cos x) sin x 5. ∫_e2x 1+e^x dx 6. ∫_{dx} √ 1+e^x+ √ 1−e^x Spo»ct»ete »ci p»reve»dte na integr«al z racion«aln«“ funkce 7. ∫_{dx√} x^2+1 8. ∫_{dx} (4+x^2) √ 4−x^2 9.

∫_{1−}^√_{x+1}

1−^3 √ x+1 dx 10. ∫^√_{x+1−}^√_{x−1} √ x+1+ √ x−1 dx V«ysledky a n«avody. 1.^1_3 x^3 +^1_6 log(1 + x^2) +^{√3−1}_2 log(x^2 − x √ 3 + 1) −^{√3+1}_2 log(x^2 + x √ 3 + 1) −^{3−√3}_6 arctg(2x − √ 3) −^{3+√3}_6 arctg(2x + √ 3) 2.^1_7 ·^{2x+3}_{x2+3x+4} +^{4√7}_{49} arctg^{2x+3√}_7 3.

−^1_4^{tg x}_{2+tg2 x} +^{3√2}_8 arctg^{tg x√}_2 + [_x π +^1_2 ] π 4.^1_3 log ( 2 tg^x_2 ( 3 + tg^{2 x}_2 )) 5. e^x − log(1 + e^x) 6. √ 1−e^x− √ 1+e^x 2e^x − 1 2 log √_{1+√1−ex} 1− √ 1−e^x − 1 2 log √_{√1+ex +1} √ 1+e^x−1 7. substituce √ x^2 + 1 = x+t 8. substituce t = √_{2−x} 2+x 9. substituce t =^6 √ x + 1 10. substituce t = √_{x−1} x+1 { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

XIX. Vypo»ct»ete n«asleduj«“c«“ integr«aly 1. 2∫ 0 |1−x| dx 2. 1∫ −1 dx x^2−2x cos α+1 , α ∈ (0, π) 3. 2π∫ 0 dx 1+ε cos x , ε ∈ [0, 1) 4. 1∫ −1 dx √_{(1−2ax+a2)(1−2bx+b2 )} , |a| < 1, |b| < 1, ab > 0 5. π 2∫ 0 dx a^2 sin^2 x+b^2 cos^2 x , ab ≠ 0 6. 100π∫ 0 √ 1 − cos 2x dx 7.

log 2∫ 0 xe^{−x} dx 8. 2π∫ 0 x^2 cos x dx 9. e∫ 1 e | log x| dx 10. √ 3∫ 0 x arctg x dx 11.

log 2∫ 0 √ e^x − 1 dx 12. a∫ 0 x^2 √ a^2 − x^2 dx 13. 1∫ 0 arcsin √ x √_{x(1−x)} dx 14.^1 ∫ −1 x dx x^2+x+1 15. e∫ 1 (x log x)^2 dx 16.^1 ∫ 0 x^{15} √ 1 + 3x^8 dx 17.^{2π} ∫ 0 dx (2+cos x)(3+cos x) 18. 2π∫ 0 dx sin^4 x+cos^4 x 19. π∫ 0 e^x cos^2 x dx 20. π 2∫ 0 sin^{2m} x cos^{2n} x dx 21.^π ∫ 0 sin nx sin x 22. π∫ 0 cos^n x cos nx

V«ysledky a n«avody. 1. 1 2.^π_{2 sin α} 3.^{2π}√_{1−ε2} , substituce t = cotg^x_2 4. −^1_a log^{1−a}_{1+a} pokud

a = b,^{1√}_{ab} log^{1+√ab}_{1−}^√_{ab} pro a ≠ b (nap»r. substituce y = 1 − x a t = √_{(1−b)2+2by} (1−a)^2+2ay ) 5. π 2|ab| (nap»r.

t = tg x) 6. 200 √ 2 7.^{1−log 2}_2 8. 4π 9. 2 −^2_e 10.^2_3 π −^{√3}_2 11. 2 −^π_2 12.^1_{16} πa^4

13.^{π2}_4 14.^1_2 log 3 −^{√3}_6 π 15.^{5e3−2}_{27} 16.^{1+√2}_{30} 17.^π_6 (4 √ 3 − 3 √ 2), substituce t = cotg^x_2 18. 2π √ 2, nap»r. substituce t = tg x na (0,^π_2 ) 19.^3_5 (e^π − 1) 20. Vyj«ad»rete sin a cos pomoc«“ exponenciely (i v dal»s«“ch p»r«“kladech). 21. π pro n lich«e, 0 pro n sud«e 22.^π_{2n} { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

XX. Obsahy ploch a d«elky k»rivek

1. Najd»ete obsahy ploch ohrani»cen«ych k»rivkami (v»sechny parametry jsou kladn«e): (a) ax = y^2, ay = x^2 (b) y = x^2, x+y = 2 (c)^{x2}_{a2} +^{y2}_{b2} = 1 (d) Ax^2 +2Bxy+Cy^2 = 1 (AC −B^2 > 0) 2. Najd»ete obsahy ploch ohrani»cen«ych parametricky zadan«ymi k»rivkami: (a) x = a(t − sin t), y = a(1 − cos t) (t ∈ [0, 2π]) a y = 0 (b) x = 2t − t^2, y = 2t^2 − t^3 (c) x = a(2 cos t − cos 2t), y = a(2 sin t − sin 2t) 3. Najd»ete obsahy ploch ohrani»cen«ych k»rivkami zadan«ymi v pol«arn«“ch sou»radnic«“ch: (a) r^2 = a^2 cos 2φ (b) r = a(1 + cos φ) (c) r = a sin 3φ 4. Pomoc«“ pol«arn«“ch sou»radnic »ci vhodn«e parametrizace najd»ete obsahy ploch ohrani»cen«ych k»rivkami (a) x^3 + y^3 = 3axy (b) x^4 + y^4 = a^2(x^2 + y^2) (c) x^23 + y^23 = a^23 (d) x^4 + y^4 = ax^2y 5. Spo»ct»ete d«elky k»rivek (a) y = x^{32} (0 ≤ x ≤ 4) (b) y = e^x, (0 ≤ x ≤ x_0) (c) x =^1_4 y^2 −^1_2 log y (1 ≤ y ≤ e) (d) x^{23} + y^{23} = a^{23} (e) x = cos^4 t, y = sin^4 t (f) x = a(cos t + t sin t), y = a(sin t − t cos t) (0 ≤ t ≤ 2π) (g) r = aφ, 0 ≤ φ ≤ 2π (h) φ =^1_2 ( r +^1_r ) , 1 ≤ r ≤ 3

V«ysledky a n«avody. 1. (a)^{a2}_3 (b)^9_2 (c) πab (d)^π√_{AC−B2} (pokud C > 0) 2. (a) 3πa^2 (b) 16 3 (t ∈ [0, 2]) (c) 6πa^2 3. (a) a^2 (b)^3_2 πa^2 (c)^π_4 a^2 4. (a) 3a^2 (b) 2πa^2 √ 2 (c)^3_8 πa^2 (d)^π_4 a^2 (parametrizovat tak, »ze y = tx) 5. (a)^8_{27} ( √ 1000 − 1) (b) √ e^{2x0} + 1 +^1_2 log^{√e2x0 +1−1} √ e^{2x}0 +1 − √ 2 − log^{√2−1}√_{2+1} (c)^1_4 (e^2+1) (d) 6a (e)^1_2 −^{√2}_4 log( √ 2−1) (f) 2π^2a (g) a(π √ 4π^2 + 1+^1_2 log(2π+ √ 4π^2 + 1)) (h) 2 +^1_2 log 3 { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

Test »c«“slo 3 { prvn«“ verze

1. Polo»zme f(x, y) = { x + |x|^α + |y|^α m«a-li tento v«yraz smysl, x jinak.

(a) Ur»cete, pro kter«a α ∈ R je f spojit«a v bod»e (0, 0). (5 bodu) (b) Zjist»ete, pro kter«a α ∈ R existuj«“^{∂f}_{∂x} (0, 0),^{∂f}_{∂y} (0, 0), a spo»ct»ete je. (7 bodu) (c) Zjist»ete, pro kter«a α ∈ R m«a f v bod»e (0, 0) tot«aln«“ diferenci«al, a ur»cete ho. (8 bodu) Řešení. (a) Pro α > 0 je f z»rejm»e spojit«a na cel«em R^2 (z v»et o spojitosti element«arn«“ch funkc«“ a v»ety o spojitosti sou»ctu). Pro α = 0 je f(x, y) = x + 2 pro ka»zd«e (x, y), co»z je op»et funkce spojit«a na cel«em R^2 . Pokud α < 0, pak dle de˛nice f m«ame f(0, 0) = 0, f(x, x) = x + 2|x|^α pro x ≠ 0, a tedy lim_{x→0+} f(x, x) = +∞. Proto f nen«“ spojit«a v (0, 0).

Z«av»er: f je spojit«a v (0, 0), pr«av»e kdy»z α ≥ 0.

(b) Pokud α < 0, pak plat«“, dle de˛nice f, f(x, 0) = x pro ka»zd«e x, f(0, y) = 0 pro ka»zd«e y. Tedy, z de˛nice praci«aln«“ch derivac«“ plyne, »ze^{∂f}_{∂x} (0, 0) = 1,^{∂f}_{∂y} (0, 0) = 0. Pokud α = 0, pak f(x, y) = x + 2 na cel«em R^2 , a tedy op»et^{∂f}_{∂x} (0, 0) = 1,^{∂f}_{∂y} (0, 0) = 0. Zb«yv«a p»r«“pad α > 0. Pak po»c«“tejme^{∂f}_{∂x} (0, 0) a^{∂f}_{∂y} (0, 0) dle de˛nice:

∂f ∂x (0, 0) = lim_{x→0} f(x, 0) − f(0, 0) x = lim_{x→0} x + |x|^α x = lim_{x→0}(1 + sgn x · |x|^{α−1}) { = 1 α > 1 neexistuje α ≤ 1 ∂f ∂y (0, 0) = lim_{y→0} f(0, y) − f(0, 0) y = lim_{y→0} |y|^α y = lim_{y→0}(sgn y · |y|^{α−1}) { = 0 α > 1 neexistuje α ≤ 1

Z«av»er: Pro α ∈ (0, 1] parci«aln«“ derivace v (0, 0) neexistuj«“, jinak je^{∂f}_{∂x} (0, 0) = 1,^{∂f}_{∂y} (0, 0) = 0 (c) Pro α < 0 nen«“ f v (0, 0) spojit«a (viz (a)), a tedy nem«a tot«aln«“ diferenci«al. Pro α ∈ (0, 1] nem«a f v (0, 0) parci«aln«“ derivace (viz (b)), a tedy nem«a tot«aln«“ diferenci«al.

Pro α = 0 je f(x, y) = x+2, a tedy^{∂f}_{∂x} = 1,^{∂f}_{∂y} = 0 na cel«em R^2 , tedy parci«aln«“ derivace jsou spojit«e

na R^2 , a proto m«a f tot«aln«“ diferenci«al dokonce v ka»zd«em bod»e. P»ritom z»rejm»e df(0, 0)(h, k) = h.

Nyn«“ uva»zujme α > 1. Pokud diferenci«al existuje, pak m«a tvar df(0, 0)(x, y) = x. Zda je toto tot«aln«“ diferenci«al, zjist«“me z de˛nice:

lim_{x→0} y→0 f(x, y) − f(0, 0) − x √ x^2 + y^2

= lim_{x→0} y→0 |x|^α + |y|^α √ x^2 + y^2

= lim_{x→0} y→0 |x|^{α−1}· |x| √ x^2 + y^2

+ lim_{x→0} y→0 |y|^{α−1}· |y| √ x^2 + y^2

= 0,

proto»ze lim_{x→0} y→0 |x|^{α−1} = 0 a^{|x|}√_{x2+y2} ≤ 1, podobn»e pro druhou limitu.

Z«av»er: Pokud α = 0 nebo α > 1, pak df(0, 0)(x, y) = x, jinak df(0, 0) neexistuje.

2. Necht’ g = g(x, y) m«a tot«aln«“ diferenci«al v bod»e (^3_2 ,^3_2 ). Bud’ f(r, φ) = g(−r cos φ, r^2 sin φ). Spo»ct»ete^{∂g}_{∂x} (^3_2 ,^3_2 ) a^{∂g}_{∂y} (^3_2 ,^3_2 ), v«“te-li, »ze^{∂f}_{∂r} ( √ 3,^5_6 π) = 1 a^{∂f}_{∂φ} ( √ 3,^5_6 π) = −1. (15 bodu) Řešení. Z v»ety o derivaci slo»zen«e funkce dostaneme, »ze v bod»e (√3,^5_6 π) plat«“

∂f ∂r = ∂g ∂x · (− cos φ) + ∂g ∂y · (2r sin φ) ∂f ∂φ = ∂g ∂x · (r sin φ) + ∂g ∂y · (r^2 cos φ)

Po dosazen«“ zadan«ych hodnot dostaneme

1 = √ 3 2 ∂g ∂x + √ 3 ∂g ∂y −1 = √ 3 2 ∂g ∂x − 3 2 √ 3 ∂g ∂y , a tedy^{∂g}_{∂x} (^3_2 ,^3_2 ) =^2_5√_3 ,^{∂g}_{∂y} (^3_2 ,^3_2 ) =^4_5√_3 .

3. Na maxim«aln«“ch intervalech existence vyj«ad»rete pomoc«“ element«arn«“ch funkc«“ primitivn«“ funkci ∫_1

x tg^2 √ log x^2 + 15 dx (15 bodu) Řešení. Nejprve zjist»eme intervaly spojitosti integrandu. Funkce tg je spojit«a na (−^π_2 + kπ,^π_2 + kπ), k ∈ Z. Zkoumejme tedy, kdy √ log x^2 + 15 ∈ (−^π_2 + kπ,^π_2 + kπ). Pokud k < 0, pak to platit nemu»ze (nalevo je nez«aporn«e »c«“slo), pokud k = 0, pak mus9 b«yt √ log x^2 + 15 ∈ [0,^π_2 ), tedy log x^2 + 15 ∈ [0,^{π2}_4 ), neboli log x^2 ∈ [−15,^{π2}_4 − 15), tedy x^2 ∈ [e^{−15}, e^{π2}4^{−15}), neboli |x| ∈ [e^{− 152} , e^{π28 − 152} ). Pokud k > 0, mus«“ b«yt log x^2 + 15 ∈ ((−^π_2 + kπ)^2, (^π_2 + kπ)^2), tedy |x| ∈ (e^{12 ((− π2 +kπ)2−15)}, e^{12 (( π2 +kπ)2−15)}). Tedy primitivn«“ funkce bude existovat na intervalech (e^{12 ((− π2 +kπ)2−15)}, e^{12 (( π2 +kπ)2−15)}) a (−e^{12 (( π2 +kπ)2−15)}, −e^{12 ((− π2 +kπ)2−15)}) pro k > 0 a na intervalech (e^{− 15}2 , e^{π2}8^{− 15}2 ) a (−e^{π2}8^{− 15}2 , −e^{− 15}2 ).

V»simn»eme si, »ze^d_{dx} (log x^2 + 15) =^2_x , a tedy substituc«“ y = log x^2 + 15 p»revedeme n«a»s integr«al na ∫_1

2 tg^2 √ y dy. Nyn«“ proved’me substituci t = √ y, »cili y = t^2, co»z povede na integr«al ∫ t tg^2 t dt, a po»c«“tejme: ∫ t tg^2 t dt = ∫ t · sin^2 t cos^2 t dt = ∫ t · ( 1 cos^2 t

− 1) dt = − t^2 2 + ∫ t cos^2 t dt = − t^2 2 + t tg t − ∫ sin t cos t dt = − t^2 2 + t tg t + log | cos t| + C,

tedy zp»etn«ym dosazen«“m

∫_1

2 tg^2 √ y dy = −^y_2 + √ y tg √ y + log | cos √ y| + C, a tedy ∫_1

x tg^2 √ log x^2 + 15 dx = −^{log x2+15}_2 + √ log x^2 + 15 tg √ log x^2 + 15 + log | cos √ log x^2 + 15| + C na v«y»se uveden«ych intervalech.

Test »c«“slo 3 { druh«a verze

1. Polo»zme f(x, y) = { |x|^α + |y|^α − y m«a-li tento v«yraz smysl, −y jinak.

(a) Ur»cete, pro kter«a α ∈ R je f spojit«a v bod»e (0, 0). (5 bodu) (b) Zjist»ete, pro kter«a α ∈ R existuj«“^{∂f}_{∂x} (0, 0),^{∂f}_{∂y} (0, 0), a spo»ct»ete je. (7 bodu) (c) Zjist»ete, pro kter«a α ∈ R m«a f v bod»e (0, 0) tot«aln«“ diferenci«al, a ur»cete ho. (8 bodu) Řešení. Stejn»e jako v prvn«“ verzi dojdeme k v«ysledkum: (a) f je spojit«a v (0, 0), pr«av»e kdy»z α ≥ 0.

(b) Pro α ∈ (0, 1] parci«aln«“ derivace v (0, 0) neexistuj«“, jinak je^{∂f}_{∂x} (0, 0) = 0,^{∂f}_{∂y} (0, 0) = −1. (c) Pokud α = 0 nebo α > 1, pak df(0, 0)(x, y) = −y, jinak df(0, 0) neexistuje. 2. Necht’ g = g(x, y) m«a tot«aln«“ diferenci«al v bod»e (^3_2 ,^3_2 ). Bud’ f(r, φ) = g(r^2 cos φ, r sin φ). Spo»ct»ete^{∂g}_{∂x} (^3_2 ,^3_2 ) a^{∂g}_{∂y} (^3_2 ,^3_2 ), v«“te-li, »ze^{∂f}_{∂r} ( √ 3,^π_3 ) = −1 a^{∂f}_{∂φ} ( √ 3,^π_3 ) = 1. (15 bodu) Řešení. Z v»ety o derivaci slo»zen«e funkce dostaneme, »ze v bod»e (√3,^π_3 ) plat«“

∂f ∂r = ∂g ∂x · (2r cos φ) + ∂g ∂y · (sin φ) ∂f ∂φ = ∂g ∂x · (−r^2 sin φ) + ∂g ∂y · (r cos φ)

Po dosazen«“ zadan«ych hodnot dostaneme

−1 = √ 3 ∂g ∂x + √ 3 2 ∂g ∂y 1 = − 3 √ 3 2 ∂g ∂x + √ 3 2 ∂g ∂y , a tedy^{∂g}_{∂y} (^3_2 ,^3_2 ) =^2_5√_3 ,^{∂g}_{∂x} (^3_2 ,^3_2 ) = −^4_5√_3 .

3. Na maxim«aln«“ch intervalech existence vyj«ad»rete pomoc«“ element«arn«“ch funkc«“ primitivn«“ funkci ∫ e^x cotg^2 √ e^{x+1} − 1 dx (15 bodu) Řešení. Nejprve zjist»eme intervaly spojitosti integrandu. Funkce cotg je spojit«a na (kπ, (k +1)π),

k ∈ Z. Zkoumejme tedy, kdy^√e^{x+1} − 1 ∈ (kπ, (k +1)π). Proto»ze na lev«e stran»e je nez«aporn«e »c«“slo,

mus«“ b«yt k ≥ 0. Pak dost«av«ame e^{x+1}−1 ∈ (k^2π^2, (k+1)^2π^2), neboli e^{x+1} ∈ (k^2π^2+1, (k+1)^2π^2+1), tedy x + 1 ∈ (log(k^2π^2 +1), log((k+1)^2π^2 +1)), neboli x ∈ (log(k^2π^2 +1)−1, log((k+1)^2π^2 +1)−1), co»z jsou tedy maxim«aln«“ intervaly existence na»s«“ primitivn«“ funkce.

V»simn»eme si, »ze^d_{dx} (e^{x+1} − 1) = e^{x+1} = e · e^x, a tedy mu»zeme prov«est substituci y = e^{x+1} − 1, »c«“m»z n«a»s integr«al p»revedeme na

∫_1

e cotg^2 √ y dy. D«ale proved’me substituci t = √ y, neboli y = t^2, pak integr«al p»rejde na tvar

∫_2

e t cotg^2 t dt. Po»c«“tejme: ∫ t cotg^2 t dt = ∫ t · cos^2 t sin^2 t dt = ∫ t · ( 1 sin^2 t

− 1) dt = − t^2 2 + ∫ t sin^2 t dt = − t^2 2 − t cotg t + ∫ cos t sin t dt = − t^2 2 − t cotg t + log | sin t| + C, tedy zp»etn«ym dosazen«“m

∫_1 e cotg^2 √ y dy = −^y_e −^2_e √ y cotg √ y +^2_e log | sin √ y| + C, a tedy ∫ e^x cotg^2 √ e^{x+1} − 1 dx = − e^{x+1} − 1 e − 2 e √ e^{x+1} − 1 cotg √ e^{x+1} − 1 + 2 e log | sin √ e^{x+1} − 1| + C

na v«y»se uveden«ych intervalech.

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

XXI. Vy»set»rete konvergenci (absolutn«“, neabsolutn«“) n«asleduj«“c«“ch integr«alu

1. a)

∫_1 0 x^{log x} dx b)

∫_1 0 x^{− log x} dx 2.

∫_1 0 √ x √ 1−x^4 dx 3.

∫_1 0 x^2 dx

3√_{(1−x2)5} 4.

∫_1 0 dx e^{√x} −1 dx 5. ∫_1 0 √ x dx e^{sin x} −1 6.

∫_1 0 dx e^x−cos x 7. ∫ π_2 0 log sin x √ x dx 8. ∫_β α arcsin^2(sin x)

sin x dx 9. ∫ π_2 0 dx sin^p x cos^q x 10. ∫ π_2 0 dx sin^q x(1−sin x)^p 11. ∫_∞ 1 dx x^p ln^q x 12. ∫_∞ 2 dx x^p ln^q x 13. ∫_∞ e dx x^p(ln x)^q (ln ln x)^r 14. ∫_∞ e+1 dx x^p(ln x)^q (ln ln x)^r 15. ∫_∞ 0 x^k 1+x^t dx 16. ∫ π_2 0 1−cos x

x^m dx 17. ∫_∞ 1 x^{k x−sin x} x+sin x dx 18. ∫_∞ 0 x^α arctg^β x dx 19. ∫ π_2 0 x^α (_π 2 − x )_β tg^γ x dx 20. ∫_∞ 0 sin x^2 dx 21. ∫_∞ 0 2x cos ( x^4 ) dx 22. ∫_∞ 0 sin(arccotg x) sin x dx 23. ∫_∞ 1 sin x x^α dx 24. ∫_∞ 0 sin^2 x x^α dx 25. ∫_∞ 0 sin x sin 2x x^α dx 26. ∫_∞ 0 x^α ln(1 + x) cos x dx 27.

∫_1 0 sin^1_x

x arctg x dx

V«ysledky a n«avody. 1. a) diverguje, b) konverguje 2. konverguje 3. diverguje 4.

konverguje 5. konverguje 6. diverguje 7. konverguje 8. konverguje, pokud α, β ∈ R, diverguje, je-li jedno z α, β nekone»cn«e 9. konverguje, pokud p < 1 a q < 1 10. konverguje, pokud q < 1 a p <^1_2 11. konverguje, pokud p > 1 a q < 1 12. konverguje, pokud p > 1 nebo p = 1 & q > 1 13. konverguje, pokud p > 1 & r < 1 nebo p = 1 & q > 1 & r < 1 14. konverguje, pokud p > 1 nebo p = 1 & q > 1 nebo p = q = 1 & r > 1 15. konverguje, pokud −1 < k < t − 1 nebo −1 > k > t − 1 16. konverguje, pokud m < 3 17. konverguje, pokud k < −1 18. konverguje, pokud α < −1 < α + β 19. konverguje, pokud α + γ > −1 a β − γ > −1 20. konverguje (neabsolutn»e) 21. konverguje (neabsolutn»e) 22. konverguje (neabsolutn»e) 23. konverguje pro α > 0, absolutn»e pro α > 1 24. konverguje pro α > 1 25. konverguje pro α > 0, absolutn»e pro α > 1 26. konverguje pro −2 < α < 0, absolutn»e pro −2 < α < −1 27. konverguje absolutn»e { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

XXII. Stejnom»ern«a konvergence a jej«“ aplikace

1. Spo»ct»ete limity: (a) lim_{x→1−}^∞ ∑ k=1 (−1)^k

k ·^{xk}_{xk +1} (b) lim_{x→1−}^∞ ∑ k=1 (x^k − x^{k+1}) (c) lim_{x→0+}^∞ ∑ k=1 1 2^kk^x

2. Plat«“ lim_{n→∞}

∫_1 0 f_n(x) dx =

∫_1 0 lim_{n→∞} f_n(x) dx, jestli»ze (a) f_n(x) = nxe^{−nx2} , (b) f_n(x) = nx(1−x)^n,

(c) f_n(x) =^{nx}_{1+n3x2} ? Jak je to se stejnom»ernou konvergenc«“ f_n na (0, 1)?

3. Doka»zte, »ze funkce ζ(x) =^∞ ∑ k=1 1 k^x je C

∞ na (1, ∞). Co lze »r«“ci o jej«“m prub»ehu?

4. Necht’ a = {a_k} je posloupnost re«aln«ych »c«“sel. Polo»zme ζa(x) =^∞ ∑ k=1 a_k k^x . Co lze »r«“ci o de˛ni»cn«“m

oboru, spojitosti a derivac«“ch funkce ζa ?

5. Necht’ f(x) =^∞ ∑ k=1 x k^p+x^2k^q , kde p, q ≥ 0. Doka»zte, »ze (i) f je spojit«a na (0, ∞), je-li max(p, q) > 1,

(ii) f je spojit«a na R, je-li p+q > 2. (iii)* Vy»set»rete de˛ni»cn«“ obor a spojitost f v z«avislosti na p, q.

6. V kter«ych bodech m«a derivaci funkce (a) f(x) =^∞ ∑ k=1 (−1)^k

k+x (b) f(x) =^∞ ∑ k=1 |x| k^2+x^2

7. Doka»zte, »ze f(x) =^∞ ∑ k=1 sin kx k^3 m«a spojitou derivaci na R a spojitou f

′′ na (0, 2π).

V«ysledky a n«avody. 1. (a)^1_2 log 2 (»rada konverguje stejnom»ern»e na [0, 1]) (b) 1 (konvergence

nen«“ stejnom»ern«a) (c) 1 (konvergence je stejnom»ern«a) 2. (a) f_n(x) → 0 na [0, 1],

∫_1 0 f_n =^1_2 (1 − e^{−n}) →^1_2 , tedy konvergence nen«“ stejnom»ern«a. (b) f_n(x) → 0 na [0, 1], nikoli stejnom»ern»e, av»sak ∫_1 0 f_n =^n_{(n+1)(n+2)} → 0 (c) f_n ´ 0 na [0, 1], tedy lze zam»enit. 3. »Rada k-t«ych derivac«“ konverguje stejnom»ern»e na (1+ε, ∞) pro ka»zd«e ε > 0 a ka»zd«e k. Funkce je klesaj«“c«“, konvexn«“, lim_{x→+∞} ζ(x) = 0, lim x→0+ ζ(x) = +∞. 4. Necht’ c = lim sup_{k→∞}^k √ |a_k|. Pokud c < 1, pak je funkce C^∞ na R, pokud c > 1, m«a pr«azdn«y de˛ni»cn«“ obor. Pokud c = 1, mu»ze b«yt de˛ni»cn«“ obor R, ∅, (a, ∞), nebo [a, ∞), kde a ∈ R. V prvn«“m p»r«“pad»e je C^∞ na R, v posledn«“ch dvou na (a, ∞). Na sv«em de˛ni»cn«“m oboru je v»zdy spojit«a. 5. (iii) Pokud max(p, q) ≤ 1, pak D_f = {0}, jinak D_f = R. Pro max(p, q) > 1 je f spojit«a n R \ {0}, v 0 je spojit«a, pr«av»e kdy»z p > 1 nebo p + q > 2. 6. (a) f je de˛nov«ana

na R \ {−n | n ∈ N} a v ka»zd«em bod»e sv«eho de˛ni»cn«“ho oboru m«a derivaci. (b) f je spojit«a na R,

derivaci m«a v»sude krom»e bodu 0, kde jsou jednostrann«e derivace ruzn«e.

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

Test »c«“slo 4 { prvn«“ verze

1. Spo»ct»ete

∫_{134π} 0 dx 7 + 4 cos x

(16 bodu) Řešení. Nejprve si uv»edomme, »ze integrovan«a funkce je 2π-periodick«a, a tedy si mu»zeme þzkr«atitß interval integrace:

∫_{134π} 0 dx 7 + 4 cos x = 66∑ k=0 ∫_{2(k+1)π} 2kπ dx 7 + 4 cos x = 66∑ k=0 ∫_{2π} 0 dy 7 + 4 cos(y − 2kπ)

= 67 ∫_{2π} 0 dx 7 + 4 cos x .

Po»c«“tejme tedy ∫_{2π} 0 dx 7+4 cos x . Proved’me substituci þy = cotg x 2 ß. Pak m«ame

x = 2 arccotg y, dx dy = − 2 1 + y^2 , y ∈ (−∞, +∞) cos x = 1 − 2 sin^2 x 2 = 1 − 2 cotg^{2 x}_2 + 1 = cotg^{2 x}_2 − 1 cotg^{2 x}_2 + 1 = y^2 − 1 y^2 + 1 , a tedy podle druh«e substitu»cn«“ metody plat«“ ∫_{2π} 0 dx 7 + 4 cos x = ∫_{+∞} −∞ 2 1+y^2 dy

7 + 4^{y2−1}_{y2+1} = ∫_{+∞} −∞ 2 dy 11y^2 + 3 = ∫_{+∞} −∞ 2 · √_3

11 ·

√_{11} 3 dy 3 ((√ 11 3 y )_2 + 1 )

= [ 2 3 · √ 3 11 arctg ( y √ 11 3 )]_{+∞} −∞ = 2π √ 33 .

A tedy puvodn«“ integr«al m«a hodnotu 67 ·^{2π}√_{33} =^{134π}√_{33} .

2. Spo»ct»ete d«elku grafu funkce f(x) = log cos x na intervalu (−^π_4 ,^π_4 ). (16 bodu) Řešení. D«elka grafu je rovna ∫ π_4 −^π_4 √ 1 + (f^′(x))^2 dx = ∫ π_4 −^π_4 √ 1 + ( − sin x cos x

)_2

dx = ∫ π_4 −^π_4 √ 1 + tg^2 x dx = ∫ π_4 −^π_4 √ 1 cos^2 x dx = ∫ π_4 −^π_4 dx cos x .

Nyn«“ mu»zeme nap»r«“klad pou»z«“t substituci þy = tg^x_2 ß. Pak m«ame

x = 2 arctg y, dx dy = 2 1 + y^2 , y ∈ ( − tg π 8 , tg π 8 ) , cos x =

1 − tg^{2 x}_2 1 + tg^{2 x}_2 = 1 − y^2 1 + y^2 , tedy po substituci dostaneme ∫ π_4 −^π_4 dx cos x = ∫_{tg} π_8

− tg^π_8 2 1+y^2 dy 1−y^2 1+y^2 = ∫_{tg} π_8

− tg^π_8

2 dy 1 − y^2 = ∫_{tg} π_8

− tg^π_8 ( 1 1 + y + 1 1 − y ) dy

= [ log | | | | 1 + y 1 − y | | | | ]_{tg} π_8

− tg^π_8

= log | | | | 1 + tg^π_8 1 − tg^π_8 | | | | − log | | | | 1 − tg^π_8 1 + tg^π_8 | | | | = 2 log

1 + tg^π_8 1 − tg^π_8 . Je»st»e bychom mohli spo»c«“tat tg^π_8 :

1 = tg π 4 = tg ( 2 · π 8 ) = 2 tg^π_8 1 − tg^{2 π}_8 , tg^2 π 8 + 2 tg π 8 − 1 = 0, tedy tg π 8 = √ 2 − 1. V«ysledek lze tedy p»repsat ve tvaru 2 log^{√2}_{2−}√_2 .

3. Zjist»ete, pro kter«e hodnoty parametru α existuje Newtonuv integr«al ∫_{+∞} 0 (15 + x)^{2α} x^{α+2} · (sin 3x − 3 sin x) dx (18 bodu) Řešení. Integrovan«a funkce je spojit«a na (0, ∞), tedy sta»c«“ vy»set»rit jej«“ chov«an«“ v prav«em okol«“ 0 a v okol«“ +∞.

Nejprve vy»set»reme chov«an«“ funkce v prav«em okol«“ 0. Plat«“

lim x→0+ sin 3x − 3 sin x x^3

= lim_{x→0+}

3 cos 3x − 3 cos x 3x^2

= lim_{x→0+}

−9 sin 3x + 3 sin x 6x = − 9 2 + 1 2 = −4, lim x→0+ (15 + x)^{2α} = 15^{2α},

odkud plyne jednak, »ze integrovan«a funkce je na jist«em prav«em okol«“ 0 z«aporn«a, a proto nem»en«“ znam«enko, a pak podle srovn«avac«“ho krit«eria

∫_1 0 (15+x)^{2α} x^{α+2} · (sin 3x − 3 sin x) dx existuje, pr«av»e kdy»z

existuje

∫_1 0 dx x^{α−1} , co»z nast«av«a pr«av»e pro α < 2.

Nyn«“ se v»enujme chov«an«“ v okol«“ +∞. Funkce sin 3x − 3 sin x m«a omezenou primitivn«“ funkci (a to −^1_3 cos 3x + 3 cos x). D«ale pro α < 2 je lim x→+∞ (15 + x)^{2α} x^{α+2} = lim_{x→+∞}

(^{15}_x + 1)^{2α}x^{2α} x^{α+2} = lim_{x→+∞} ( 15 x + 1)^{2α}x^{α−2} = 0,

a nav«“c je funkce^{(15+x)2α}_{xα+2} na jist«em okol«“ +∞ klesaj«“c«“, proto»ze jej«“ derivace (podle x) je

2α(15 + x)^{2α−1} · x^{α+2} − (15 + x)^{2α} · (α + 2)x^{α+1} x^{2α+4} = (15 + x)^{2α−1} · x^{α+1} x^{2α+4}

· (2αx − (α + 2)(15 + x)) = (15 + x)^{2α−1} · x^{α+1} x^{2α+4}

· (x(α − 2) − 15(α + 2)), co»z je na n»ejak«em okol«“ +∞ z»rejm»e z«aporn«e. Tedy pro α < 2 ∫_{+∞} 1 (15+x)^{2α} x^{α+2} · (sin 3x − 3 sin x) dx

existuje dle Dirichletova krit«eria.

Z«av»er: Integr«al ze zad«an«“ existuje, pr«av»e kdy»z α < 2.

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

Test »c«“slo 4 { druh«a verze

1. Spo»ct»ete

∫_{126π} 0 dx 8 + 5 sin x

(16 bodu) Řešení. Podobn»e jako v prvn«“ verzi z 2π-periodi»cnosti integrovan«e funkce plyne ∫_{126π} 0 dx 8 + 5 sin x

= 63 ∫_{2π} 0 dx 8 + 5 sin x . D«ale k v«ypo»ctu pou»zijme substituci þy = cotg^x_2 ß. Pak m«ame

x = 2 arccotg y, dx dy = − 2 1 + y^2 , y ∈ (−∞, +∞) sin x = 2 sin x 2 cos x 2 = 2 sin^2 x 2 cotg x 2 = 2 cotg^x_2 cotg^{2 x}_2 + 1 = 2y 1 + y^2

a tedy podle druh«e substitu»cn«“ metody plat«“ ∫_{2π} 0 dx 8 + 5 sin x = ∫_{+∞} −∞ 2 1+y^2 dy

8 + 5^{2y}_{1+y2} = ∫_{+∞} −∞ 2 dy 8 + 8y^2 + 10y = ∫_{+∞} −∞ dy (2y +^5_4 )^2 −^{25}_{16} + 4 = ∫_{+∞} −∞ dy (2y +^5_4 )^2 +^{231}_{16} = ∫_{+∞} −∞ 16 231 dy (_{8y+5√} 231 )_2 + 1 = [ 16 231 √ 231 8 arctg ( 8y + 5 √ 231 )]+∞ −∞ = 2π √ 231.

A tedy puvodn«“ integr«al m«a hodnotu 63 · 2π √ 231 = 126π √ 231.

2. Spo»ct»ete d«elku grafu funkce f(x) = log sin x na intervalu (^π_4 ,^3_4 π). (16 bodu) Řešení. D«elka grafu je rovna ∫ 3_{4 π} π 4 √ 1 + (f^′(x))^2 dx =

∫ 3_{4 π} π 4 √ 1 + ( cos x sin x

)_2

dx =

∫ 3_{4 π} π 4 √ 1 + cotg^2 x dx

= ∫ 3_{4 π} π 4 √ 1 sin^2 x dx =

∫ 3_{4 π} π 4 dx sin x . Nyn«“ mu»zeme nap»r«“klad pou»z«“t substituci þy = tg^x_2 ß. Pak m«ame

x = 2 arctg y, dx dy = 2 1 + y^2 , y ∈ ( tg π 8 , tg 3 8 π ) , sin x =

2 tg^x_2 1 + tg^{2 x}_2 = 2y 1 + y^2 , tedy po substituci dostaneme ∫ 3_{4 π} π 4 dx sin x = ∫_{tg} 3_{8 π}

tg^π_8 2 1+y^2 dy 2y 1+y^2 = ∫_{tg} 3_{8 π}

tg^π_8 dy y = [log |y|]^{tg 38 π}_{tg} π_8 = log | | | | tg^3_8 π tg^π_8 | | | |

Jako v prvn«“ verzi zjist«“me, »ze tg^π_8 = √ 2 − 1, a d«ale

tg 3 8 π = tg ( π 8 + π 4 ) = tg^π_8 + tg^π_4 1 − tg^π_8 · tg^π_4 = √ 2 − 1 + 1 1 − √ 2 − 1 = √ 2 2 − √ 2 ,

a tedy v«ysledek lze p»repsat ve tvaru log^{√2}_{(2−}^√_{2)(}^√_{2−1)} = 2 log^{√2}_{2−}^√_2 . 3. Zjist»ete, pro kter«e hodnoty parametru α existuje Newtonuv integr«al ∫_{+∞} 0 x^α (x + 7)^{2α+3}

· (cos 2x − cos x) dx (18 bodu) Řešení. Integrovan«a funkce je spojit«a na (0, ∞), tedy sta»c«“ vy»set»rit jej«“ chov«an«“ v prav«em okol«“ 0 a v okol«“ +∞.

Nejprve vy»set»reme chov«an«“ funkce v prav«em okol«“ 0. Plat«“

lim x→0+ cos 2x − cos x

x^2

= lim_{x→0+}

−2 sin 2x + sin x 2x = −2 + 1 2 = − 3 2 , lim x→0+ (x + 7)^{2α+3} = 7^{2α+3},

a tedy integrovan«a funkce je v jist«em prav«em okol«“ 0 z«aporn«a, a nav«“c podle srovn«avac«“ho krit«eria ∫_1 0 x^α (x+7)^{2α+3} · (cos 2x − cos x) dx existuje, pr«av»e kdy»z existuje

∫_1 0 x^{α+2} dx, co»z nast«av«a, pr«av»e kdy»z α > −3. Nyn«“ se v»enujme chov«an«“ v okol«“ +∞. Funkce cos 2x − cos x m«a omezenou primitivn«“ funkci (a to^1_2 sin 2x − sin x). Nav«“c pro α > −3 plat«“ lim_{x→+∞}^{xα}_{(x+7)2α+3} = 0, a podobn»e jako v prvn«“ verzi

zjist«“me pomoc«“ derivace, »ze funkce^{xα}_{(x+7)2α+3} je (pro α > −3) na jist«em okol«“ +∞ klesaj«“c«“, a tedy podle Dirichletova krit«eria ∫_{+∞} 1 x^α (x+7)^{2α+3} · (cos 2x − cos x) dx existuje.

Z«av»er: integr«al ze zad«an«“ existuje, pr«av»e kdy»z α > −3.

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

XXIII. Vyźetøete bodovou, stejnomìrnou a lokálnì stejnomìrnou konvergenci posloupností a øad

1. x^n − x^{n+1}, x ∈ [0, 1], 2. x^n − x^{2n}, x ∈ [0, 1] 3.^1_{x+n} , x ∈ (0, +∞) 4.^{nx}_{1+n+x} , x ∈ [0, 1] 5.^{xn}_{1+xn} , a) x ∈ [0, 1 − ε], b) x ∈ [1 − ε, 1 + ε], c) x ∈ [1 + ε, +∞), kde ε ∈ (0, 1)

6.^{2nx}_{1+n2x2} , a) x ∈ [0, 1], b) x ∈ (1, +∞) 7. √ x^2 +^1_{n2} , x ∈ R 8.^{sin nx}_n , x ∈ R, 9. sin^x_n , x ∈ R.

10.^∞ ∑ k=1 kx 1+k^5x^2 11. ∞∑ k=1 log ( 1 +^{x2}_{k log2 k} ) 12.^∞ ∑ k=1 cos kx k 13.^∞ ∑ k=1 sin x sin kx √ k+x