I. Rozviňte následující funkce ve Fourierovu řadu na daných intervalech 1. sin x a) na [0, π], b) na [−1, 1], c) na [0, 1]. 2. x a) na [0, 1], b) v lichou »radu na [0, 1], c) v sudou »radu na [0, 1]. 3. x^2 a) na [0, 1], b) v lichou »radu na [0, 1], c) v sudou »radu na [0, 1]. 4. sgn x na [a, b], kde a < b.

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { Výsledky a návody. 1. a)^2_π −^∞ ∑ n=1 4 π(4n2−1) cos 2nx, b) ∞∑ n=1 (−1)^n+1·2nπ n2π2−1 · sin 1 · sin nπx, c)

1 − cos 1 +^∞ ∑ n=1 (_{2(cos1−1)} 4π2n2−1 · cos 2nπx − 4πn sin 1 4π2n2−1 sin 2nπx ) . 2. a)^1_2 −^∞ ∑ n=1 sin 2nπx nπ , b)^∞ ∑ n=1 2·(−1)^n+1 nπ · sin nπx, c)^1_2 + 2 ·^∞ ∑ n=1 (−1)^n−1 n2π2 · cos nπx. 3. a) 1 3 +^∞ ∑ n=1 (_{cos 2nπx} n2π2 − sin2nπx nπ ) , b)^∞ ∑ n=1 (_{2·(−1)n+1} nπ −^{4(1−(−1)n)} n3π3 ) sin nπx, c)^1_3 +^∞ ∑ n=1 4·(−1)^n n2π2 cos nπx. 4. 1, pokud a ≥ 0; −1, pokud

b ≤ 0; pokud a < 0 < b, pak^{b+a}_{b−a} +^∞ ∑ n=1 ( sin^{2nπa}_{b−a} + sin^{2nπb}_{b−a} )_{cos 2nπxb} �a_{nπ} + ( 2 − cos^{2nπa}_{b−a} − cos^{2nπb}_{b−a} )_{sin 2nπxb} �a_{nπ} .

================================================================ II. FUNKCE S KONEČNOU VARIACÍ A FUNKCE ABSOLUTNĚ SPOJITÉ 1. Necht’ funkce f, g maj«“ kone»cnou variaci na [a, b], a c ∈ R. Co lze »r«“ci o variaci funkc«“ f + g, f · g, cf, max(f, g),^f_g ? 2. Tyt«e»z ot«azky pro absolutn»e spojit«e funkce.

zjistěte, zda následující funkce mají konečnou variaci, a zda jsou absolutně spojité pokud to lze, vyjádřete je jako rozdíl dvou neklesajících funkcí 3. f(x) = sin x a) na [0, π], b) na [0, R]. 4. f(x) = { x^α sin^1_x x ∈ (0, 1], 0 x = 0.

5. f(x) = g(x) · D(x), kde D je Dirichletova funkce, t.j. D(x) = { 1 x ∈ Q , 0 x ∈ R \ Q . 6. f(x) =^∞ ∑ n=1 cos nx n3 na [0, 2π]. 7. f(x) =^∞ ∑ n=1 cos nx n2 a) na [c, 2π − c], b) na [0, 2π].

8. f(x) = dist(x, C), kde C ⊂ [0, 1] je Cantorovo diskontinuum (nebo jin«a mno»zina), na [−2, 2]. { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { Výsledky a návody. 1. Plat«“ V (f + g) ≤ V (f) + V (g), V (cf) = |c|V (f), V (f · g) ≤ V (f) · sup |g| + V (g) · sup |f|, V (max(f, g)) ≤ V (f) + V (g), V (^f_g ) ≤ V (f) · sup^1_{|g|} + V (g) · sup |f| · sup^1_{g2} , pokud je g þodra»zen«a od nukyß, t.j. pokud^1_g je omezen«a. 2. f + g, f · g, cf, max(f, g) jsou absolutn»e spojit«e,^f_g tak«e, pokud^1_g je omezen«a. 3. a) Variace je 2, f je AC, nap»r. proto, »ze m«a omezenou derivaci (cos). b) Analogicky jako v a). 4. Pro α ≤ 1 nen«“ BV (z de˛nice). Pro α > 1 je BV, nebot’

∫_1 0 |f^′| konverguje. Z t«eho»z duvodu je AC. Rozklad f = g − h, kde nap»r. g(x) = ∫_x 0 |f^′| a h = ∫_x 0 (|f^′| − f^′). 5. V (f, [a, b]) = |f(a)| + |f(b)| + 2 · ∑ q∈Q∩(a,b) |g(q)|, tedy f je BV, pr«av»e kdy»z ∑ q∈Q∩(a,b) |g(q)| < ∞. f je AC, pr«av»e kdy»z g = 0 na Q (t.j. f = 0). Rozklad

f = f_1 − f_2, kde nap»r. f_1(x) = ∑ q∈Q_{q≤x} |g(q)|, f_2 = f_1 − f. 6. f je BV i AC. Nap»r. f ∈ C^1[0, 2π].

7. f je C^1 na (0, 2π). Proto a) je BV i AC na [c, 2π − c]. b) Je t«e»z BV i AC, nebot’ m«a omezenou derivaci na (0, 2π). 8. Uka»zte, »ze f je 1-lipschitzovsk«a, a tedy BV i AC.

III. Kurzweilův integrál 1. Necht’ {x ∈ [a, b] | f(x) ≠ 0} je lebesgueovsky nulov«a mno»zina. Doka»zte, »ze (K) ∫_b a f(x) = 0.

2. Necht’ A ⊂ [0, 1] je lebesgueovsky m»e»riteln«a mno»zina. Spo»ct»ete (K)

∫_1 0 χ_A, kde χ_A je charakteristick«a funkce mno»ziny A.

3. Pro kter«e mno»ziny A ⊂ [0, 1] existuje Riemannuv integr«al (R)

∫_1 0 χ_A?

4. Existuje (K)

∫_1 0 χ_A, pokud A ⊂ [0, 1] je lebesgueovsky nem»e»riteln«a?

5. Necht’ f je neklesaj«“c«“ na [0, 1]. Existuje (K)

∫_1 0 f?

6. Najd»ete funkci, pro kterou existuje (K)

∫_1 0 f, ale a) neexistuje (L)

∫_1 0 f, b) neexistuje (L) ∫_{1−ε} ε f pro mal«a ε.

7. Najd»ete funkci f, pro n«“»z existuje (K)

∫_1 0 f, ale pro ka»zd«e ε > 0 existuje δ ∈ (0, ε), »ze (L) ∫_ε δ f neexistuje.

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { Výsledky a návody. 1. Nejd»r«“ve doka»zte pro f omezenou. Vyu»zijte regularitu Lebesgueovy m«“ry (co»z zde znamen«a mo»znost pokryt«“ nulov«e mno»ziny otev»renou mno»zinou libovoln»e mal«e m«“ry). Pak tento postup pou»zijte pro nulov«e mno»ziny {x : |f(x)| ≤ n} pro n ∈ N . 2. λ(A) (λ zna»c«“ Lebesgueovu m«“ru). Vyu»zijte regularity Lebesgueovy m«“ry { aproximujte A shora otev»renou a zdola uzav»renou mno»zinou bl«“zk«e m«“ry. 3. Pr«av»e pro takov«e, »ze [0, 1] \ (int A ∪ int([0, 1] \ A)) je lebesgueovsky nulov«a mno»zina. Nejprve zkoumejte p»r«“pad, kdy int A = ∅, kdy uveden«a podm«“nka znamen«a λ(A) = 0. 4. Neexistuje. Vyu»zije se Bolzano-Cauchyho podm«“nka pro Kurzweiluv integr«al, to, »ze λ_∗(A) < λ^∗(A), a Vitaliova v»eta o pokryt«“. 5. Existuje. Vyu»zijte toho, »ze mno»zina bodu nespojitosti f je spo»cetn«a, BC podm«“nky a nap»r«“klad aproximace po »c«astech konstantn«“ funkc«“ na velk«e mno»zin»e. 6. a) Nap»r«“klad zvolte f, »ze m«a neabsolutn»e konvergentn«“ Newtonuv integr«al, nebo ji sestrojte na vhodn«ych mno»zin«ach konstantn«“ s pou»zit«“m n»ejak«e neabsolutn»e konvergentn«“ »rady. b) Vhodn»e posu»nte funkci z a). 7. "Slepte" vhodn»e posloupnost funkc«“ z p»redchoz«“ho p»r«“kladu.

================================================================ IV. Hilbertovy prostory 1. a) Spo»ct»ete min_{a,b,c∈}R

∫_1 −1 | x^3 − a − bx − cx^2 |_2 dx, a ur»cete v»sechny trojice a, b, c, v nich»z se minima

nab«yv«a. b) Najd»ete re«alnou funkci g, kter«a spl»nuje

∫_1 −1 g(x) = ∫_1 −1 xg(x) = ∫_1 −1 x^2g(x) = 0, ∫_1 −1 |g(x)|^2 dx = 1 a pro n«“»z je

∫_1 −1 x^3g(x) maxim«aln«“.

2. Stejn«a «uloha jako v p»redchoz«“m p»r«“klad»e, jen a, b, c ∈ C a g je komplexn«“. 3. Spo»ct»ete min_{a,b,c∈}R ∫_∞ 0 | |x3 − a − bx − cx2 | |^2 e−x dx, a ur»cete v»sechny trojice a, b, c, v nich»z se minima

nab«yv«a. Zformulujte a zodpov»ezte ot«azku analogickou «uloze b) v p»redchoz«“ch p»r«“kladech. 4. Necht’ H je Hilbertuv prostor, M ⊂ H uzav»ren«y podprostor a x_0 ∈ H. Doka»zte, »ze min{‖x−x_0‖ | x ∈ M} = max{|(x_0, y)| | y ∈ M^⊥, ‖y‖ = 1}. 5. Necht’ M ⊂ H (H je H-prostor). Co lze »r«“ci o mno»zin»e (M^⊥)^⊥ ?

Test číslo 3 1. (25 bodu) Necht’ f(x) = dist(x, A) · dist([x, 0], B), kde A je Cantorovo diskontinuum v intervalu [0, 1] a B je graf funkce sin na intervalu [0, 2π]. (Symbol dist ozna»cuje vzd«alenost na p»r«“mce, respektive v rovin»e.)

a) Uka»zte, »ze ka»zd«a z funkc«“ x → dist(x, A) a x → dist([x, 0], B) je lipschitzovsk«a na [0, 2π]. S jakou konstantou?

b) Je funkce f t«e»z lipschitzovsk«a?

c) Co mu»zete »r«“ci o konvergenci Fourierovy »rady funkce f na intervalu [0, 2π]? (Pou»zijte Jordan- Dirichletovo krit«erium.)

2. (25 bodu) Najd»ete a, b ∈ R takov«a, aby

∫_1 −1 |1 − a cos x − b sin x|^2 e^x dx bylo nejmen»s«“.

3. (25 bodu) Necht’ M = {x = (x_n) ∈ ℓ_2 |^∞ ∑ n=1 x_n = 0} a N = {x = (x_n) ∈ ℓ_2 |^∞ ∑ n=1 x_n n = 0}.

a) Uka»zte, »ze M i N jsou line«arn«“ podprostory ℓ_2. b) Uka»zte, »ze M^⊥ = {0}. Ur»cete N^⊥. c) Je M uzav»ren«y? A co N?

4. (25 bodu) Existuje re«aln«a symetrick«a matice A, pro n«“»z plat«“ a) e^A = ( 1 2 2 1 ) , b) e^A = ( 2 1 1 2 ) ? Pokud ano, ur»cete ji.