I. Vyšetřete bodovou, stejnoměrnou a lokálně stejnoměrnou konvergenci posloupností a řad 1. x^{n+1} − x^{n−1}, x ∈ [0, 1], 2. x^n − x^{3n}, x ∈ [0, 1] 3.^1_{x+n} a) x ∈ (0, +∞), b) x ∈ R 4.^{nx}_{1+n+x} , x ∈ [0, 1] 5.^{xn}_{1+xn} , a) x ∈ [0, 1 − ε], b) x ∈ [1 − ε, 1 + ε], c) x ∈ [1 + ε, +∞),

kde ε ∈ (0, 1) 6.^{2nx}_{1+n2x2} , a) x ∈ [0, 1], b) x ∈ (1, +∞) 7. √ x^2 +^1_{n2} , x ∈ R 8.^{sin nx}_n , x ∈ R,

9. sin^x_n , x ∈ R. 10. n· (√ x +^1_n − √ x ) , x ∈ [0, ∞) 11.^∞ ∑ k=1 kx 1+k5x2 12. ∞∑ k=2 log ( 1 +^{x2}_{k log2 k} )

13.^∞ ∑ k=1 cos kx k 14.^∞ ∑ k=1 sin x sin kx √ k+x { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { Výsledky a návody. 1. f_n ´ 0 na [0, 1] 2. f_n → 0 na [0, 1], stejnom»ern»e na [0, 1 − ε] pro ε ∈ (0, 1), na »z«adn«em [1−ε, 1] konvergence nen«“ stejnom»ern«a. 3. f_n → 0 na R, stejnom»ern»e na (k, ∞) pro ka»zd«e k ∈ R, na »z«adn«em (−∞, k) konvergence nen«“ stejnom»ern«a. 4. f_n ´ x na [0, 1] (dokonce

na [0, k] pro k ∈ (0, ∞), ale ne na okol«“ +∞. 5. f_n(x) →

0 x ∈ [0, 1) 1 2 x = 1 1 x > 1

, a) stejnom»ern»e, b)

nestejnom»ern»e, c) stejnom»ern»e. 6. f_n → 0 na R, stejnom»ern»e na [ε, ∞] pro ε > 0, nestejnom»ern»e na [0, ε]. 7. f_n ´ |x| na R 8. f_n ´ 0 na R 9. f_n → 0 na R, stejnom»ern»e na omezen«ych

intervalech, nestejnom»ern»e na okol«“ch ±∞. 10. f_n(x) → { 0 x = 0 1 2 √ x x > 0 , stejnom»ern»e na [ε, ∞],

ε > 0, nikoli na [0, ε] 11. Konverguje stejnom»ern»e na R. 12. Konverguje stejnom»ern»e na [−n, n], n > 0, ne na okol«“ch ±∞. 13. Konverguje stejnom»ern»e na [2nπ + ε, 2(n + 1)π − ε],

n ∈ Z, ε ∈ (0, π), nikoli na okol«“ch 2nπ, k ∈ Z. 14. Konverguje stejnom»ern»e na (−1, ∞).

================================================================ II. Trigonometrické a Fourierovy řady 1. (a) Se»ct»ete trigonometrickou »radu^∞ ∑ n=0 cos nx n! .

(b) Spo»ct»ete ∫ 5_{2 ππ} 2 e^{cos x} cos(sin x) cos nx dx (n = 0, 1, 2, . . . )

2. Se»ct»ete trigonometrickou »radu^∞ ∑ n=1 q^n sin nx, kde 0 < q < 1. Je tato »rada F. »r. sv«eho sou»ctu?

3. Pro n«asleduj«“c«“ funkce najd»ete trigonometrickou »radu, jej«“m»z jsou sou»ctem, a v«ysledek aplikujte v uveden«ych bodech. (a) x^2 na (−π, π), x = 0; (b) x na (−π, π), x =^π_2 ; (c) sin ax na (−π, π) (a ∈ R \ Z), x =^π_2 ; (d) x^2 na (0, 2π), x = 0.

4. Rozvi»nte funkci (a) f(x) = x na (0, π) v cosinovou »radu; (b) f(x) = x^2 na (−π, 0) v sinovou »radu. 5. Rozvi»nte n«asleduj«“c«“ funkce ve Fourierovu »radu na intervalu (−π, π) a ur»cete sou»cet v»sude, kde

»rada konverguje. (a) cos^{2m} x, (b)^{sin mx}_{sin x} , (c)^∞ ∑ m=1 α^{m sin mx}_{sin x} , kde |α| < 1.

6. Doka»zte, »ze pro |x| < 1 plat«“ sin πx = πx ·^∞ ∏ n=1 ( 1 −^{x2}_{n2} ) . (Rozvi»nte ve Fourierovu »radu funkci

cos αx na (−π, π), aplikujte pro x = π, vyj«ad»rete cotg απ −^1_{απ} a v«yslednou rovnost integrujte.)

Výsledky a návody. 1. a) e^{cos x} cos(sin x), b) 2π pro n = 0,^π_{n!} pro n ≥ 1. 2.^{q sin x}_{1−2q cos x+q2} .

Ano. 3. a)^{π2}_3 +^∞ ∑ n=1 4·(−1)^n n2 · cos nx;^∞ ∑ n=1 (−1)^n+1

n2 =^{π2}_{12} . b)^∞ ∑ n=1 2·(−1)^n+1 n · sin nx;^∞ ∑ n=0 (−1)^n 2n+1 = π 4 . c) ∞∑ n=1 2n·(−1)^n+1 π(n2−a2) · sin πa · sin nx; π cos πa = ∞∑ n=0 (−1)^n ·

(_1

n+ 12 −a + 1 n+ 12 +a ) . d)^{4π2}_3 +^∞ ∑ n=1 (_4 n2 cos nx −^{4π}_n sin nx ) ;^∞ ∑ n=1 1 n2 =^{π2}_6 . 4. a)^π_2 −^∞ ∑ n=0 4 π(2n+1)2 cos(2n + 1)x; b) ∞∑ n=1 ( 2 · (−1)^n ·^π_n +^4_{πn3} (1 − (−1)^n) ) sin nx. 5. a)^1_{22m} · (_{2m} m ) +^m ∑ n=1 1 22^m�1 · (_{2m} m−n ) cos 2nx, konver-

guje v»sude k f, je to trigonometrick«y polynom. b) Pro m = 2k:^k ∑ n=1 2 cos(2n−1)x; pro m = 2k +1:

1+^k ∑ n=1 2 cos 2nx; konverguje v»sude k f, je to trigonometrick«y polynom. c)^α_{1−α2} +^∞ ∑ n=1 2α^n+1 1−α2 sin nx, konverguje v»sude k f. 6. cos αx =^{sin πα}_{πα} +^∞ ∑ n=1 2α·(−1)^n+1 π(n2−α2) sin πα cos nx; cotg απ− 1 απ =^1_π^∞ ∑ n=1 2α α2−n2 . ================================================================ III. Najděte všechna maximální řešení diferenciálních rovnic a určete množinu všech bodů z R^2 , kterými prochází právě jedno řešení definované na celém R 1. y · y^′ =^{1−2x}_y 2. xy^′ + y = y^2 3. y^′ = 10^{x+y} 4. e^{−y} (1 + y^′) = 1 5. y^′ =^{cos x}_{ey}

6. y^′ + √_{1−y2} 1−x2 = 0, x ∈ (−1, 1) (*na zbyl«ych intervalech) 7. y

′ sin x = y ln y, y(^π_2 ) = 1

8. y^′ =^{1+y2}_{1+x2} , y(0) = 1 9. y − xy^′ = b(1 + x^2y^′), y(1) = 1 (b ∈ R) { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { Výsledky a návody. 1. y_c =^3 √ 3(x − x^2 + c), x ∈ R, pro c < −^1_4 ; y^{1,2}_{−1/4} = −^3 √ 3 · ( x −^1_2

) 2_3 , x ∈ (−∞,^1_2 ); nebo x ∈ (^1_2 , ∞); y^{1,2,3}_c =^3 √ 3(x − x^2 + c), x ∈ (−∞,^1_2 −^1_2 √ 1 + 4c), nebo x ∈ (^1_2 −^1_2 √ 1 + 4c,^1_2 +^1_2 √ 1 + 4c), nebo x ∈ (^1_2 +^1_2 √ 1 + 4c, ∞), pro c > −^1_4 ; {(x, y) ∈ R^2 | y^3 < −3(x −^1_2 )^2}. 2. y_0 = 1, x ∈ R; y_∞ = 0, x ∈ R; y^{1,2}_c =^1_{1−cx} , x ∈ (−∞,^1_c ) nebo x ∈ (^1_c , ∞), pro c ∈ R \ {0}; {(x, y) ∈ R^2 | y = 0 nebo y = 1} (bodem (0, 1) proch«az«“ nekone»cn»e mnoho »re»sen«“, ale jen jedno z nich je de˛nov«ano na cel«em R). 3. y_c = − log_{10}(c − 10^x), x ∈ (−∞, log_{10} c), pro c > 0; ∅. 4. y_∞ = 0, x ∈ R; y^1_c = − log(1 + e^{x−c}), x ∈ R, pro c ∈ R; y^2_c = − log(1 − e^{x−c}), x ∈ (−∞, −c), pro c ∈ R; {(x, y) ∈ R^2 | y ≤ 0}. 5. y_c = log(sin x + c),

x ∈ R, pro c > 1; y^k_c = log(sin x + c), x ∈ (2kπ − arcsin c, (2k + 1)π + arcsin c), k ∈ Z, pro

c ∈ (−1, 1]; {(x, y) ∈ R^2 | y > log(sin x + 1) nebo sin x = −1}. 6. y_− 3_{2 π} = −1, x ∈ (−1, 1);

y^π_2 = 1, x ∈ (−1, 1); y_c = { x · sin c + √ 1 − x^2 · cos c x ∈ (−1, − sin c) −1 x ∈ [− sin c, 1) pro c ∈ (−^3_2 π, −^π_2 );

y_c = { x · sin c + √ 1 − x^2 · cos c x ∈ (sin c, 1) 1 x ∈ [−1, sin c)

, pro c ∈ (−^π_2 ,^π_2 ), y_−^π_2 = −x, x ∈ (−1, 1); ∅. 7.

y_0 = 1, x ∈ R; y^k_c = e^{c tg x2} , x ∈ ((2k − 1)π, (2k + 1)π), k ∈ Z, pro c ∈ R \ {0}; {(x, y) ∈ R^2 | y = 1} (body (2kπ, 1), k ∈ Z proch«az«“ nekone»cn»e mnoho »re»sen«“, ale jen jedno z nich je de˛novan«e na cel«em

R).^»Re»sen«“ rovnice s po»c«ate»cn«“ podm«“nkou je y_0. 8. y_0 = x, x ∈ R; y^{1,2}_∞ = −^1_x , x ∈ (−∞, 0)

nebo x ∈ (0, ∞); y^{1,2}_c =^{x+c}_{1−cx} , x ∈ (−∞,^1_c ) nebo x ∈ (^1_c , ∞); {(x, y) ∈ R^2 | x = y}. »Re»sen«“ rovnice s po»c«ate»cn«“ podm«“nkou je y^1 . 9. Pro b = 0: y_c = cx, x ∈ R, pro c ∈ R; {(x, y) ∈ R^2 | x ≠ 0}. »Re»sen«“ rovnice s po»c«ate»cn«“ podm«“nkou je y_1. Pro b ≠ 0: y_0 = b, x ∈ R; y^{1,2}_c = b +^{cx}_{1+bx} ,

x ∈ (−∞, −^1_b ) nebo x ∈ (−^1_b , ∞); {(x, y) ∈ R^2 | y = b}. »Re»sen«“ rovnice s po»c«ate»cn«“ podm«“nkou je y_0, pokud b = 1; neexistuje, pokud b = −1; y^1_1�_{b1+b} , pokud b < −1; y^2_1�_{b1+b} , pokud b ∈ (−1, 1) ∪ (1, ∞).

1. 2.

5. 6.

================================================================ IV. Řešte následující diferenciální rovnice 1. y^′ =^{2y}_x 2. y^′ −^2_x y = 2x^3 3. y^′ =^y_x − 1 4. y^′x = y + x^2 5. y^′ +^{2y}_x =^e

�x^2_x

6. y^′ cos x − y sin x = sin 2x 7. xy^′ + y = log x + 1 8. (a^2 + x^2)y^′ + xy = 1 (a ∈ R) 9. (2x+1)y^′ +y = x 10. y^′ −y tg x = cotg x 11. y^′ +y cos x = sin 2x 12. y^′ +^{x+1}_x y = 3xe^{−x} – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – Výsledky a návody. 1. y = cx^2, x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0, ∞), c ∈ R. 2. y = x^4 + cx^2, x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0, ∞), c ∈ R. 3. y = −x log |x| + cx, x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0, ∞), c ∈ R. 4. y = x^2 + cx, x ∈ R, c ∈ R. 5. y = −^1_{2x2} e^{−x2} +^c_{2x2} , x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0, ∞), c ∈ R. 6. y = −^{cos 2x}_{2 cos x} +^c_{cos x} , x ∈ (−^π_2 + kπ,^π_2 + kπ), k ∈ Z, c ∈ R. 7. y = log x +^c_x , x ∈ (0, ∞),

c ∈ R. 8. Pro a = 0: y =^{log |x|}_x +^c_x , x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0, ∞), c ∈ R; pro a ≠ 0: y = 1 √ x2+a2 (_1 |a| log^{1+sin arctg xa}

1−sin arctg^x_a + c ) , x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0, ∞), c ∈ R. 9. y =^1_3 (x−1)+^c√_{|2x+1|} ,

x ∈ (−∞, −^1_2 ) nebo x ∈ (−^1_2 , ∞), c ∈ R. 10. y = 1+^1_{2 cos x} log^{1−cos x}_{1+cos x} +^c_{cos x} , x ∈ (k^π_2 , (k +1)^π_2 ),

k ∈ Z, c ∈ R. 11. y = 2(sin x−1)+ce^{− sin x}, x ∈ R, c ∈ R. 12. y = x^2e^{−x} +^c_x e^{−x}, x ∈ (−∞, 0)

nebo x ∈ (0, ∞), c ∈ R.

V. Najděte všechna maximální řešení diferenciálních rovnic 1. y^{′′} + 4y^′ + 4y = 0 2. y^{′′} − 3y^′ + 2y = 0 3. y^{′′} − 6y^′ + 13y = 0 4. y^{′′} − 2y^′ − 3y = e^{4x} 5. y^{′′} − 2y^′ + 2y = cos x 6. y^{′′′} − y^{′′} − 2y^′ = e^{2x} + x^3 + 3x^2 + 1 7. y^{′′} + 3y^′ + 2y = sin x + sin 2x 8. 4y^{′′′} + y^′ = 3e^x + 2 sin^x_2 9. y^{′′} − 3y^′ + 2y =^{e2x√}_{1−e2x} 10. y^{′′} − y =^{ex−e} �x e^x+e�^x 11. y^{′′} − 2y^′ + y =^{ex}_{x2+x+1} 12. y^{′′} + y = tg x 13. y^{′′} − 2y^′ + y =^{ex√}_{4−x2} { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { Výsledky a návody. 1. y = ce^{−2x} +dxe^{−2x} 2. y = ce^x +de^{2x} 3. y = e^{3x}(c cos 2x+d sin 2x) 4. y =^1_5 e^{4x} + ce^{−x} + de^{3x} 5. y =^1_5 cos x −^2_5 sin x + e^x(c cos x + d sin x) 6. y = (^x_6 − 5 36 )e^{2x} −^1_8 x^4 −^1_4 x^3 −^3_8 x^2 −^7_8 x + a + be^{−x} + ce^{2x} 7. y = −^1_{20} sin 2x −^3_{20} cos 2x −^3_{10} cos x + 1 10 sin x + ce^{−x} + de^{−2x} 8. y =^3_5 e^x − x sin^x_2 + a + b cos^x_2 + c sin^x_2 9. y = −e^x arcsin e^x − e^{2x} argtgh √ 1 − e^{2x} + ce^x + de^{2x}, x ∈ (−∞, 0) 10. y = e^x(1 + e^{2x}) arctg e^x + ce^x + de^{−x}, x ∈ R 11. y = e^x · ( c + dx −^1_2 log(x^2 + x + 1) +^{2x+1√}_3 arctg^{2x+1√}_3 ) , x ∈ R 12. y = − cos x log^{1+sin x}_{| cos x|} + c cos x + d sin x, x ∈ (−^π_2 + kπ,^π_2 + kπ), k ∈ Z 13. y = e^x · ( c + dx + √ 4 − x^2 + x arcsin^x_2 ) , x ∈ (−2, 2) ================================================================ Test číslo 1 – první verze 1. Rozvi»nte funkci f(x) = cos^2 x + sgn ( x − π 4 ) ve Fourierovu »radu na intervalu (−π, π). Ur»cete sou»cet t«eto »rady v»sude, kde konverguje. (20 bodu) Řešení. Plat«“ f(x) = f_1(x) + f_2(x), kde f_1(x) = cos^2 x a f_2(x) = sgn (x −^π_4 ). Spo»c«“t«ame Fourierovy koe˛cienty zvl«a»st’ pro f_1 a pro f_2, Fourierovy koe˛cienty funkce f budou sou»ctem koe˛cientu f_1 a f_2. Pro funkci f_1 plat«“: f_1(x) = cos^2 x =

1 + cos 2x 2 , je tedy trigonometrick«ym polynomem, a proto tento trigonometrick«y polynom je jej«“ Fourierovou »radou (t.j. a^1_0 = 1, a^1_2 =^1_2 , ostatn«“ koe˛cienty jsou nulov«e). Pro funkci f_2 po»c«“tejme:

a^2_0 = 1 π ∫_π −π f_2(x) dx = 1 π ∫ π_4 −π −1 dx + 1 π ∫_π π 4 1 dx = − 5 4 + 3 4 = − 1 2 a^2_k = 1 π ∫_π −π f_2(x) cos kx dx = 1 π ∫ π_4 −π − cos kx dx + 1 π ∫_π π 4 cos kx dx

= 1 π [ − sin kx k ] π_4 −π + 1 π [ sin kx k ]_π π 4 = − 1 π · 1 k · sin k π 4 − 0 + 0 − 1 π · 1 k · sin k π 4 = − 2 kπ sin k π 4 , pro k = 1, 2, . . . b^2_k = 1 π ∫_π −π f_2(x) sin kx dx = 1 π ∫ π_4 −π − sin kx dx + 1 π ∫_π π 4 sin kx dx

= 1 π [ cos kx k ] π_4 −π + 1 π [ − cos kx k ]_π π 4 = 1 π · ( 1 k · cos k π 4 − cos kπ k ) + 1 π · ( − cos kπ k + 1 k · cos k π 4 )

= 2 kπ · ( cos k π 4 + (−1)^{k+1} ) , pro k = 1, 2, . . .

Fourierova »rada funkce f je tedy 1 4 − √ 2 π cos x + 2 + √ 2 π sin x + ( 1 2 − 1 π ) cos 2x − 1 π sin 2x + ∞∑ k=3 2 kπ ( − · sin k π 4 · cos kx + ( cos k π 4 + (−1)^{k+1} ) sin kx ) . Proto»ze funkce f je na (−π, π) po »c«astech spojit«a a po »c«astech monot«onn«“, je sou»ctem jej«“ Fourierovy »rady n«asleduj«“c«“ funkce:

f^∗(x) = cos^2 x + sgn(x − 2kπ −^π_4 ) x ∈ ((2k − 1)π, (2k + 1)π) \ {^π_4 + 2kπ}, k ∈ Z 1 2 x =^π_4 + 2kπ, k ∈ Z 1 x = (2k + 1)π, k ∈ Z

2. Najd»ete v»sechna maxim«aln«“ »re»sen«“ rovnice y^′ = √ 1 − y^2. Na»crtn»ete jejich grafy. (20 bodu) Řešení. Ze zad«an«“ plyne, »ze y mu»ze nab«yvat pouze hodnot z intervalu [−1, 1]. Rovn»e»z vid«“me, »ze funkce y = −1 a y = 1 (na R) jsou »re»sen«“m. Na intervalech, kde y nab«yv«a hodnot z (−1, 1), mu»zeme upravovat:

y^′ = √ 1 − y^2 y^′ √ 1 − y^2 = 1 (arcsin y)^′ = 1 arcsin y = x − c, c ∈ R. Proto»ze lev«a strana nab«yv«a hodnot z (−^π_2 ,^π_2 ), mus«“ v tomto intervalu le»zet i prav«a strana, odkud dost«av«ame x ∈ (c −^π_2 , c +^π_2 ). Dost«av«ame tedy »re»sen«“ y(x) = sin(x − c), x ∈ (c − π 2 , c + π 2 ). Nyn«“ zkoumejme, jak je to s maxim«aln«“mi »re»sen«“mi. Trivi«aln«“ »re»sen«“ (y = 1 a y = −1) jsou de˛nov«ana na cel«em R, a tedy jsou maxim«aln«“.

Pro »re»sen«“ y(x) = sin(x − c) na x ∈ (c −^π_2 , c +^π_2 ) m«ame: limita v c −^π_2 + je −1, limita v c +^π_2 + je 1. Derivace y^′ = cos(x − c) m«a v c −^π_2 + i v c +^π_2 − limitu 0. Odtud dost«av«ame tvar v»sech maxim«aln«“ch »re»sen«“: y = 1, x ∈ R, y = −1, x ∈ R y(x) = −1 x ∈ (−∞, c −^π_2 ] sin(x − c) x ∈ (c −^π_2 , c +^π_2 ) 1 x ∈ [c +^π_2 , ∞) , c ∈ R

Grafy vypadaj«“ takto:

3. Najd»ete v»sechna maxim«aln«“ »re»sen«“ rovnice y^′ − y tg x = e^x. (10 bodu) Řešení: Rovnici upravujeme:

y^′ − y tg x = e^x y^′ cos x − y sin x = e^x cos x (y cos x)^′ = e^x cos x

Nyn«“ pot»rebujeme zintegrovat funkci na prav«e stran»e. Pou»zijeme dvakr«at metodu per-partes. ∫ e^x cos x dx = e^x cos x + ∫ e^x sin x dx = e^x cos x + e^x sin x − ∫ e^x cos x dx,

tedy ∫ e^x cos x dx = 1 2 e^x(cos x + sin x) + c, c ∈ R.

Dost«av«ame tedy:

y cos x = 1 2 e^x(cos x + sin x) + c y = 1 2 e^x(1 + tg x) + c cos x

Tyto funkce jsou »re»sen«“m na intervalech (−^π_2 + kπ,^π_2 + kπ), k ∈ Z.

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { Test číslo 1 – druhá verze 1. Rozvi»nte funkci f(x) = sin^2 x + sgn ( x + π 4 ) ve Fourierovu »radu na intervalu (−π, π). Ur»cete sou»cet t«eto »rady v»sude, kde konverguje. (20 bodu) Řešení. Plat«“ f(x) = f_1(x) + f_2(x), kde f_1(x) = sin^2 x a f_2(x) = sgn (x +^π_4 ). Spo»c«“t«ame Fourierovy koe˛cienty zvl«a»st’ pro f_1 a pro f_2, Fourierovy koe˛cienty funkce f budou sou»ctem koe˛cientu f_1 a f_2. Pro funkci f_1 plat«“: f_1(x) = sin^2 x =

1 − cos 2x 2 , je tedy trigonometrick«ym polynomem, a proto tento trigonometrick«y polynom je jej«“ Fourierovou »radou (t.j. a^1_0 = 1, a^1_2 = −^1_2 , ostatn«“ koe˛cienty jsou nulov«e). Pro funkci f_2 po»c«“tejme:

a^2_0 = 1 π ∫_π −π f_2(x) dx = 1 π ∫_− π_4 −π −1 dx + 1 π ∫_π −^π4

1 dx = − 3 4 + 5 4 = 1 2 a^2_k = 1 π ∫_π −π f_2(x) cos kx dx = 1 π ∫_− π_4 −π − cos kx dx + 1 π ∫_π −^π4 cos kx dx

= 1 π [ − sin kx k ]_− π_4 −π + 1 π [ sin kx k ]_π −^π4 = − 1 π · 1 k · sin(−k π 4 ) − 0 + 0 − 1 π · 1 k · sin(−k π 4 ) = 2 kπ sin k π 4 , pro k = 1, 2, . . .

b^2_k = 1 π ∫_π −π f_2(x) sin kx dx = 1 π ∫_− π_4 −π − sin kx dx + 1 π ∫_π −^π4 sin kx dx

= 1 π [ cos kx k ]_− π_4 −π + 1 π [ − cos kx k ]_π −^π4 = 1 π · ( 1 k · cos kπ 4 − cos kπ k ) + 1 π · ( − cos kπ k + 1 k · cos kπ 4 )

= 2 kπ · ( cos k π 4 + (−1)^{k+1} ) , pro k = 1, 2, . . . Fourierova »rada funkce f je tedy 3 4 + √ 2 π cos x + 2 + √ 2 π sin x + ( 1 π − 1 2 ) cos 2x − 1 π sin 2x + ∞∑ k=3 2 kπ ( · sin k π 4 · cos kx + ( cos k π 4 + (−1)^{k+1} ) sin kx ) .

Proto»ze funkce f je na (−π, π) po »c«astech spojit«a a po »c«astech monot«onn«“, je sou»ctem jej«“ Fourierovy »rady n«asleduj«“c«“ funkce:

f^∗(x) = sin^2 x + sgn(x − 2kπ +^π_4 ) x ∈ ((2k − 1)π, (2k + 1)π) \ {−^π_4 + 2kπ}, k ∈ Z 1 2 x = −^π_4 + 2kπ, k ∈ Z 0 x = (2k + 1)π, k ∈ Z

2. Najd»ete v»sechna maxim«aln«“ »re»sen«“ rovnice y^′ = − √ 1 − y^2. Na»crtn»ete jejich grafy. (20 bodu) Řešení. Ze zad«an«“ plyne, »ze y mu»ze nab«yvat pouze hodnot z intervalu [−1, 1]. Rovn»e»z vid«“me, »ze funkce y = −1 a y = 1 (na R) jsou »re»sen«“m. Na intervalech, kde y nab«yv«a hodnot z (−1, 1), mu»zeme upravovat:

y^′ = − √ 1 − y^2 − y^′ √ 1 − y^2 = 1 (arccos y)^′ = 1 arccos y = x − c, c ∈ R. Proto»ze lev«a strana nab«yv«a hodnot z (0, π), mus«“ v tomto intervalu le»zet i prav«a strana, odkud dost«av«ame x ∈ (c, c + π). Dost«av«ame tedy »re»sen«“ y(x) = cos(x − c), x ∈ (c, c + π). Nyn«“ zkoumejme, jak je to s maxim«aln«“mi »re»sen«“mi. Trivi«aln«“ »re»sen«“ (y = 1 a y = −1) jsou de˛nov«ana na cel«em R, a tedy jsou maxim«aln«“.

Pro »re»sen«“ y(x) = cos(x − c) na x ∈ (c −^π_2 , c +^π_2 ) m«ame: limita v c+ je 1, limita v c + π− je −1. Derivace y^′ = − sin(x − c) m«a v c+ i v c + π− limitu 0. Odtud dost«av«ame tvar v»sech maxim«aln«“ch »re»sen«“:

y = 1, x ∈ R, y = −1, x ∈ R y(x) = 1 x ∈ (−∞, c] cos(x − c) x ∈ (c, c + π) −1 x ∈ [c + π, ∞) , c ∈ R

Grafy vypadaj«“ takto:

3. Najd»ete v»sechna maxim«aln«“ »re»sen«“ rovnice y^′ + y cotg x = e^{−x}. (10 bodu) Řešení: Rovnici upravujeme:

y^′ + y cotg x = e^{−x} y^′ sin x + y cos x = e^{−x} sin x (y sin x)^′ = e^{−x} sin x

Nyn«“ pot»rebujeme zintegrovat funkci na prav«e stran»e. Pou»zijeme dvakr«at metodu per-partes. ∫ e^{−x} sin x dx = −e^{−x} sin x + ∫ e^{−x} cos x dx = −e^{−x} sin x − e^{−x} cos x − ∫ e^{−x} sin x dx, tedy ∫ e^x sin x dx = − 1 2 e^{−x}(sin x + cos x) + c, c ∈ R.

Dost«av«ame tedy:

y sin x = − 1 2 e^{−x}(sin x − cos x) + c y = − 1 2 e^{−x}(1 + cotg x) + c sin x

Tyto funkce jsou »re»sen«“m na intervalech (kπ, (k + 1)π), k ∈ Z.

VI. Zjistěte, zda (X, ρ) je metrický prostor, a pokud ano, popište, jak v něm vypadá konvergence posloupností

1. X je libovoln«a mno»zina, ρ(x, y) = { 1 x ≠ y 0 x = y

2. X = R a) ρ(x, y) = √ |x − y|, b) ρ(x, y) = (x − y)^2 3. X = R^n , ρ(x, y) =^n ∑ k=1 |x_k − y_k|^p, kde p ∈ (0, 1).

4. X = R^2 , ρ((x_1, x_2), (y_1, y_2)) = (|x_1 − y_1|^p + |x_2 − y_2|^p)^{1p} , kde p ∈ (0, 1). 5. X je prostor omezen«ych spojit«ych funkc«“ na intervalu I ⊂ R (t.j. X = C_b(I)), ρ(f, g) = sup_{x∈I} |f(x) − f(y)|. Kdy mu»zeme napsat max m«“sto sup ?

6. X = C[0, 1], a) ρ(f, g) = 1∫ 0 |f(x) − g(x)|dx; b) ρ(f, g) = | 1∫ 0 f(x) − g(x)dx|. 7. X = {(x_n) | lim x_n = 0} (t.j. X = c_0), ρ(x, y) = max_{n∈} N |x_n − y_n| (a doka»zte, »ze maximum

existuje).

8. Necht’ (X, ρ) je metrick«y prostor a f : X → X zobrazen«“. De˛nujme σ(x, y) = ρ(f(x), f(y)). Je (X, σ) je metrick«y prostor?

9. Necht’ (X, ρ) je metrick«y prostor. Polo»zme a) σ(x, y) = min(1, ρ(x, y)), b) σ(x, y) =^{ρ(x,y)}_{1+ρ(x,y)} . Doka»zte, »ze σ je metrika ekvivalentn«“ s ρ.

10. Necht’ X je prostor v»sech spojit«ych funkc«“ na R. Najd»ete metriku ρ na X takovou, aby konvergence posloupnost«“ v (X, ρ) byla lok«aln»e stejnom»ernou konvergenc«“. 11. Existuje na mno»zin»e R nejsiln»ej»s«“ metrika? A nejslab»s«“ metrika? (*Co kdy»z m«“sto R vezmu n»ejakou jinou mno»zinu?) Najd»ete na R metriku, kter«a je ost»re slab»s«“ ne»z obvykl«a metrika. { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { Výsledky a návody. 1. Ano. x_n → x, pr«av»e kdy»z (∃n_0)(∀n > n_0)(x_n = x) 2. a) Ano. Konvergence je obvykl«a. b) Ne, nen«“ spln»ena troj«uheln«“kov«a nerovnost. 3. Ano. (x^k_1 , x^k_2, . . . , x^k_n)^{k→∞}−→ (x_1, x_2, . . . , x_n), pr«av»e kdy»z x^k_1 → x_1, x^k_2 → x_2, . . . x^k_n → x_n (t.j. konvergence po sou»radnic«“ch). 4. Ne, pokud n > 1, nen«“ spln»ena troj«uheln«“kov«a nerovnost. 5. Ano. Konvergence je obvykl«a stejnom»ern«a konvergence. Maximum lze ps«at, pokud I je omezen«y a uzav»ren«y. 6. a) Ano. Konvergence je þkonvergence v prum»eruß. b) Ne, i pro f ≠ g mu»ze b«yt ρ(f, g) = 0. 7. Ano. Konvergence je stejnom»ern«a konvergence. 8. Ano, pokud f je prost«e. 9. Ad b) Pro dukaz troj«uheln«“kov«e nerovnosti doka»zte, »ze funkce f(t) =^t_{1+t} je rostouc«“ a spl»nuje f(s + t) ≤ f(s) + f(t)

pro s, t ≥ 0. 10. Nap»r. ρ(f, g) =^∞ ∑ n=1 1 2^n · min(1, max x∈[−n,n] |f(x) − g(x)|). 11. Nejsiln»ej»s«“ metrika

existuje (nap»r. diskr«etn«“ metrika). Nejslab»s«“ neexistuje. (N«avod: Necht’ f : R → R je de˛nov«ana

jako f(x) = x x ≠ ±1 1 x = −1 −1 x = 1

. Polo»zte ρ_1(x, y) = |x − y|, ρ_2(x, y) = |f(x) − f(y)|, a doka»zte,

»ze neexistuje metrika, kter«a je slab»s«“ ne»z ob»e tyto metriky.) Ost»re slab»s«“ ne»z obvykl«a: Vezm»eme

nap»r«“klad funkci f : R → R^2 de˛novanou p»redpisem f(x) = { (x, 0) x ≤ 0 (sin^{2πx2}_{x2+1} , 1 − cos^{2πx2}_{x2+1} ) x > 0 , a vezm»eme metriku ρ(x, y) = d(f(x), f(y)), kde d je euklidovsk«a vzd«alenost v rovin»e. Nakreslete si to. Pro jin«e mno»ziny: Na kone»cn«e mno»zin»e jsou v»sechny metriky ekvivalentn«“, na nekone»cn«e je diskr«etn«“ nejsiln»ej»s«“ a nejslab»s«“ neexistuje.

VII. Otevřené a uzavřené množiny, vnitřek, uzávěr . . .

1. Rozhodn»ete, zda n«asleduj«“c«“ mno»ziny jsou otev»ren«e ev. uzav»ren«e, zjist»ete jejich vnit»rek, uz«av»er, vn»ej»sek, hranici.

(a) Q, (b) N, (c) {^1_n | n ∈ N}, (d) (−∞, 0) ∪ {x ∈ Q | x > 0}

V»sechny tyto mno»ziny uva»zujte (i) v R s obvyklou metrikou (ii) v rovin»e (R^2 ) s euklidovskou metrikou.

2. Rozhodn»ete, zda n«asleduj«“c«“ mno»ziny jsou otev»ren«e ev. uzav»ren«e, zjist»ete jejich vnit»rek, uz«av»er, vn»ej»sek, hranici.

a) A = {(x, y) ∈ R^2 | x > 0, y ≤ 0}; b) B = {(x, y) ∈ R^2 | x^2 + y^2 + 2xy = 5}; c) C = {(x, y, z) ∈ R^3 | x ≥ 0, y > 0, x + y = 2, z ≤ 0}; d) D = {f ∈ C[0, 1] | f(^1_2 ) = 2};

e) E = {f ∈ C[0, 1] | f(^1_2 ) ∈ (0, 2)}; f) F = {f ∈ C[0, 1] |^1 ∫ 0 f(x)dx = 0} g) G = {(x, y) ∈ R^2 | |x + y| > x + y} g) H = {(x, y) ∈ R^2 | |x − y| = x − y} 3. De˛nujme N : C[0, 1] → R p»redpisem N (f) = 1∫ 0 f(x)dx. Je N spojit«e zobrazen«“?

4. Plat«“ rovnosti U_δ(a) = {x | ρ(a, x) ≤ δ} a int{x | ρ(a, x) ≤ δ} = U_δ(a) pro ka»zd«e δ > 0 a) v ka»zd«em metrick«em prostoru b) v normovan«em line«arn«“m prostoru ? 5. Plat«“ n«asleduj«“c«“ rovnosti?

(i) M_1 ∪ M_2 = M_1 ∪ M_2; (ii) M_1 ∩ M_2 = M_1 ∩ M_2; (iii) int M_1 ∪ int M_2 = int(M_1 ∪ M_2); (iv) int M_1 ∩ int M_2 = int(M_1 ∩ M_2); (v) (M^′)^′ = M^′; (vi) M ⊂ R, s ∈ R, s = sup M ⇒ s ∈ M(s ∈ M^′, s ∈ ∂M). { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { Výsledky a návody. 1. (i) V R: (a) Nen«“ otev»ren«a ani uzav»ren«a, int Q = ext Q = ∅, ∂Q = Q =

R. (b) Uzav»ren«a, int N = ∅, ext N = R \ N, N = ∂N = N. (c) Nen«“ otev»ren«a ani uzav»ren«a, vnit»rek

je ∅, uz«av»er i hranice je {^1_n | n ∈ N} ∪ {0}, vn»ej»sek R \ ({^1_n | n ∈ N} ∪ {0}). (d) Nen«“ otev»ren«a ani uzav»ren«a, vnit»rek je (−∞, 0), uz«av»er R, hranice [0, ∞), vn»ej»sek ∅. (ii) V rovin»e (jako»zto podmno»ziny osy x, kterou zna»c«“me R): (a) Nen«“ otev»ren«a ani uzav»ren«a, int Q = ∅, ext Q = R^2 \ R,

∂Q = Q = R. (b) Uzav»ren«a, int N = ∅, ext N = R^2 \ N, N = ∂N = N. (c) Nen«“ otev»ren«a ani

uzav»ren«a, vnit»rek je ∅, uz«av»er i hranice je {^1_n | n ∈ N} ∪ {0}, vn»ej»sek R^2 \ ({^1_n | n ∈ N} ∪ {0}). (d) Nen«“ otev»ren«a ani uzav»ren«a, vnit»rek je ∅, uz«av»er R, hranice R, vn»ej»sek R^2 \ R. 2. (a) Nen«“ otev»ren«a ani uzav»ren«a, int A = {(x, y) | x > 0, y < 0}, ext A = {(x, y) | x < 0 nebo y > 0}, A = {(x, y) | x ≥ 0, y ≥ 0}, ∂A = {(x, y) | (x ≥ 0, y = 0)textnebo(x = 0, y ≤ 0)}. (b) Uzav»ren«a, int B = ∅, B = ∂B = B, ext B = R^2 \ B. (c) Nen«“ otev»ren«a ani uzav»ren«a, int C = ∅, C = ∂C = {(x, y, z) | x ≥ 0, y ≥ 0, x + y = 2, z ≤ 0}, ext C = R^3 \ C. (d) Uzav»ren«a, int D = ∅, D = ∂D = D, ext D = {f | f(^1_2 ) ≠ 2}. (e) Otev»ren«a, int E = E, E = {f | f(^1_2 ) ∈ [0, 2]}, ∂E = {f | f(^1_2 ) ∈ {0, 2}}, ext E = {f | f(^1_2 ) /∈ [0, 2]}. (f) Uzav»ren«a, int F = ∅, F = ∂F = F , ext F = {f | ∫_1 0 f ≠ 0}. (g) Otev»ren«a, int G = G, G = {(x, y) | x+y ≤ 0}, ∂G = {(x, y) | x+y = 0}, ext G = {(x, y) | x + y > 0}. (h) Uzav»ren«a, int H = {(x, y) | x > y}, ∂H = {(x, y) | x = y}, ext H = {(x, y) | x < y}, H = H. 3. Ano, vyu»zijte linearitu a monotonii Newtonova integr«alu. 4. V metrick«em prostoru platit nemus«“ (nap»r. diskr«etn«“ prostor a δ = 1), ale v NLP plat«“. 5. Plat«“: (i), (iv), (vi) { p»r«“pad M a ∂M. Neplat«“: (ii), (iii), (v), (vi) { p»r«“pad M^′.

VIII. Implicitní funkce 1. Necht’ x_0 je jednon«asobn«y ko»ren rovnice x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_n = 0. Doka»zte, »ze existuj«“ ε > 0 a δ > 0 takov«e, »ze kdykoli |b_i − a_i| < δ pro i = 1, . . . , n, pak rovnice x^n + b_1x^{n−1} + · · · + b_n = 0 m«a v intervalu (x_0 − ε, x_0 + ε) pr«av»e jeden ko»ren. Spo»ct»ete^{∂x}_{∂ai} (a_1, . . . , a_n). 2. Co se stane, bude-li v p»redchoz«“m p»r«“klad»e ko»ren x_0 p-n«asobn«y?

3. S pou»zit«“m prvn«“ho p»r«“kladu spo»ct»ete p»ribli»zn»e (bez odhadu chyby) ko»ren rovnice 0.99x^3 + 1.02x − 10 = 0.

4. Doka»zte, »ze existuj«“ funkce u = u(x, y) a v = v(x, y), pro kter«e plat«“ u(1, 2) = v(1, 2) = 0, a kter«e na n»ejak«em okol«“ bodu (1, 2) spl»nuj«“ rovnice xe^{u+v} + 2uv = 1, ye^{u−v} −^u_{1+v} = 2x a jsou tam t»r«“dy C^1. Spo»ct»ete jejich diferenci«al v bod»e (1, 2).

5. Doka»zte, »ze existuj«“ funkce z = z(x, y) a t = t(x, y), pro kter«e plat«“ z(1, −1) = 0 a t(1, −1) = 2, a kter«e na n»ejak«em okol«“ bodu (1, −1) spl»nuj«“ rovnice x^2 + y^2 −^1_2 z^2 − t^3 = 0, x + y + z − t − 2 = 0 a jsou tam t»r«“dy C^2. Spo»ct»ete druh«y diferenci«al funkce z v bod»e (1, −1). 6. Spo»ct»ete^{∂2z}_{∂x∂y} þv bod»e u = 2, v = 1ß, jestli»ze x = u + v^2, y = u^2 − v^3, z = 2uv. 7. Najd»ete rovnici te»cn«e roviny k plo»se e^{ux} cos^v_y =^{x√}_2 , e^{ux} sin^v_y =^{y√}_2 v bod»e (1, 1, 0,^π_4 ). ================================================================ Test číslo 2 – první verze 1. Najd»ete v»sechna maxim«aln«“ »re»sen«“ rovnice y^{′′′} − 2y^{′′} + y^′ − 2y = 2 + sin x. (25 bodu) Řešení. Nejprve »re»sme homogenn«“ rovnici y^{′′′} − 2y^{′′} + y^′ − 2y = 0. Jej«“ charakteristick«y polynom je λ^3 − 2λ^2 + λ − 2 = (λ − 2)(λ^2 + 1), ko»reny jsou tedy 2, i, −i. Fundament«aln«“ syst«em »re»sen«“ je tedy e^{2x}, cos x, sin x.

Nyn«“ hledejme partikul«arn«“ »re»sen«“ rovnice s pravou stranou. Jako prvn«“ najd»eme »re»sen«“ rovnice y^{′′′} − 2y^{′′} + y^′ − 2y = 2. Je z»rejm«e, »ze tato rovnice m«a »re»sen«“ y_1 = −1. D«ale najd»eme »re»sen«“ rovnice y^{′′′} − 2y^{′′} + y^′ − 2y = sin x. Prav«a strana je ve speci«aln«“m tvaru, a i je jednon«asobn«y ko»ren charakteristick«eho polynomu, a tedy »re»sen«“ lze naj«“t ve tvaru y_2 = x · (a cos x + b sin x). Pak m«ame

y^′_2 = x(−a sin x + b cos x) + (a cos x + b sin x), y^{′′}_2 = x(−a cos x − b sin x) + 2(−a sin x + b cos x), y^{′′′}_2 = x(a sin x − b cos x) + 3(−a cos x − b sin x).

Odtud dostaneme

y^{′′′}_2 − 2y^{′′}_2 + y^′_2 − 2y_2 = cos x · (−2a − 4b) + sin x · (−2b + 4a).

M«a=li vyj«“t sin x, mus«“ b«yt −2a − 4b = 0 a −2b + 4a = 1, neboli a =^1_5 a b = −^1_{10} . V»sechna »re»sen«“ rovnice ze zad«an«“ maj«“ tedy tvar

y = −1 + 1 5 x cos x − 1 10 x sin x + ae^{2x} + b cos x + c sin x, x ∈ R (a, b, c ∈ R).

2. Necht’

M_1 = { (x, y) ∈ R^2 | y ≥ 1 x } a M_2 = {( x, 1 y ) | ( y, − 1 |x| ) ∈ M_1 } . Zjist»ete, zda M_1 a M_2 jsou uzav»ren«e nebo otev»ren«e, a ur»cete uz«av»er, vnit»rek a hranici v prostoru

a) R^2 , b) R^2 \ {(0, y) | y ∈ R}. Sv«a tvrzen«“ zduvodn»ete. (25 bodu)

Řešení. Nejprve se v»enujme mno»zin»e M_1 v R^2 . Plat«“ M_1 = {(x, y) | x > 0 & xy ≥ 1} ∪ {(x, y) | x < 0 & xy ≤ 1}. Ozna»cme prvn«“ z mno»zin na prav«e stran»e M_{11} a druhou M_{12}. Z»rejm»e plat«“ M_{11} = {(x, y) | x ≥ 0 &xy ≥ 1}, a tedy M_{11} je uzav»ren«a v R^2 (vyu»z«“v«ame spojitost funkc«“ (x, y) → x a (x, y) → xy). D«ale vid«“me, »ze M_{12} = {(x, y) | x ≤ 0 &xy ≤ 1} = M_{12} ∪ {(0, y) | y ∈ R}, proto»ze mno»zina na prav«e stran»e je uzav»ren«a (op»et ze spojitosti t«ych»z funkc«“ jako v«y»se), a nav«“c pro ka»zd«e y ∈ R plat«“ (^1_n , y) → (0, y), p»ri»cem»z (^1_n , y) ∈ M_{12} pro dostate»cn»e velk«a n (pokud y ≥ 0, pak pro v»sechna n, pokud y < 0, pak pro n >^1_{|y|} ). Tedy

M_1 = M_{11} ∪ M_{12} = M_1 ∪ {(0, y) | y ∈ R}.

D«ale int M_1 = {(x, y) | x > 0 & xy > 1} ∪ {(x, y) | x < 0 & xy < 1}. Mno»zina na prav«e stran»e je toti»z otev»ren«a, a p»ritom »z«adn«y bod z M_1, kter«y nen«“ v mno»zin»e na prav«e stran»e, nen«“ ve vnit»rku M_1, proto»ze pro n»ej plat«“ xy = 1, a pak (x, y −^1_n ) → (x, y), kde (x, y −^1_n ) /∈ M_1. Nakonec

H(M_1) = M_1 \ int M_1 = {(x, y) | xy = 1 nebo x = 0}.

Z uveden«ych v«ysledku je z»rejm«e, »ze M_1 nen«“ v R^2 otev»ren«a ani uzav»ren«a.

V R^2 \ {(0, y) | y ∈ R} je M_1 uzav»ren«a, a tedy M_1 = M_1. To je vid»et bud’ z tvaru uz«av»eru M_1 v R^2 , nebo p»r«“mo z toho, »ze M_1 = {(x, y) | y − 1 x ≥ 0} a funkce (x, y) → y −^1_x je spojit«a na R^2 \ {(0, y) | y ∈ R}. Ze stejn«ych duvodu jako v«y»se je i zde int M_1 = {(x, y) | x > 0 & xy > 1} ∪ {(x, y) | x < 0 & xy < 1}, a pak H(M_1) = M_1 \ int M_1 = {(x, y) | xy = 1}.

D«ale zkoumejme mno»zinu M_2. Upravujme jej«“ z«apis: M_2 ={(x, 1 y ) | (y, − 1 |x| ) ∈ M_1} = {(x, 1 y ) | − 1 |x| ≥ 1 y } = {(x, y) | y ≤ − 1 |x| & x ≠ 0} = {(x, y) | y ≤ − 1 |x| } = {(x, y) | y|x| ≤ −1 & x ≠ 0} = {(x, y) | y|x| ≤ −1} Odtud je z»rejm«e, »ze M_2 je uzav»ren«a v R^2 , a tedy M_2 = M_2. Snadno vid«“me, »ze int M_2 = {(x, y) | y|x| < −1}, proto»ze tato mno»zina je otev»ren«a, a pokud y|x| = −1, pak (x, y +^1_n ) /∈ M_2 a (x, y +^1_n ) → (x, y). Nakonec H(M_2) = M_2 \ int M_2 = {(x, y) | y|x| = −1}. V prostoru R^2 \ {(0, y) | y ∈ R} vyjdou stejn«e v«ysledky ze stejn«ych duvodu.

Test číslo 2 – druhá verze 1. Najd»ete v»sechna maxim«aln«“ »re»sen«“ rovnice y^{′′′} − y^{′′} + 4y^′ − 4y = 4 + cos 2x. (25 bodu) Řešení. Nejprve »re»sme homogenn«“ rovnici y^{′′′} − y^{′′} + 4y^′ − 4y = 0. Jej«“ charakteristick«y polynom je λ^3 − λ^2 + 4λ − 4 = (λ − 1)(λ^2 + 4), ko»reny jsou tedy 1, 2i, −2i. Fundament«aln«“ syst«em »re»sen«“ je tedy e^x, cos 2x, sin 2x.

Nyn«“ hledejme partikul«arn«“ »re»sen«“ rovnice s pravou stranou. Jako prvn«“ najd»eme »re»sen«“ rovnice y^{′′′} − y^{′′} + 4y^′ − 4y = 4. Je z»rejm«e, »ze tato rovnice m«a »re»sen«“ y_1 = −1. D«ale najd»eme »re»sen«“ rovnice y^{′′′} − y^{′′} + 4y^′ − 4y = cos 2x. Prav«a strana je ve speci«aln«“m tvaru, a 2i je jednon«asobn«y ko»ren charakteristick«eho polynomu, a tedy »re»sen«“ lze naj«“t ve tvaru y_2 = x · (a cos 2x + b sin 2x). Pak m«ame

y^′_2 = x(−2a sin 2x + 2b cos 2x) + (a cos 2x + b sin 2x), y^{′′}_2 = x(−4a cos 2x − 4b sin 2x) + 2(−2a sin 2x + 2b cos 2x), y^{′′′}_2 = x(8a sin 2x − 8b cos 2x) + 3(−4a cos 2x − 4b sin 2x).

Odtud dostaneme

y^{′′′}_2 − y^{′′}_2 + 4y^′_2 − 4y_2 = cos 2x · (−8a − 4b) + sin 2x · (4a − 8b).

M«a=li vyj«“t cos 2x, mus«“ b«yt −8a − 4b = 1 a −8b + 4a = 0, neboli a = −^1_{10} a b = −^1_{20} . V»sechna »re»sen«“ rovnice ze zad«an«“ maj«“ tedy tvar y = −1 − 1 10 x cos 2x − 1 20 x sin 2x + ae^x + b cos 2x + c sin 2x, x ∈ R (a, b, c ∈ R).

2. Necht’ M_1 = { (x, y) ∈ R^2 | y ≥ 1 |x| } a M_2 = {( 1 y , x ) | (y, x) ∈ M_1 } . Zjist»ete, zda M_1 a M_2 jsou uzav»ren«e nebo otev»ren«e, a ur»cete uz«av»er, vnit»rek a hranici v prostoru

a) R^2 , b) R^2 \ {(0, y) | y ∈ R}. Sv«a tvrzen«“ zduvodn»ete. (25 bodu)

Řešení. Pro mno»zinu M_1 lze postupovat analogicky, jako pro M_2 v prvn«“ verzi. Plat«“ (v R^2 i v

R^2 \ {(0, y) | y ∈ R}) M_1 = M_1 = {(x, y) | y|x| ≥ 1}, int M_1 = {(x, y) | y|x| > 1}, H(M_1) = {(x, y) | y|x| = 1}. Pro mno»zinu M_2 plat«“

M_2 = {( 1 y , x ) | (y, x) ∈ M_1 } = {( 1 y , x ) | x ≥ 1 |y| } = {(y, x) | x ≥ |y|, y ≠ 0} = {(x, y) | y ≥ |x|, x ≠ 0} . Odtud plyne, »ze v R^2 M_2 = {(x, y) | y ≥ |x|}, proto»ze mno»zina vpravo je uzav»ren«a, a pokud y ≥ |x| a x = 0, pak (^1_n , y +^1_n ) → (x, y), a p»ritom (^1_n , y +^1_n ) ∈ M_2 pro v»sechna n.

D«ale int M_2 = {(x, y) | y > |x|, x ≠ 0} , proto»ze mno»zina na prav«e stran»e je otev»ren«a, a pokud (x, y) ∈ M_2, y = |x|, pak (x, y −^1_n ) /∈ M_2 a (x, y −^1_n ) → (x, y). Kone»cn»e H(M_2) = M_2 \ int M_2 = {(x, y) | y = |x| nebo (x = 0 & y ≥ 0)}.

Z v«y»se uveden«eho vyj«ad»ren«“ M_2 plyne, »ze v prostoru R^2 \ {(0, y) | y ∈ R} je M_2 uzav»ren«a, tedy M_2 = M_2. Z t«ych»z duvodu jako v p»redchoz«“m odstavci plat«“ int M_2 = {(x, y) | y > |x|, x ≠ 0} a H(M_2) = M_2 \ int M_2 = {(x, y) | y = |x|& x ≠ 0}.

================================================================ IX. Řešte soustavy diferenciálních rovnic 1. z^′ + y = 0, z^′ − y^′ = 3z + y 2. z^′ + z − y = e^x, y^′ − z + y = e^x 3. 5z^′ − 2y^′ + 4z − y = e^{−x}, z^′ + 8z − 3y = 5e^{−x} 4. z^′ + 3z + y = 0, y^′ − z + y = 0, y(0) = z(0) = 1 5. z^′ = y − 7z, y^′ + 2z + 5y = 0 6. z^′ = 2y − 5z + e^x, y^′ = z − 6y + e^{−2x} 7. z^{′′} + y^′ + z = e^x, z^′ + y^{′′} = 1 8. u^′ = w + v − u, v^′ = w + u − v, w^′ = u + v + w, (u(0) = 1, v(0) = w(0) = 0) 9. u^′ = v + w, v^′ = u + w, w^′ = u + v, (u(0) = −1, v(0) = 1, z(0) = 0) { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { Výsledky a návody. 1. z =^{3B−A}_4 e^x +^{A+B}_4 e^{−3x}, y =^{A−3B}_4 e^x +^{3A+3B}_4 e^{−3x} 2. z = e^x + de^{−2x} + c, y = e^x − de^{−2x} + c 3. z = −2e^{−x} + ce^x + de^{−2x}, y = 3e^{−x} + 3ce^x + 2de^{−2x} 4. z = −(c + d)xe^{−2x} + de^{−2x}, y = (c + d)xe^{−2x} + ce^{−2x}, s po»c. podm. : z = −2xe^{−2x} + e^{−2x}, y = 2xe^{−2x} + e^{−2x} 5. z = (c − d)e^{−6x} sin x + de^{−6x} cos x, y = ce^{−6x} cos x + (c − 2d)e^{−6x} sin x 6. z =^7_{40} e^x +^1_5 e^{−2x} +^2_3 (c + d)e^{−4x} −^1_3 (2c − d)e^{−7x}, y =^1_{40} e^x +^3_{10} e^{−2x} +^1_3 (c + d)e^{−4x} +^1_3 (2c − d)e^{−7x} 7. z(x) = e^x −^1_6 x^3 −^{b+c}_2 x^2 + c + dx, y = −e^x +^1_{24} x^4 + a + bx +^{b+c}_6 x^3 +^d_2 x^2 8. u = a+b−c 3 e^{−x} +^{a+b+2c}_6 e^{2x} +^{a−b}_2 e^{−2x}, v =^{a+b−c}_3 e^{−x} +^{a+b+2c}_6 e^{2x} +^{b−a}_2 e^{−2x}, w =^{c−a−b}_3 e^{−x} +^{a+b+2c}_3 e^{2x}, s po»c.podm. u =^1_3 e^{−x} +^1_6 e^{2x} +^1_2 e^{−2x}, v =^1_3 e^{−x} +^1_6 e^{2x} −^1_2 e^{−2x}, w = −^1_3 e^{−x} +^1_3 e^{2x} 9. u =^{a+b+c}_3 e^{2x} −^{b+c−2a}_3 e^{−x}, v =^{a+b+c}_3 e^{2x} −^{a+c−2b}_3 e^{−x}, w =^{a+b+c}_3 e^{2x} −^{a+b−2c}_3 e^{−x} s po»c. podm. u = −e^{−x}, v = e^{−x}, w = 0 ================================================================ X. Řešte diferenciální rovnice 1. y^′ = cos(x − y) 2. y^′ = sin(x + y) 3. y^′ =^{y2}_{x2} − 2 4. y^′ =^y_x +^x_y 5. xy^′ = y log^y_x 6. y^′ = e^{yx} +^y_x 7. y^2 +x^2y^′ = xyy^′ 8. xy^′ −y = √ y^2 + x^2 9. y^′ =^{2y−x−5}_{2x−y+4} 10. y^′ =^{2x−y+1}_{x−2y+1}

11. y^′ =^{2(y+2)2}

(x+y−1)2 12. y ′ =^{y2−x} 2y(x+1)

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { Výsledky a návody. 1. substituce y = x − z. 2. substituce y = z − x. 3.-8. substituce y = xz. 9.-11. substituc«“ x = t + a, y = z + b pro vhodn«a a, b p»rev«est na p»redchoz«“ typ. 12. substituc«“ y^2 = z p»rev«est na p»redchoz«“ typ.