I. Lze následující funkce spojitě rozšířit na celou rovinu ? 1.^{1−cos(x2 +y2)}

(x^2+y^2)x^2y^2 2. (x + y) sin 1 x sin^1_y 3. xy sin^1_x sin^1_y 4. y^3 sin^1_x sin^1_y 5.^{x+y}√_{x2+y2}

6.^{xy}√_{x2+y2} 7.^{xy2}√_{x4+y4} 8.^{sin xy}_x Zkoumejte chování parciálních derivací a diferencovatelnost (ev. spojitě dodefinovaných) funkcí 9. √ |xy| 10. |x| · |y| 11.^{xy}√_{x2+y2} 12. (x^2 + y^2) sin^1_{x2+y2}

13. xy^{x2−y2}_{x2+y2} (druh«e sm«“»sen«e derivace) Výsledky a návody. 1. Ne. 2. Ne. Ale p»ri dode˛nov«an«“ f(x, 0) = f(0, y) = 0 je f spojit«a je»st»e v (0, 0), (0,^1_{kπ} ), (^1_{kπ} , 0), k ∈ Z \ {0}. 3. Ano. f(x, 0) = f(0, y) = 0. 4. Ne. Ale p»ri dode˛nov«an«“ f(x, 0) = f(0, y) = 0 je f spojit«a je»st»e v (x, 0), x ∈ R a (0,^1_{kπ} ), k ∈ Z \ {0}. 5. Ne. 6. Ano. f(0, 0) = 0 7. Ano. f(0, 0) = 0 8. Ano. f(0, y) = y 9.^{∂f}_{∂x} (0, 0) =^{∂f}_{∂y} (0, 0) = 0, ale f nem«a v (0, 0) diferenci«al. Parci«aln«“ derivace jsou neomezen«e na okol«“ 0. 10. f m«a v (0, 0) diferenci«al, ale parci«aln«“ derivace nejsou de˛nov«any na okol«“ (0, 0). 11. Dode˛novat f(0, 0) = 0. ∂f ∂x ,^{∂f}_{∂y} existuj«“ a jsou omezen«e v okol«“ (0, 0), ale v (0, 0) neexistuje diferenci«al. 12. Dode˛novat f(0, 0) = 0. f m«a v (0, 0) diferenci«al, ale^{∂f}_{∂x} ,^{∂f}_{∂y} nejsou omezen«e na »z«adn«em okol«“ (0, 0). 13. Dode˛novat f(0, 0). f je v»sude diferencovateln«a, parci«aln«“ derivace prvn«“ho »r«adu jsou spojit«e.^{∂2f}_{∂x∂y} a^{∂2f}_{∂y∂x} jsou omezen«e na okol«“ (0, 0) ale nejsou spojit«e v (0, 0).^{∂2f}_{∂x∂y} (0, 0) = −1,^{∂2f}_{∂y∂x} (0, 0) = 1 { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { II. Funkce dvou proměnných – derivace složených funkcí 1. Najd»ete parci«aln«“ derivace prvn«“ho a druh«eho »r«adu funkce g(x, y) = (a) f(x+y, xy) (b) f(xy,^x_y ).

Pro další příklady položme △f =^{∂2f}_{∂x2} +^{∂2f}_{∂y2} .

2. Spo»ct»ete △f pro f(x, y) = log(x^2 + y^2). 3. Vyj«ad»rete △(f · g). 4. Necht’ △f = 0 a g(x, y) = f(^x_{x2+y2} ,^y_{x2+y2} ). Spo»ct»ete △g.

5. Necht’ △f = △g = 0. Polo»zme F (x, y) = f(x, y) + (x^2 + y^2)g(x, y). Spo»ct»ete △(△F ). 6. Vyj«ad»rete △f v pol«arn«“ch sou»radnic«“ch.

7. Necht’ funkce u(x, y) spl»nuje rovnice u(x, x^2) = 1,^{∂u}_{∂x} (x, x^2) = x. Najd»ete^{∂u}_{∂y} (x, x^2). 8. Necht’ funkce u(x, y) spl»nuje rovnice^{∂2u}_{∂x2} −^{∂2u}_{∂y2} = 0, u(x, 2x) = x,^{∂u}_{∂x} (x, 2x) = x^2. Spo»ct»ete parci«aln«“ derivace druh«eho »r«adu v bod»e (x, 2x).

Výsledky a návody. 1. (a)^{∂g}_{∂x} (x, y) = ∂_1f(x + y, xy) + y∂_2f(x + y, xy),^{∂g}_{∂y} (x, y) = ∂_1f(x + y, xy) + x∂_2f(x + y, xy), pokud f m«a diferenci«al v (x + y, xy). (b)^{∂g}_{∂x} (x, y) = y∂_1f(xy,^x_y ) + 1 y ∂_2f(xy,^x_y ),^{∂g}_{∂y} (x, y) = x∂_1f(xy,^x_y ) −^x_{y2} ∂_2f(xy,^x_y ), pokud f m«a diferenci«al v (xy,^x_y ). 2. 0 3. △(f ·g) = f ·△g +2Of ·Og +△f ·g, kde Of = (^{∂f}_{∂x} ,^{∂f}_{∂y} ), a tedy Of ·Og =^{∂f}_{∂x} ·^{∂g}_{∂x} +^{∂f}_{∂y} ·^{∂g}_{∂y} . 4. 0 5. 0 6. △f =^{∂2f ∗}_{∂r2} +^1_{r2}^{∂2f ∗}_{∂φ2} +^1_r^{∂f ∗}_{∂r} 7. −^1_2 pro x ≠ 0 8.^{∂2u}_{∂x2} (x, 2x) =^{∂2u}_{∂y2} (x, 2x) = −^4_3 x,

∂^2u ∂x∂y (x, 2x) = 5 3 x { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { III. Načrtněte křivky určené těmito rovnicemi 1. y = 2x arctg^y_x 2. x^2 + 2xy − y^2 = a^2 a ∈ R 3. log √ x^2 + y^2 = arctg^y_x 4. x^2 + y^2 = x^4 + y^4 5. (x^2 + y^2)^2 = a^2(x^2 − y^2) 6. x^2 + y^2 = e^{xy−1+log 2}

Výsledky a návody.

1. 3. 4.

5. 6.

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

IV. Spočtěte primitivní funkce 1. ∫ x^5e^{x3} dx 2. ∫ arcsin^2 x dx 3. ∫ x arctg^2 x dx 4.

∫_{x log}(_{x+}^√_{1+x}2) √ 1+x^2 dx 5. ∫ √ 1 − x^2 dx 6. ∫ √ x^2 − 4 dx 7. ∫ √ x^2 + 1 dx 8. ∫_{dx√} x^2+1 9. ∫_{dx√} x^2−1 10. ∫ x sin √ x dx 11. ∫_{dx} x^4+x^2+1 12. ∫_{dx} x^6+1 13. ∫_x2n−1 x^n+1 dx 14.

∫_x 3^√_{2+x}

x+^3 √ 2+x dx 15. ∫_x 4√_{x3(a−x)} dx, a > 0 16. ∫_{dx} 1+ √ x+ √ x+1 17. ∫_{dx} 1+ √ 1−2x−x^2 18. ∫_{x dx} (1−x^3) √ 1−x^2 Výsledky a návody. V«ysledky jsou uvedeny þa»z na konstantuß. 1.^1_3 e^{x3} (x^3 − 1) 2.

x arcsin^2 x + 2 √ 1 − x^2 arcsin x − 2x 3.^{x2+1}_2 arctg x − x arctg x +^1_2 log(x^2 + 1) 4. √ 1 + x^2 log ( 1 + √ 1 + x^2 ) −x 5.^1_2 arcsin x−^1_2 x √ 1 − x^2 6.^x_2 √ x^2 − 4−2 log ( x + √ x^2 − 4 ) 7.^x_2 √ x^2 + 1 +^1_2 log ( x + √ x^2 + 1 ) 8. log ( x + √ x^2 + 1 ) 9. log | |x + √x2 − 1 | | 10. 2(6 − x) √ x cos √ x+6(x−2) sin √ x 11.^1_4 log^{x2+x+1}_{x2−x+1} +^{√3}_6 arctg^{2x−1√}_3 +^{√3}_6 arctg^{2x+1√}_3 12.^1_3 arctg x+ 1 6 arctg(2x− √ 3)+^1_6 arctg(2x+ √ 3)+^{√3}_{12} log^{x2+x√3+1} x^2−x √ 3+1 13.^1_n (x^n −log |x^n +1|) 14. pou»zijte sub-

stituci^3 √ 2 + x = t 15. substituce t^4 =^x_{a−x} 16. substituce t = √ x + √ x + 1 17. substituce √ 1 − 2x − x^2 = xt − 1 18. substituce t =

√_{1+x} 1−x

V. Primitivní funkce 1. Za jak«ych podm«“nek je n«asleduj«“c«“ primitivn«“ funkce racion«aln«“ funkc«“ ? (a) ∫_{ax}2_{+bx+c} x^3(x−1)^2 dx (b) ∫_{αx}2_{+βx+γ} (ax^2+bx+c)^2 dx

2. Za jak«ych podm«“nek je primitivn«“ funkce ∫_{αx}2_{+βx+γ} √ ax^2+bx+c dx algebraickou funkc«“ ?

3. Za jak«ych podm«“nek je primitivn«“ funkce ∫ P (^1_x )e^x dx, kde P (^1_x ) = a_0 +^{a1}_x + · · · +^{an}_{xn} , a_1, . . . , a_n ∈ R, element«arn«“ funkc«“ ?

4. Spo»ct»ete primitivn«“ funkce (a) ∫ e^{−|x|} dx (b) ∫ max(1, x^2) dx (c) ∫ [x]| sin πx| dx 5. Najd»ete f(x), pokud (a) f^′(x^2) =^1_x (x > 0) (b) f^′(sin^2 x) = cos^2 x

(c) f^′(log x) = { 1 0 < x ≤ 1 x 1 < x < +∞ , f(0) = 0 { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { VI. Spočtěte následující integrály 1. π∫ 0 x sin x 1+cos^2 x dx 2. 1∫ e^{−2πn} | |cos log^1_x | | dx 3.^2∫ 1 2 ( 1 + x −^1_x ) e^{x+ 1x} dx 4. a) π 2∫ 0 log sin x dx

b) π 2∫ 0 log cos x dx 5. a) π 2∫ 0 sin^n x dx b) π 2∫ 0 cos^n x dx 6.^1 ∫ 0 (1−x^2)^n dx 7.^1 ∫ 0 x^n dx √ 1−x^2 8. 1∫ 0 x^m log^n x dx 9. π 4∫ 0 (_{sin x−cos x}

sin x+cos x

)_{2n+1}

dx 10.^{+∞} ∫ 0 x^ne^{−x} 11. +∞∫ −∞ dx (ax^2+2bx+c)^n , ac − b 2 > 0

Výsledky a návody. 1.^{π2}_4 , rozd»elit na ∫ π_2 0 a ∫_{ππ} 2 2. substituce x = e^t a rozd»elit na n»ekolik

intervalu 3.^3_2 e^52 , substituce t = x +^1_x 4. −^π_2 log 2, dok«azat, »ze integr«aly a),b) se rovnaj«“ a vyj«ad»rit sin pomoc«“ polovi»cn«“ho argumentu 5. a) i b) I_0 =^π_2 , I_1 = 1, I_{n+2} =^{n+1}_{n+2} I_n 6. I_0 = 1, I_{n+1} =^{2n+2}_{2n+3} I_n, mo»zno t«e»z p»rev«est na p»redchoz«“ p»r«“klad 7. p»rev«est na p»redminul«y p»r«“klad nap»r. x = sin t 8.^{(−1)nn!}

(m+1)^{n+1} 9. substituce sin x−cos x sin x+cos x = t 10. n! 11. In+1 = (2n−1)a 2n(ac−b^2) In { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { VII. Zjistěte, pro které hodnoty parametrů konvergují (ev. absolutně konvergují) následující Newtonovy integrály 1. ∫_∞ 0 e^{αx2 +βx}x^γ sin x dx 2. ∫_∞ 0 x^α arcsin^x_{x2+1} sin^1_x dx 3. ∫_∞ 0 arctg^α x^{sin πx}_{| ln x|β} dx 4. ∫_∞ 0 sin x x+cos x dx 5. ∫_∞ 0 sin x √ x+cos x dx 6. ∫_∞ 0 x^p sin (x^q) dx 7. ∫_∞ 0 sin(x+^1_x ) x^u dx 8. Zjist»ete, zda konverguje »rada^∞ ∑ k=1 (−1)^[ √ k] k . 9. Rozhodn»ete, zda plat«“: (a) ∫_∞ a f(x) dx existuje a lim_{x→+∞} f(x) = L ⇒ L = 0. (b) ∫_∞ a f(x) dx existuje ⇒ lim_{x→+∞} f(x) = 0. (c) ∫_∞ a f(x) dx existuje ⇒ f je omezen«a na okol«“ +∞.

Výsledky a návody. 1. KA: α < 0 & γ > −2, nebo α = 0 & β < 0 & γ > −2, nebo α = β = 0 & γ ∈ (−2, −1); KnA: α = β = 0 & γ ∈ [−1, 0) 2. KA: α > −2; KnA: α ∈ (−3, −2] 3. KA: nikdy; KnA: α > −2 & β ∈ (0, 2), nebo α = −2 & β ∈ (1, 2) 4. konverguje neabsolutn»e 5. konverguje neabsolutn»e 6. KA: −1 > p > −1−q nebo −1 < p < −1−q; KnA: −1 ≤ p < −1+q nebo −1 ≥ p > −1+q 7. KA: nikdy; KnA: u ∈ (0, 2) 8. konverguje (neabsolutn»e), uz«avorkujte »cleny se stejn«ym znam«enkem, odhadn»ete pomoc«“ integr«alu, a uv»edomte si, »ze lze pou»z«“t Leibnizovo krit«erium. 9. (a) ANO (pou»zijte srovn«avac«“ krit«erium na f a^L_2 ) (b) NE, nap»r. f(x) = sin x^2 (lze i f ≥ 0) (c) NE, nap»r f(x) = 2x sin x^4 (lze i f ≥ 0) { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { VIII. Konečná tělesa 1. Doka»zte, »ze neexistuje t»eleso, kter«e m«a pr«av»e 6 prvku (element«arn»e, bez odkazu na v»ety). 2. Pro kter«a p je polynom a) x^2 + 1 b) x^2 + x + 1 ireducibiln«“ nad Z_p? 3. a) Napi»ste v»sechny polynomy stupn»e nejv«y»s 3 nad t»elesem Z_2. b) Napi»ste v»sechny polynomy stupn»e nejv«y»s 2 nad t»elesy Z_3 a Z_5. 4. Kter«e z polynomu z p»redchoz«“ho p»r«“kladu jsou ireducibiln«“ ? 5. Sestrojte t»eleso, kter«e m«a a) 4 prvky; b) 9 prvku; c) 8 prvku.

Výsledky a návody. 1. Nejprve si uv»edomme, »ze n × 1 = 1 + · · · + 1

n krát

je pro n»ejak«e n rovno 0,

a »ze prvn«“ takov«e n mus«“ b«yt prvo»c«“slo. Necht’ je to nap»r«“klad 2. Pak T obsahuje 0 a 1. Obsahujeli dal»s«“ prvek a, jsou prvky 0, 1, a, a + 1 navz«ajem ruzn«e. Obsahuje-li dal»s«“ prvek b, jsou prvky 0, 1, a, a + 1, b, b + 1, b + a, b + a + 1 navz«ajem ruzn«e. Atd. Tedy po»cet prvku T je mocnina 2, co»z 6 nen«“. Analogicky pro dal»s«“ prvo»c«“sla. 2. Lze to vyj«ad»rit ruzn»e. Nap»r. tak, »ze onen polynom m«a v Z_p ko»ren, tj. nap»r. pro x^2 + 1 existuje k ∈ Z_p, »ze k · k + 1 = 0 v Z_p, neboli p d»el«“ k^2 + 1 pro n»ejak«e k ∈ N. Tedy nap»r. nad Z_2 a Z_5 je x^2 + 1 reducibiln«“ a nad Z_3 nikoli. 3. a) 1, x, x + 1, x^2, x^2 + 1, x^2 + x, x^2 + x + 1, x^3, x^3 + 1, x^3 + x, x^3 + x + 1, x^3 + x^2, x^3 + x^2 + 1, x^3 + x^2 + x, x^3 + x^2 + x + 1 b) 1, x, x + 1, x + 2, x^2, x^2 + 1, x^2 + 2, x^2 + x, x^2 + 2x, x^2 + x + 1, x^2 + x + 2, x^2 + 2x + 1, x^2 + 2x + 2 a je»st»e 2-n«asobky v»sech t»echto polynomu. Pro Z_5 analogicky. 4. Z_2: 1, x, x + 1, x^2 + x + 1, x^3 + x + 1, x^3 + x^2 + 1. Z_3: 1, x, x + 1, x + 2, x^2 + 1, x^2 + x + 2, x^2 + 2x + 2 5. a) + ‖ 0 | 1 | α | β 0 ‖ 0 | 1 | α | β 1 ‖ 1 | 0 | β | α α ‖ α | β | 0 | 1 β ‖ β | α | 1 | 0

· ‖ 0 | 1 | α | β 0 ‖ 0 | 0 | 0 | 0 1 ‖ 0 | 1 | α | β α ‖ 0 | α | β | 1 β ‖ 0 | β | 1 | α b) + ‖ 0 | 1 | 2 | a | b | c | d | e | f 0 ‖ 0 | 1 | 2 | a | b | c | d | e | f 1 ‖ 1 | 2 | 0 | b | c | a | e | f | d 2 ‖ 2 | 0 | 1 | c | a | b | f | d | e a ‖ a | b | c | d | e | f | 0 | 1 | 2 b ‖ b | c | a | e | f | d | 1 | 2 | 0 c ‖ c | a | b | f | d | e | 2 | 0 | 1 d ‖ d | e | f | 0 | 1 | 2 | a | b | c e ‖ e | f | d | 1 | 2 | 0 | b | c | a f ‖ f | d | e | 2 | 0 | 1 | c | a | b

· ‖ 0 | 1 | 2 | a | b | c | d | e | f 0 ‖ 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 1 ‖ 0 | 1 | 2 | a | b | c | d | e | f 2 ‖ 0 | 2 | 1 | d | f | e | a | c | b a ‖ 0 | a | d | e | 1 | b | c | f | 2 b ‖ 0 | b | f | 1 | c | d | 2 | a | e c ‖ 0 | c | e | b | d | 2 | f | 1 | a d ‖ 0 | d | a | c | 2 | f | e | b | 1 e ‖ 0 | e | c | f | a | 1 | b | 2 | d f ‖ 0 | f | b | 2 | e | a | 1 | d | c c) + ‖ 0 | 1 | a | b | c | d | e | f 0 ‖ 0 | 1 | a | b | c | d | e | f 1 ‖ 1 | 0 | b | a | d | c | f | e a ‖ a | b | 0 | 1 | e | f | c | d b ‖ b | a | 1 | 0 | f | e | d | c c ‖ c | d | e | f | 0 | 1 | a | b d ‖ d | c | f | e | 1 | 0 | b | a e ‖ e | f | c | d | a | b | 0 | 1 f ‖ f | e | d | c | b | a | 1 | 0

· ‖ 0 | 1 | a | b | c | d | e | f 0 ‖ 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 1 ‖ 0 | 1 | a | b | c | d | e | f a ‖ 0 | a | c | e | b | 1 | f | d b ‖ 0 | b | e | d | f | c | 1 | a c ‖ 0 | c | b | f | e | a | d | 1 d ‖ 0 | d | 1 | c | a | f | b | e e ‖ 0 | e | f | 1 | d | b | a | c f ‖ 0 | f | d | a | 1 | e | c | b { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { IX. Určete dimenzi vektorových prostorů 1. [(1, 2, 1, 2, 0), (1, 1, 1, 1, 1), (2, 0, 1, 0, 2), (0, 0, 2, 0, 1)] jako»zto podprostor Z^5_3 resp. Z^5 2. {(x, y, z, u, v) | x + y + z = 0, u + v = x + z, x + u + x + v = z} jako»zto podprostor Z^5_2 resp. Z^5_3 resp. Z^5 3. [(1, 1, . . . , 1, 0), (1, 1, . . . , 0, 1), . . . , (1, 0, . . . , 1, 1), (0, 1, . . . , 1, 1)] jako»zto podprostor Z^n_p 4. [(1, α, α, β), (β, 0, 1, 1), (α, α, β, α)] v GF (4)^4 5. [(1, 2, . . . , n − 1, n), (2, 3, . . . , n, 1), . . . , (n, 1, . . . , n − 2, n − 1)] v GF (p^k)^n, kde m = 1 + · · · + 1_{| {z }}

m krát

6. [(x + 1, x^2, x + 2, 2x, 1), (x, x, x, 2, 2), (2x + 1, x^2 + x + 2, x^2 + 1, 1, 2), (x^2 + 2x + 1, x, 0, x + 2, 2)] v GF (27)^5 (po»c«“tejme modulo x^3 + x^2 + 2).

7. {(a, b, c, d, e) ∈ GF (27)^5 | x · a + (x^2 + 2) · c = d + 2 · b, c + e · (x^2 + 2x + 1) + f · (x^2 + x + 2) = b} Výsledky a návody. 1. 3 pro Z^5_3, 4 pro Z^5 2. 3 pro Z^5_3, jinak 2 3. n − 1, pokud p|n, jinak n 4. 2 5. 2, pokud p|n; n − 1, pokud p ̸|n a p|^{n(n+1)}_2 ; jinak n

X. Vlastní čísla a podobné matice 1. Necht’ A, B jsou »ctvercov«e matice stupn»e n. Za jak«ych podm«“nek jsou matice AB a BA podobn«e? 2. Doka»zte, »ze det A ≠ 0, pr«av»e kdy»z 0 nen«“ vlastn«“m »c«“slem A.

3. »Cemu se rovn«a sou»cet a sou»cin v»sech vlastn«“ch »c«“sel matice A (po»c«“tan«ych i s n«asobnostmi)? 4. Necht’ A, B jsou »ctvercov«e matice stupn»e n. Za jak«ych podm«“nek plat«“ (A+B)(A−B) = A^2−B^2 ? 5. Jak vypadaj«“ vlastn«“ »c«“sla matice A^{−1} (a A^2), jsou-li λ_1, . . . , λ_n v»sechna vlastn«“ »c«“sla matice A ? 6. Najd»ete regul«arn«“ matici C (pokud existuje) takovou, »ze B = CAC^{−1}, jestli»ze

(a) A =

(_{5 −1}

9 −1 ) , B =

(_{38 −81}

16 −34 ) ; (b) A =

(_{3 −2 1}

2 −2 2 3 −6 5 ) , B =

(_{24 −11 −22}

20 −8 −20 12 −6 −10 ) ; (c) A =

(_{1 −1} 8 1 ) , B =

(_{−1 2} 9 1 ) ; (d) A =

(_{3 −1} 1 1 ) , B =

(_{2 0} 0 2 ) ; (e) A =

(_{3 1 −1}

0 0 2 1 −1 3 ) , B =

(_{3 −1 0}

1 1 0 1 −1 2 )

Výsledky a návody. 1. Nap»r«“klad, pokud A a B komutuj«“ (t.j. AB = BA), nebo je-li alespo»n jedna z nich regul«arn«“, obecn»e to neplat«“, nap»r. A =

(_{1 0} 0 0 ) , B =

(_{0 0} 1 0 ) 2. Doka»zte, »ze oboj«“ nast«av«a, pr«av»e kdy»z A je regul«arn«“. 3. Uv»edomte si, »ze podobn«e matice maj«“ stejn«y determinant (podle v»ety o n«asoben«“ determinantu) a stejnou stopu (doka»zte pomoc«“ element«arn«“ch «uprav). Odtud odvod’te, »ze sou»cin vlastn«“ch »c«“sel je determinant a jejich sou»cet je stopa matice, pokud matice je podobn«a n»ejak«e Jordanov»e matici. 4. Pr«av»e kdy»z AB = BA (tj. matice A a B komutuj«“). 5. Vlastn«“ »c«“sla A^{−1} jsou λ^{−1}_1 , . . . , λ^{−1}_n (pokud A je regul«arn«“), vlastn«“ »c«“sla A^2 jsou λ^2_1, . . . , λ^2_n (pro libovolnou A) 6. (»re»ste rovnici CA = BC) (a) nap»r.

(_{0 −27}

3 −13 ) (b) nap»r.

(_{−11 0 0}

−5 −4 1 −8 1 0 ) (c) neexistuje (d) neexistuje (e) neexistuje { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { XI. λ-matice a Jordanův kanonický tvar 1. P»reved’te n«asleduj«“c«“ λ-matice na kanonick«y tvar: (a)

(_{λ 1} 0 λ ) (b) (_{λ2−1 λ+1} λ+1 λ^2+2λ+1 ) (c) (_{λ 0}

0 λ+5 )

(d) (_{λ2−1 0}

0 (λ−1)^3 ) (e) (_{λ+1 λ2+1 λ2}

3λ−1 3λ^2−1 λ^2+2λ λ−1 λ^2−1 λ ) (f) (_{λ2 λ2−λ 3λ2} λ^2−λ 3λ^2−λ λ^3+4λ^2−3λ λ^2+λ λ^2+λ 3λ^2+3λ )

2. Nalezn»ete invariantn«“ faktory λ-matice λ^3A_3 + λ^2A_2 + λA_1 + A_0, jestli»ze (a) A_3 = 0, A_2 =

(_{3 0 1}

4 0 1 1 0 0 ) , A_1 =

(_{2 2 2}

3 3 3 1 1 1 ) , A_0 = (_{−3 −1 −3} −5 −2 −4 −4 −2 −1 )

(b) A_3 =

(_{3 0 3}

2 0 2 5 0 5 ) , A_2 =

(_{0 2 2}

0 1 1 0 3 3 ) , A_1 =

(_{−2 1 −2}

−2 0 −2 −4 1 −4 ) , A_0 =

(_{1 −1 −1}

0 −1 −1 1 −2 −2 )

(c) A_3 =

(_{2 2 1 5}

1 1 −1 7 1 1 2 −2 3 3 2 6 ) , A_2 = (_{−1 −3 −2 −2} 1 −3 −1 −1 −2 0 −1 −1 −2 −4 −3 −3 ) , A_1 =

(_{2 2 1 5}

1 1 −1 7 1 1 2 −2 3 3 2 6 ) , A_0 = (_{−1 −3 −2 −2} 1 −3 −1 −1 −2 0 −1 −1 −2 −4 −3 −3 )

(d) A_3 =

(_{1 1 2 1}

1 1 2 1 1 1 2 1 2 2 4 2 ) , A_2 =

(_{1 −1 1 1}

3 −3 3 3 2 −2 2 2 1 −1 1 1 ) , A_1 =

(_{−1 1 −1 −1}

−3 3 −3 −3 −2 2 −2 −2 −1 1 −1 −1 ) , A_0 =

(_{3 0 4 2}

6 −2 7 4 4 −1 5 3 5 1 7 3 )

3. Nalezn»ete Jordanuv kanonick«y tvar matic (a) (_{0 1 0}

−4 4 0 −2 1 2 ) (b) (_{2 6 −15}

1 1 −5 1 2 −6 ) (c) (_{7 −12 6}

10 −19 10 12 −24 13 ) (d) (_{1 −3 0 3}

−2 −6 0 13 0 −3 1 3 −1 −4 0 8 ) (e) (_{3 −1 0 0}

1 1 0 0 3 0 5 −3 4 −1 3 −1 ) (f) (_{3 −1 1 −7}

9 −3 −7 −1 0 0 4 −8 0 0 2 −4 )

4. Zjist»ete, zda n«asleduj«“c«“ matice jsou podobn«e diagon«aln«“m matic«“m nad Q, nad R a nad C . (a) (_{5 2 −3}

4 5 −4 6 4 −4 ) (b) (_{8 15 −36}

8 21 −46 5 12 −27 ) (c) (_{4 2 −5}

6 4 −9 5 3 −7 ) (d) (_{4 7 −5}

−4 5 0 1 9 −4 )

Výsledky a návody. 1. V«ysledkem jsou diagon«aln«“ matice s n«asleduj«“c«“mi prvky na diagon«ale: (a) 1, λ^2; (b) λ + 1, (λ + 1)(λ^2 − 2); (c) 1, λ^2 + 5λ; (d) λ − 1, (λ^2 − 1)(λ^2 + 2λ + 5); (e) 1, λ, 0; (f) λ, λ, λ^2(λ + 1)^2 2. (a) 1, λ − 1, λ^2 − 1; (b) 1, λ^2 + 1, 0; (c) λ^2 + 1, λ − 1, 0, 0; (d) 1, λ^2 − λ + 1,

λ + 1 3. (a)

(_{2 1 0}

0 2 0 0 0 2 ) (b) (_{−1 1 0}

0 −1 0 0 0 −1 ) (c) (_{−1 0 0}

0 1 0 0 0 1 ) (d) (_{1 1 0 0}

0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 ) (e) (_{2 1 0 0}

0 2 0 0 0 0 2 1 0 0 0 2 ) (f) (_{0 1 0 0}

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 )

4. (a) ano i nad Q (b) ano nad R, ne nad Q (c) ne ani nad C (d) ano nad C , ne nad R