I. Nerovnosti, indukce – opakování

1. »Re»ste n«asleduj«“c«“ nerovnosti v R: x − 2 2x − 8 ≥ 1, log 1_3 (x^2 − 3x + 3) ≥ 0, x + 2 x + 3 > 2x + 3 x + 6 . 2. Nakreslete graf funkce: f(x) = ||||x| − 1| − 1| − 1|. 3. Doka»zte n«asleduj«“c«“ formulky: (1 + x)^n ≥ 1 + nx, x > −1, n∑ k=1 k^2 = n(n + 1)(2n + 1) 6 , n∑ k=1 k^3 = (1 + 2 + 3 + · · · + n)^2.

4. Vyj«ad»rete cos 5x (resp. sin 5x) pouze pomoc«“ funkc«“ cos x a sin x. 5. Doka»zte pro a, b ∈ R: |a + b| ≤ |a| + |b|, ||a| − |b|| ≤ |a − b|. 6. Pro v»sechna n ∈ N, n ≠ 3 plat«“ n^2 ≤ 2^n . Doka»zte!

7. »Re»ste rovnice: sin 2x = sin x, 2 sin x + cos x = 1, log(x^2 + 1) = 2 log(3 − x).

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { Výsledky a návody. 1. (4, 6⟩; ⟨2, 3⟩, (−6, −3) ∪ (^{−1−√13}_2 ,^{−1+√13}_2 ) 2.

3. Pou»zijte matematickou indukci. 4. cos 5x = cos^5 x − 10 cos^3 x sin^2 x + 5 cos x sin^4 x; sin 5x = 5 cos^4 x sin x − 10 cos^2 x sin^3 x + sin^5 x. 5. Proved’te rozbor mo»znost«“ pro znam«enka. Druhou nerovnost odvod’te z prvn«“. 6. Pou»zijte matematickou indukci. 7. x ∈ {kπ,^π_3 +2kπ,^5_3 π +2kπ} pro k ∈ Z; x ∈ {2kπ, π − arcsin^4_5 + 2kπ} pro k ∈ Z; x =^4_3 .

================================================================ II. Nerovnosti a suprema 1. »Re»ste nerovnici 1 ≤ |ax + 1| < 2 v z«avislosti na parametru a ∈ R. 2. Pro kter«a x ∈ R neplat«“ nerovnost |1 + x √ a| ≤ 2ax^2 pro »z«adn«e a ∈ R? 3. Ur»cete mno»zinu {a ∈ R | (∀x ∈ R)(|x − 2| ≤ 1 ⇒ x^2 − ax > 5)} Najděte suprema a infima následujících množin (pokud existují). Existují maxima a minima?

4. A = {p/(p + q); p ∈ N, q ∈ N}, 5. a) B_1 = {sin x; x ∈ ⟨0, 2π⟩}, b) B_2 = {sin x; x ∈ (0, 2π)}, c) B_3 = {sin x; x ∈ (0, π)}, 6. a) C_1 = {n^2 − m^2; n ∈ N, m ∈ N}, b) C_2 = {n^2 − m^2; n ∈ N, m ∈ N, n > m}, c) C_3 = {n^2 − m^2; n ∈ N, m ∈ N, n ≤ m}, 7. a) D_1 = {2^{−n} + 3^{−n}; n ∈ N}, D_2 = {2^{−n} + 3^{−n}; n ∈ Z}, 8. E = {5^{(−1)j 3k} ; j ∈ Z, k ∈ Z}. 9. a) F_1 = {cos(n +^1_n )π; n ∈ N}, b) F_2 = {cos(n +^1_n )π; n ∈ N sud«e}, c) F_3 = {cos(n +^1_n )π; n ∈ N lich«e} 10. Necht’ A, B ⊂ R a S = sup A, s = inf A, T = sup B, t = inf B. Co lze »r«“ci o supremu a in˛mu n«asleduj«“c«“ch mno»zin? a) A∪B, b) A∩B, *c) A+B = {a+b | a ∈ A, b ∈ B}, d) −A = {−a | a ∈ A}, *e) A · B = {a · b | a ∈ A, b ∈ B}, f) A − B, g) A \ B, h) A△B = (A \ B) ∪ (B \ A).

Výsledky a návody. 1. Pro a = 0 je x ∈ R, pro a ≠ 0 je x ∈ (−^1_a −^2_{|a|} , −^1_a −^1_{|a|} ] ∪ [−^1_a +^1_{|a|} , −^1_a +^2_{|a|} ). 2. Pro x = 0. 3. (−∞, −4). 4. sup A = 1, inf A = 0, maximum a minimum neexistuje. 5. a),b) max B_1 = max B_2 = 1, min B_1 = min B_2 = −1; c) max B_3 = 1, inf B_3 = 0, minimum neexistuje. 6. a) C_1 nen«“ shora ani zdola omezen«a; b) C_2 nen«“ shora omezen«a, min C_2 = 3; c) C_3 nen«“ zdola omezen«a, max C_3 = 0. 7. a) max D_1 =^5_6 , inf D_1 = 0, minimum neexistuje; b) D_2 nen«“ shora omezen«a, inf D_2 = 0, minimum neexistuje. 8. E nen«“ shora omezen«a, inf E = 0, minimum neexistuje. 9. a) max F_1 = 1, inf F_1 = −1, minimum neexistuje; b) sup F_2 = 1, min F_1 = 0, maximum neexistuje; c) max F_3 = 1, inf F_3 = −1, minimum neexistuje. 10. a) sup(A ∪ B) = max{S, T }, inf(A ∪ B) = min{s, t}. b) Pokud A ∩ B ≠ ∅, pak max{s, t} ≤ inf(A ∩ B) ≤ sup(A ∩ B) ≤ min{S, T } (a v«“c »r«“ci nelze). c) sup(A + B) = S + T , inf(A + B) = s + t. d) sup(−A) = −s, inf(−A) = −S. e) sup(A · B) = max{S · T, s · t, s · T, S · t}, inf(A · B) = min{S · T, s · t, s · T, S · t}. f) sup(A − B) = S − t, inf(A − B) = s − T . g) Pokud A \ B ≠ ∅, pak s ≤ inf(A \ B) ≤ sup(A \ B) ≤ S (a v«“c »r«“ci nelze). h) Pokud A△B ≠ ∅, pak min{s, t} ≤ inf(A ∩ B) ≤ sup(A ∩ B) ≤ max{S, T } (a v«“c »r«“ci nelze).

================================================================ III. Výroková logika 1. Necht’ M zna»c«“ mno»zinu v»sech mu»zu a »Z mno»zinu v»sech »zen. Uva»zujme n«asleduj«“c«“ v«yrokov«e formy: S(m, »z): þMu»z m je man»zelem »zeny »z.ß; L_1(m, »z): þMu»z m miluje »zenu »z.ß; L_2(m, »z): þ»Zena »z miluje mu»ze m.ß. Pomoc«“ kvanti˛k«atoru, logick«ych spojek a forem S, L_1 a L_2 zapi»ste n«asleduj«“c«“ v«yroky:

a) Ka»zd«y »zenat«y mu»z miluje svou man»zelku. b) Ka»zdou »zenu miluje n»ejak«y mu»z. c) Ka»zd«a »zena m«a nejv«y»s jednoho man»zela.

d) Ka»zd«y mu»z m«a nejv«y»s jednu man»zelku. ( »R«“k«a tento v«yrok tot«e»z, co c)?) e) Existuje vdan«a »zena. f) Existuje »zenat«y mu»z. (»R«“k«a tento v«yrok tot«e»z, co e)?) g) Existuj«“ nev»ern«e man»zelky. (Man»zelku prohl«as«“me za nev»ernou, pokud miluje jin«eho mu»ze ne»z sv«eho man»zela.)

N«asleduj«“c«“ v«yroky p»relo»zte do »ce»stiny. h) ∃m ∈ M∀»z ∈ »Z(non S(m, »z)); i) ∃»z ∈ »Z∀m ∈ M(L_1(m, »z) ⇒ non L_2(m, »z)); j) ∃»z ∈ »Z∀m ∈ M(L_2(m, »z) ⇒ non L_1(m, »z));

k) ∀»z ∈ »Z((∃m ∈ M : L_2(m, »z)) ⇒ (∃m ∈ M : L_1(m, »z) & non L_2(m, »z)). 2. Rozhodn»ete o spr«avnosti n«asleduj«“c«“ch v«yroku a napi»ste jejich negace. a) ∀x ∈ N ∃y ∈ N ∀z ∈ N (z > x ⇒ y < z); b) ∃y ∈ N ∀x ∈ N ∀z ∈ N (z > x ⇒ y < z); c) ∃x ∈ N ∀y ∈ N ∀z ∈ N (z > x ⇒ y < z); d) ∃x ∈ N ∀y ∈ N ∀z ∈ N (z < x ⇒ y > z); e) ∀a ∈ R ∃ε > 0 ∃α ∈ R ∀x ∈ R (x ∈ (a, a + ε) ⇔ |x − α| < 1); f) ∃a ∈ R ∀ε > 0 ∀α ∈ R ∃x ∈ R (x ∈ (a, a + ε) ⇔ |x − α| < 1). 3. Vyj«ad»rete co nejjednodu»s»seji: a) ∀ε > 0 ∀y ∈ R : |y − 7| < 5 ⇒ |f(y) − 15| < ε; b) ∀x ∈ R ∃δ > 1∀y ∈ R ∀n ∈ N : |y − x| < δ ⇒ |f(x) − f(y)| <^1_n . 4. H«adanky z ostrova poctivcu a padouchu:

a) Jdete kolem t»r«“ obyvatel ostrova a zept«ate se:þKolik je mezi v«ami poctivcu?ß A odpov«“ nez»reteln»e a tak se zept«ate obyvatele B: þCo »r«“kal A?ß B odpov«“: þA »r«“kal,»ze mezi n«ami je jedin«y poctivec.ß Nato »rekne C: þNev»e»rte B, ten l»ze!ß Co jsou B a C? b) Dejme tomu, »ze A »rekne: þBud’ j«a jsem padouch nebo B je poctivec.ß Co jsou A a B?

c) Dejme tomu, »ze A »rekne: þJ«a jsem padouch, ale B ne.ß Co jsou A a B? d) A »rekne: þB a C maj«“ stejnou povahu.ß Nato se n»ekdo zept«a C: þMaj«“ A a B stejnou povahu?ß Co C odpov«“?

Výsledky a návody. 1. a) ∀m ∈ M ∀»z ∈ »Z : S(m, »z) ⇒ L_1(m, »z); b) ∀»z ∈ »Z ∃m ∈ M : L_1(m, »z); c) ∀»z ∈ »Z ∀m_1 ∈ M ∀m_2 ∈ M : S(m_1, »z) & S(m_2, »z) ⇒ m_1 = m_2; d) ∀m ∈ M ∀»z_1 ∈ »Z ∀»z_2 ∈ »Z : S(m, »z_1) & S(m, »z_2) ⇒ »z_1 = »z_2 (NE); e) ∃»z ∈ »Z ∃m ∈ M : S(m, »z); f) ∃m ∈ M ∃»z ∈ »Z : S(m, »z) (ANO); g) Existuje nev»ern«a man»zelka (aspo»n jedna): ∃»z ∈ »Z ∃m_1 ∈ M ∃m_2 ∈ M(m_1 ≠ m_2 & S(m_1, »z) & L_2(m_2, »z)), existuj«“ nev»ern«e man»zelky (aspo»n dv»e): ∃»z_1 ∈ »Z ∃»z_2 ∈ »Z∃m_1 ∈ M ∃m_2 ∈ M ∃m_3 ∈ M ∃m_4 ∈ M(»z_1 ≠ »z_2 &m_1 ≠ m_2 & m_3 ≠ m_4 & S(m_1, »z_1) & L_2(m_2, »z_1) & S(m_3, »z_2) & L_2(m_4, »z_2)). h) Existuje svobodn«y mu»z. i) Existuje »zena, kter«a »z«adn«emu mu»zi neop»etuje l«asku. j) Existuje »zena, j«“»z »z«adn«y mu»z neop»etuje l«asku. k) Ka»zd«a »zena, kter«a n»ekoho miluje, nemiluje n»ekter«eho mu»ze, kter«y miluje ji. 2. a) Plat«“, negace ∃x ∈ N ∀y ∈ N ∃z ∈ N (z > x & y ≥ z); b) Plat«“, negace ∀y ∈ N ∃x ∈ N ∃z ∈ N (z > x & y ≥< z); c) Neplat«“, negace ∀x ∈ N ∃y ∈ N ∃z ∈ N (z > x & y ≥ z); d) Plat«“, negace ∀x ∈ N ∃y ∈ N ∃z ∈

N (z < x & y ≤ z); e) Plat«“, negace ∃a ∈ R ∀ε > 0 ∀α ∈ R ∃x ∈ R (x ∈ (a, a + ε) ⇔ |x − α| ≥ 1);

f) Plat«“, negace ∀a ∈ R ∃ε > 0 ∃α ∈ R ∀x ∈ R (x ∈ (a, a + ε) ⇔ |x − α| ≥ 1). 3. a) f(y) = 15 pro v»sechna y ∈ (2, 12); b) Funkce f je na konstantn«“ na R. 4. a) B je padouch a C poctivec. b) Oba jsou poctivci. c) Oba jsou padou»si. d) Odpov«“ ANO.

================================================================ IV. Spočtěte následující limity posloupností 1. lim_{n→∞}^{2n2+n−3}_{n3−1} 2. lim_{n→∞}^{2n3+6n}_{n3−7n+7} 3. lim_{n→∞}^{2n5+3n−2}_{n5−3n3+1} 4. lim_{n→∞} (√ n + 1 − √ n ) 5. lim_{n→∞}

(_3√

n + 11 −^3 √ n ) 6. lim_{n→∞}(−1)^n √ n( √ n + 1 − √ n) 7. lim_{n→∞}^{3n+n5}_{n6+n!} 8. lim_{n→∞}^{1+2+···+n}_{n2}

9. lim_{n→∞} (_{1+2+···+n} n+2 −^n_2 ) 10. lim_{n→∞}^{12+22+···+n2}_{n3} 11. lim_{n→∞}^{13+23+···+n3}_{n4} 12. lim_{n→∞}^n √ a, (a ≥ 0) 13. lim_{n→∞}^n √ n 14. lim_{n→∞}^n ∑ k=1 1 k(k+1) 15. limn→∞ n 2^n 16. limn→∞

2^n n! { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { Výsledky a návody. 1. 0 2. 2 3. 2 4. 0 (roz»si»rte vhodn«ym v«yrazem) 5. 0 6. Nem«a limitu. 7. 0 8.^1_2 9. −^1_2 10.^1_3 11.^1_4 12. 1 pro a > 0, 0 pro a = 0 (pro a > 0 pi»ste n√ a = 1 + δ_n a uka»zte, »ze δ_n → 0) 13. 1 (pi»ste^n √ n = 1 + δ_n a uka»ztem »ze δ_n → 0) 14. 1 15.

0 16. 0 ================================================================ V. Spočtěte limity posloupností

1. lim_{n→∞}^n √ A^n + B^n + C^n, (A, B, C > 0) 2. lim_{n→∞} n∑ k=1 [kx] n^2 , x ∈ R 3. limn→∞ n√ n! 4. lim_{n→∞}^n ∑ k=1 1 √ n^2+k 5. limn→∞ n+[^3 √ n]^3 n−[ √ n+9] 6. limn→∞ i n (_{1+i√} 2 )_n 7. lim_{n→∞} a_n, kde a_1 = √ 2, a_{n+1} = √ 2 + a_n *8. lim_{n→∞} a_n, kde a_1 = √ 2, a_{n+1} = √ 2 − a_n *9. Pro kter«a x ∈ R existuje lim_{n→∞} sin nx ? Tot«e»z pro lim_{n→∞} cos nx.

10. lim_{n→∞} √ n(^n √ 3 −^n √ 2) 11. lim_{n→∞}(^3 √√ n^7 +^3 √ n^7 −^3 √√ n^7 −^3 √ n^7) 12.^∞ ∏ n=1 ( 1 −^1_{(n+1)2} ) 13. Spo»ct»ete v z«avislosti na k, l ∈ N a) lim_{n→∞}^{nk−(n−1)l}_{nk +nl} ; b) lim_{n→∞}^{(n+1)k +(−n)l}_{(n−1)k −nl} .

14. Doka»zte, »ze sou»cin^2_1 ·^2_3 ·^4_3 ·^4_5 ·^6_5 · . . . m«a kone»cnou nenulovou hodnotu.

*15. Doka»zte, »ze lim_{n→∞}^k ∑ i=0 a_i √ n + i = 0, pokud^k ∑ i=0 a_i = 0

Výsledky a návody. 1. max{A, B, C} 2.^x_2 3. +∞ 4. 1 5. 2 6. 0 7. 2 (uka»zte, »ze posloupnost a_n je neklesaj«“c«“ a omezen«a, a tud«“»z m«a limitu, a pak odvod’te, »ze tato limita mus«“ b«yt 2) 8. 1 (uka»zte, »ze posloupnost lich«ych »clenu i posloupnost sud«ych »clenu jsou monot«onn«“ a omezen«e, a »ze maj«“ tut«e»z limitu 1) 9. lim_{n→∞} sin nx existuje jen pro x = kπ, k ∈ Z; lim_{n→∞} cos nx existuje jen pro x = 2kπ, k ∈ Z (vyu»zijte toho, »ze pokud lim_{n→∞} sin nx existuje, pak lim_{n→∞} sin(n + 2)x − sin nx = 0, a

pak je»st»e podobn»e pro cos nx) 10. 0 (vhodn»e roz»si»rte a jmenovatele odhadn»ete). 11.^2_3 12. 1 2 (vyj«ad»rete jednodu»se ∏_k n=1(1 −^1_{(n+1)2} ) a spo»ct»ete limitu t«eto posloupnosti) 13. a) 1, pokud k > l; −1, pokud k < l; 0, pokud k = l. b) 1, pokud k > l; (−1)^{l+1}, pokud k < l; −∞, pokud k = l je sud«e; −1, pokud k = l je lich«e. 14. Pou»zijte v»etu o limit»e monot«onn«“ posloupnosti. 15. Dokazujte matematickou indukc«“ v z«avislosti na k. Pro k = 2 proved’te vhodn«e roz»s«“»ren«“. ================================================================ VI. Spočtěte limity nebo dokažte, že neexistují 1. lim_{x→0}^{(1+x)(1+2x)(1+3x)−1} x 2. lim_{x→3}^{x2−5x+6}_{x2−8x+15} 3. lim_{x→0}^{√1+x−√1−x}3√_{1+x−} 3√_{1−x} 4. lim_{x→7}^{√x+2− 3√x+20}4√_{x+9−2}

5. lim_{x→0}^{(1+mx)n−(1+nx)m}

x^2 , (m, n ∈ N) 6. limx→1 x+x^2 +···+x^n−n x−1 , (n ∈ N) 7. lim_{x→0}^{n√1+x−1}_x 8. lim_{x→0}^{m√1+ax− n√1+bx} x , (m, n ∈ N, a, b ∈ R) 9. lim_{x→1}^{xm −1}_{xn−1} , (m, n ∈ N) 10. lim_{x→1}([x] − x)

11. lim_{x→0} x · [^1_x ] 12. lim_{x→ π6}^{2 sin2 x+sin x−1}

2 sin^2 x−3 sin x+1 13. limx→0

1−cos x

x^2 14. limx→0 tg x

x 15. lim_{x→ π3}^{sin}(^{x− π3} )

1−2 cos x

16. lim_{x→0}^{sin 5x−sin 3x}_{sin x} 17. lim_{x→0}^{sin αx}_{sin βx} 18. lim_{x→0}^{1+sin x−cos x}_{1−sin x−cos x} 19. lim_{x→0}^{x2}√_{1+x sin x−}√_{cos x}

20. lim_{x→0}^{√cos x− 3√cos x}

sin^2 x 21. limx→0 log(cos αx) log(cos βx)

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { Výsledky a návody. 1. 6 2. −^1_2 3.^3_2 4.^{112}_{27} 5.^1_2 mn(n − m) 6.^1_2 n(n + 1) 7.^1_n 8.^{an−bm}_{mn} 9.^m_n 10. Limita neexistuje (zleva −1, zprava 0). 11. 1 12. −3 13.^1_2 14. 1 15.^{√3}_3 16. 2 17.^α_β , pokud β ≠ 0. 18. −1 19.^4_3 20. −^1_{12} 21.^{α2}_{β2} , pokud β ≠ 0 ================================================================ VII. Spočtěte následující limity:

1. lim_{x→0}^{log cos x}_{x2} 2. lim_{x→∞}

(_{x+2}

2x+1

)_x2

3. lim_{x→∞}

(_{x2+1}

x^2−2

)_x2

4. lim_{x→0} ( 1 + x^2

)_{cotg}2_x

5. lim_{x→0}

(_{1+tg x}

1+sin x

) 1_{sin2 x}

6. lim_{x→∞}^{log}(^{x2−x+1})

log(x^{10}+x+1) 7. limx→0 x · √| |cos^1_x | 8. lim_{x→∞}^{log}(^{1+√x+ 3√x}) log(1+^{3√}x+^{4√}x) 9. lim_{x→ π4} tg x^{tg 2x} 10. lim_{x→ π4}^{sin x−cos x}(_{x− π4} )2 11. lim_{x→ π4}^{sin x−cos x}(_{x− π4} )3 12. lim_{x→0} (_{1+x·2x} 1+x·3^x ) 1_{x2}

13. lim_{x→+∞} log(1+2^x)·log ( 1 +^3_x ) 14. lim_{x→0}^{sin(sin(sin x))}

cos(^π_2 cos x) ·x^k 15. limx→∞ ( cos √ x + 1 − cos √ x − 1 ) , 16. lim_{x→ π4} tg 2x · tg (_π 4 − x ) 17. Najd»ete a, b ∈ R, aby platilo lim_{x→−∞} (√ x^2 − x + 1 − ax − b ) = 0.

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { Výsledky a návody. 1. −^1_2 2. 0 3. e^3 4. e 5. 1 6.^1_5 7. 0 8.^3_2 9.^1_e 10. limita neexistuje. 11. +∞ 12.^2_3 13. 3 log 2 14. 0 pro k > 1,^1_π pro k = 1, +∞ pro k < 1 lich«e, neexistuje pro k < 1 sud«e. 15. 0 16.^1_2 17. a = −1, b =^1_2 ================================================================ VIII. Spočtěte limity 1. lim_{x→0}^{arcsin x}_x 2. lim_{x→0}^{arcsin x}_{sin(sin x)} 3. lim_{x→1−}^{arccos x}_{(1−x)α} 4. lim_{x→1}^{sin2(π·2x)}_{log cos(π·4x)} 5. lim_{x→0+}^{arccos 1}

�x^2_{1+x2}

sin x

6. lim_{x→0}^{(cos x)x −}

√_{1+sin3 x}

x^3 7. limx→1 x^x�^1+^3 √ cos πx log^2 x 8. limx→0+ (e

x − 1)^{(tg x)} 2 xα { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { Výsledky a návody. 1. 1 2. 1 3. 0 pro α <^1_2 , √ 2 pro α =^1_2 , +∞ pro α >^1_2 4. −^1_8 5. 2 6. −1 7. 1 +^3_2 π^2 8. 1 pro α < 2, 0 pro α ≥ 2

IX. Vyšetřete spojitost a najděte derivaci funkce f(x) = 1. (x^2 + 51x + 119)^{87} 2. (x + 15)^3(x − 17)^{10}x^9 3.^{ex2+1·cos x}_{(x+1)2·log(x2+1)} 4. log(x^2 + x + 1) 5. sin ( cos ( (x^3 + 17x^2 − 56x + 1)^{18} )) 6. x^x 7.

(_1 x ) 1_x 8. (sin x)^{cos x} 9. arcsin(sin x) 10. log arccos x 11. x arcsin √_x x+1 + arctg √ x − √ x 12. arctg e^x − log √_{e2x} e^{2x}+1

13. arctg √ x^2 − 1 −^{log x√}_{x2−1} 14. (arctg x)^{arcsin x} 15. f(x) = e^{1log} j^xj 16. Spo»ct»ete limity a) lim_{x→a}^{xx −aa}_{x−a} , (a > 0), b) lim_{x→0} (x + e^x)^{1x} .

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { Výsledky a návody. 1. f je de˛nov«ana a spojit«a na R, f^′(x) = 87(x^2 +51x +119)^{86} · (2x +51). 2. f je de˛nov«ana a spojit«a na R, f^′(x) = 3(x + 15)^2(x − 17)^{10}x^9 + 10(x + 15)^3(x − 17)^9x^9 + 9(x + 15)^3(x − 17)^{10}x^8. 3. f je de˛nov«ana a spojit«a na (−∞, −1) ∪ (−1, 0) ∪ (0, +∞), f^′(x) = ( (2x+1)e^{x2+1}·cos x−e^{x2 +1}·sin x ) ·(x+1)·log(x^2 +1)−e^{x2+1}·cos x· ( 2·log(x^2+1)+^{2x(x+1)}_{x2+1} ) (x+1)^3 ·log^2(x^2+1) . 4. f je de˛nov«ana a

spojit«a na R, f^′(x) =^{2x+1}_{x2+x+1} 5. f je de˛nov«ana a spojit«a na R, f^′(x) = −18 cos ( cos ( (x^3 + 17x^2 − 56x + 1)^{18} )) · sin ( (x^3 + 17x^2 − 56x + 1)^{18} ) · (x^3 + 17x^2 − 56x + 1)^{17} · (3x^2 + 34x − 56). 6. f je de˛nov«ana a spojit«a na (0, ∞), lim_{x→0+} f(x) = 1, lze tedy spojit»e

dode˛novat na [0, ∞). f^′(x) = x^x(log x + 1) pro x > 0. Po dode˛nov«an«“ plat«“ f^′_+(0) = −∞. 7. f je de˛nov«ana a spojit«a na (0, ∞), lim_{x→0+} f(x) = +∞, nelze spojit»e roz»s«“»rit. f^′(x) =

(_1 x ) 1_{x +2} · (log x − 1) pr x > 0. 8. f je de˛nov«ana a spojit«a na ⋃ k∈Z^{(2kπ, (2k + 1)π). limx→2kπ+ f(x) = 0,} lim x→(2k+1)π− f(x) = +∞, lze tedy spojit»e roz»s«“»rit na ⋃ k∈Z^{⟨2kπ, (2k+1)π). f} ′(x) = (sin x)^{cos x} ·(^{cos2 x}_{sin x} −

sin x log sin x) pro x ∈ ⋃ k∈Z^{(2kπ, (2k + 1)π). Po dode˛nov«an«“ je f} ′ +(2kπ) = 1. 9. f je de˛nov«ana

a spojit«a na R. f^′(x) = 1 pro x ∈ (−^π_2 + 2kπ,^π_2 + 2kπ), f^′(x) = −1 pro x ∈ (^π_2 + 2kπ,^3_2 π + 2kπ), f^′_−(^π_2 + 2kπ) = f^′_+(−^π_2 + 2kπ) = 1, f^′_+(^π_2 + 2kπ) = f^′_−(−^π_2 + 2kπ) = −1 (k ∈ Z). 10. f je de˛nov«ana a spojit«a na ⟨−1, 1), lim_{x→1−} f(x) = −∞. f^′(x) = −^1_{arccos x·}√_{1−x2} pro x ∈ (−1, 1),

f^′_+(−1) = −∞. 11. f je de˛nov«ana a spojit«a na ⟨0, +∞). f^′(x) = arcsin √_x x+1 pro x > 0,

f^′_+(0) = 0. 12. f je de˛nov«ana a spojit«a na R, f^′(x) =^{ex−1}_{e2x+1} pr x ∈ R. 13. f je de˛nov«ana a spojit«a na (1, ∞), lim_{x→1+} f(x) = 0, lze tedy spojit»e roz»s«“»rit na ⟨1, ∞). f^′(x) =^{x log x}_{(x−1) 32} pro x > 1,

po dode˛nov«an«“ je f^′_+(−1) = +∞. 14. f je de˛nov«ana a spojit«a na (0, 1⟩, lim_{x→0+} f(x) = 1,

lze tedy spojit»e dode˛novat na ⟨0, 1⟩. f^′(x) = (arctg x)^{arcsin x} · (^{log arctg x√}_{1−x2} +^{arcsin x}_{(1+x2) arctg x} ) pro x ∈ (0, 1), f^′_−(1) = +∞, po dode˛nov«an«“ je f^′_+(0) = −∞. 15. f je de˛nov«ana a spojit«a na (−∞, −1) ∪ (−1, 0) ∪ (0, 1) ∪ (1, ∞), lim_{x→0} f(x) = 1, lim_{x→1−} f(x) = lim_{x→−1+} f(x) = 0, lim_{x→1+} = lim x→−1− f(x) = +∞. Funkce f lze tedy roz»s«“»rit na cel«e R tak, »ze bude spojit«a v»sude krom»e bodu

±1, a nav«“c bude spojit«a v bod»e 1 zleva a v bod»e −1 zprava. f^′(x) = −e^{1log} j^xj ·^1_{x log2 |x|} pro x ≠ 0, ±1. Po dode˛nov«an«“ je f^′_+(0) = −∞, f^′_−(0) = +∞, f^′_−(1) = f^′_+(−1) = 0. 16. a) a^a(log a + 1), b) e^2.

X. Příklady na průběh funkcí 1. f(x) =^{2x}_{1−x2} 2. f(x) = x √ 1 − x^2 3. f(x) =^3 √ x^3 − x^2 − x + 1 4. f(x) =^3 √ x^2 −^{2√}_x

5. f(x) =^3 √ x^2 −^3 √ x^2 + 1 6. f(x) =^{x4+8}_{x3+1} 7. f(x) = (x + 1)^{23} + (x − 1)^{23} 8. f(x) =^{|x+1|} 3 2 √ x 9. f(x) = 1 − x + √_{x3} 3+x 10. f(x) = sin x + cos^2 x 11. f(x) = | sin x| + cos 2x 12. f(x) = exp(−x^2 + 3x − 7) 13. f(x) = arcsin(cos^2 x) { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { Výsledky a návody.

1. 2.

3. 5.

7.

================================================================ XI. Další příklady na průběh funkcí 1. f(x) = arctg^{x+1}_{x−1} 2. f(x) = arcsin^{x2−1}_{x2+1} 3. f(x) = arccos^{2x}_{1+x2} 4. * f(x) =^{arccos x}√_{1−x2}

5. * f(x) =^{arccos x}√_{1−x} 6. * f(x) =^3

√_2 π arctg^x_{x2−1} 7. * f(x) = arcsin(^4_π arctg √ 1 − x^2)

XII. Spočtěte parciální derivace funkcí všude, kde existují 1. x^my^n 2. e^{xy} 3. xy + yz + zx 4. √ x^2 + y^2 5.^3 √ x^3 + y^3 6. |x| · |y| 7.^3 √ xy 8. |y − sin x| 9. | sin y − sin x| 10.^3 √ x + y^2 11. f(x, y) =^3 √ x^2 + y · ln(x^2 + y^2), f(0, 0) = 0 12. f(x, y) = e �1 x2+xy+y2 , f(0, 0) = 0 13. (_x y )_z 14. x^yz 15. x^{yz} { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { Výsledky a návody. 1.^{∂f}_{∂x} = mx^{m−1}y^n,^{∂f}_{∂y} = nx^my^{n−1} pro (x, y) ∈ R^2 . 2.^{∂f}_{∂x} = ye^{xy}, ∂f ∂y = xe^{xy} pro (x, y) ∈ R^2 . 3.^{∂f}_{∂x} = y + z,^{∂f}_{∂y} = x + y,^{∂f}_{∂z} = x + y pro (x, y, z) ∈ R^3 . 4. ∂f ∂x (x, y) =^x√_{x2+y2} ,^{∂f}_{∂y} (x, y) =^y√_{x2+y2} , pokud (x, y) ≠ (0, 0).^{∂f}_{∂x} (0, 0) a^{∂f}_{∂y} (0, 0) neexistuj«“. 5. ∂f ∂x (x, y) =^{x2}_3√_{x3+y3} ,^{∂f}_{∂y} (x, y) =^{y2}_3√_{x3+y3} , pokud y ≠ −x.^{∂f}_{∂x} (0, 0) =^{∂f}_{∂y} (0, 0) = 1,^{∂f}_{∂x} (x, −x) a ∂f ∂y (x, −x) neexistuj«“ pro x ≠ 0. 6.^{∂f}_{∂x} (x, y) = |y| sgn x pro x ≠ 0.^{∂f}_{∂y} (x, y) = |x| sgn y pro y ≠ 0. ∂f ∂x (0, 0) =^{∂f}_{∂y} (0, 0) = 0.^{∂f}_{∂x} (0, y) pro y ≠ 0 a^{∂f}_{∂y} (x, 0) pro x ≠ 0 neexistuj«“. 7.^{∂f}_{∂x} (x, y) =^{3√y}_3 3√_{x2}

pro x ≠ 0.^{∂f}_{∂y} (x, y) =^{3√x}_{3 3}√_{y2} pro y ≠ 0.^{∂f}_{∂x} (0, 0) =^{∂f}_{∂y} (0, 0) = 0.^{∂f}_{∂x} (0, y) pro y ≠ 0 a^{∂f}_{∂y} (x, 0) pro

x ≠ 0 neexistuj«“. 8.^{∂f}_{∂x} (x, y) = − sgn(y − sin x) · cos x,^{∂f}_{∂y} (x, y) = sgn(y − sin x), pokud y ≠ sin x. ∂f ∂y (x, sin x) neexistuje pro x ∈ R.^{∂f}_{∂x} (^π_2 + kπ, (−1)^k) = 0 pro k ∈ Z.^{∂f}_{∂x} (x, sin x) neexistuje pro x ≠^π_2 + kπ. 9.^{∂f}_{∂x} (x, y) = cos x sgn(sin x − sin y),^{∂f}_{∂y} (x, y) = − cos y sgn(sin x − sin y), pokud sin x ≠ sin y.^{∂f}_{∂x} (^π_2 + kπ,^π_2 + lπ) =^{∂f}_{∂y} (^π_2 + kπ,^π_2 + lπ) = 0. V ostatn«“ch bodech parci«aln«“ derivace neexistuj«“. 10.^{∂f}_{∂x} (x, y) =^1_{3 3}√_{x+y2} ,^{∂f}_{∂y} (x, y) =^{2y}_{3 3}√_{x+y2} , pokud x ≠ −y^2,^{∂f}_{∂x} (−x^2, x) a ∂f ∂y (−x^2, x) neexistuj«“ pro x ∈ R. 11. V (x, −x^2) neexistuj«“ parci«aln«“ derivace pokud x^2 + x^4 ≠ 1,

pokud x^2 + x^4 = 1, jsou ob»e parci«aln«“ derivace nulov«e. 12.^{∂f}_{∂x} = e �1 x2+xy+y2 · 2x+y (x^2+xy+y^2)^2 , ∂f ∂y = e �1 x2+xy+y2 · x+2y (x^2+xy+y^2)^2 pro (x, y) ≠ (0, 0); v bod»e (0, 0) jsou ob»e parci«aln«“ derivace nulov«e.

13. Pokud x, y > 0 nebo x, y < 0, pak^{∂f}_{∂x} =^z_y · (_x y )_{z−1} ;^{∂f}_{∂y} = −^{zx}_{y2} · (_x y )_{z−1} ;^{∂f}_{∂z} = (_x y )_z · log^x_y .

14. Pokud x > 0 a y ≠ 0, pak^{∂f}_{∂x} =^y_z · x^yz^{−1};^{∂f}_{∂y} = x^yz · log x ·^1_z ;^{∂f}_{∂z} = −x^yz · log x ·^y_{z2} . 15. Pokud x, y > 0, pak^{∂f}_{∂x} = y^z · x^{yz −1};^{∂f}_{∂y} = x^{yz} · log x · zy^{z−1};^{∂f}_{∂z} = x^{yz} · log x · y^z · log y.