Dopliujici cviceni k determinantiim a linearnim zobrazenim

Tato cviceni mohou pomoci k lepsimu pochopeni latky a nékterych sou-
vislosti. Nejsou zcela nezbytna pro tspésné studium matematiky na IES, ale
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Cviceni 1: Necht A je matice typu n x n a B je matice typu m x m. Uvazme
matici C typu (m + n) x (m + n), kterd ma tvar
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tj., matici A umistime do ,levého horniho rohu“, matici B do ,pravého
dolniho rohu® a doplnime nulami.
Ukazte, ze det C = det A - det B.

Ndvod: PouZijte indukci podle n a definici determinantu. Specialné si roz-
myslete, jak vypadaji matice C;y.

Cviceni 2: Za situace z Cviceni 1 uvazme matice
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kde ,néco“znamend, ze na prislusnych mistech matice mohou byt libovolna
¢isla.
Ukazte, ze det C' = det C” = det A - det B.

Ndavod: Pro C' postupujte zcela stejné jako ve Cwiceni 1. Pro C" pouZijte
napriklad vztah determinantu matice a matice transponované.

Cviceni 3: Necht n € N a uvazme determinant jako funkci n? proménnych,
tj.
a ... Qip
f(an,...,aln,a21,...,agn,...,anl,...,am) = det
Ap1 ... Qpp
1. Ukazte, ze f je tridy C*°.
2. Spoctéte aaTJ;.

Ndvod: 1. Pouzijte definici determinantu a matematickou indukci. (Podobné
se dokazovala spojitost). 2. PouZijte rozvoj determinantu podle j-tého sloupce
(nebo podle i-tého radku).



Cviceni 4: Necht n € Na a4, ...,a,_; jsou fddkové vektory délky n.

1. Uvazme zobrazeni f : R® — R definované vzorcem

x
a;
flx)=det | a2 || x € R".
Qn—1
Tj., vektor  napiseme do radku, pomoci radku a4, ..., a,_; doplnime

na matici typu n X n a spocteme jeji determinant.

Ukazte, ze f je linedrni zobrazeni.

2. Necht j € {1,...,n}. Uvazme zobrazeni f; : R” — R definované vzor-
cem

file)=det | = |, x € R".

Tj., vektor  napiseme do tadku, pomoci fadku a4, ..., a,_; doplnime
na matici typu n x n takovym zpusobem, ze x je v j-tém tadku, a
spocteme jeji determinant.

Ukazte, zZe f; je linedrni zobrazeni.

Ndavod: Pouzijte Lemma VI.9 a Vétu VI.10(ii).



Cviceni 5: Necht n € Na ay,...,a,_; jsou sloupcové vektory délky n.
1. Uvazme zobrazeni g : R® — R definované vzorcem
g(x) = det (a: a, as ... an,l) , x e R".

Tj., vektor & napiseme do sloupce, pomoci sloupcu ag,...,a,_; do-
plnime na matici typu n X n a spocteme jeji determinant.

Ukazte, ze g je linearni zobrazeni.

2. Necht j € {1,...,n}. Uvazme zobrazeni g; : R” — R definované vzor-
cem
gj(ac) = det (0,1 R ¢ 7 T N ¢ 7 B an,l) s x € R".
Tj., vektor & napiseme do sloupce, pomoci sloupcu ag,...,a,_ do-

plnime na matici typu n xn takovym zpusobem, ze x je v j-tém sloupci,
a spoCteme jeji determinant.

Ukazte, Ze g; je linedrni zobrazeni.
Ndvod: PouZzijte sloupcové varianty Lemmatu VI.9 a Véty VI.10(ii).

Cviceni 6: Najdéte reprezentujici matice linedrnich zobrazeni z Cviceni 4 a

D.

Ndvod: Pouzijte rozvoj determinantu podle j-tého tdadku (pro Cvicent 4) nebo
podle j-tého sloupce (pro cviceni 5).

Cviceni T7: Necht f:R" — R je linedrni zobrazeni.
1. Ukazte, ze f je ttidy C'*° na R™.

2. Necht A je reprezentujici matice zobrazeni f. Spoctéte % pro ¢ =
1,...,n.

Ndavod: PouZijte vzorecek, ktery rikad, co znamend, Ze A reprezentuje f.



