
Doplňuj́ıćı cvičeńı k determinant̊um a lineárńım zobrazeńım

Tato cvičeńı mohou pomoci k lepš́ımu pochopeńı látky a některých sou-
vislost́ı. Nejsou zcela nezbytná pro úspěšné studium matematiky na IES, ale
jejich jednodušš́ı či konkrétńı verze se mohou objevit při zkoušce.

Cvičeńı 1: Necht’ A je matice typu n×n a B je matice typu m×m. Uvažme
matici C typu (m + n)× (m + n), která má tvar

C =

 A 0

0 B

 ,

tj., matici A umı́st́ıme do
”
levého horńıho rohu“, matici B do

”
pravého

dolńıho rohu“ a doplńıme nulami.
Ukažte, že detC = detA · detB.

Návod: Použijte indukci podle n a definici determinantu. Speciálně si roz-
myslete, jak vypadaj́ı matice Ci1.

Cvičeńı 2: Za situace z Cvičeńı 1 uvažme matice

C′ =

 A něco

0 B

 a C′′ =

 A 0

něco B

 ,

kde
”
něco“znamená, že na př́ıslušných mı́stech matice mohou být libovolná

č́ısla.
Ukažte, že detC′ = detC′′ = detA · detB.

Návod: Pro C′ postupujte zcela stejně jako ve Cvičeńı 1. Pro C′′ použijte
např́ıklad vztah determinantu matice a matice transponované.

Cvičeńı 3: Necht’ n ∈ N a uvažme determinant jako funkci n2 proměnných,
tj.

f(a11, . . . , a1n, a21, . . . , a2n, . . . , an1, . . . , ann) = det

a11 . . . a1n
...

. . .
...

an1 . . . ann

 .

1. Ukažte, že f je tř́ıdy C∞.

2. Spočtěte ∂f
∂aij

.

Návod: 1. Použijte definici determinantu a matematickou indukci. (Podobně
se dokazovala spojitost). 2. Použijte rozvoj determinantu podle j-tého sloupce
(nebo podle i-tého řádku).
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Cvičeńı 4: Necht’ n ∈ N a a1, . . . ,an−1 jsou řádkové vektory délky n.

1. Uvažme zobrazeńı f : Rn → R definované vzorcem

f(x) = det


x
a1

a2
...

an−1

 , x ∈ Rn.

Tj., vektor x naṕı̌seme do řádku, pomoćı řádk̊u a1, . . . ,an−1 doplńıme
na matici typu n× n a spočteme jej́ı determinant.

Ukažte, že f je lineárńı zobrazeńı.

2. Necht’ j ∈ {1, . . . , n}. Uvažme zobrazeńı fj : Rn → R definované vzor-
cem

fj(x) = det



a1
...

aj−1
x
aj
...

an−1


, x ∈ Rn.

Tj., vektor x naṕı̌seme do řádku, pomoćı řádk̊u a1, . . . ,an−1 doplńıme
na matici typu n × n takovým zp̊usobem, že x je v j-tém řádku, a
spočteme jej́ı determinant.

Ukažte, že fj je lineárńı zobrazeńı.

Návod: Použijte Lemma VI.9 a Větu VI.10(ii).
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Cvičeńı 5: Necht’ n ∈ N a a1, . . . ,an−1 jsou sloupcové vektory délky n.

1. Uvažme zobrazeńı g : Rn → R definované vzorcem

g(x) = det
(
x a1 a2 . . . an−1

)
, x ∈ Rn.

Tj., vektor x naṕı̌seme do sloupce, pomoćı sloupc̊u a1, . . . ,an−1 do-
plńıme na matici typu n× n a spočteme jej́ı determinant.

Ukažte, že g je lineárńı zobrazeńı.

2. Necht’ j ∈ {1, . . . , n}. Uvažme zobrazeńı gj : Rn → R definované vzor-
cem

gj(x) = det
(
a1 . . . aj−1 x aj . . . an−1

)
, x ∈ Rn.

Tj., vektor x naṕı̌seme do sloupce, pomoćı sloupc̊u a1, . . . ,an−1 do-
plńıme na matici typu n×n takovým zp̊usobem, že x je v j-tém sloupci,
a spočteme jej́ı determinant.

Ukažte, že gj je lineárńı zobrazeńı.

Návod: Použijte sloupcové varianty Lemmatu VI.9 a Věty VI.10(ii).

Cvičeńı 6: Najděte reprezentuj́ıćı matice lineárńıch zobrazeńı z Cvičeńı 4 a
5.

Návod: Použijte rozvoj determinantu podle j-tého řádku (pro Cvičeńı 4) nebo
podle j-tého sloupce (pro cvičeńı 5).

Cvičeńı 7: Necht’ f : Rn → R je lineárńı zobrazeńı.

1. Ukažte, že f je tř́ıdy C∞ na Rn.

2. Necht’ A je reprezentuj́ıćı matice zobrazeńı f . Spočtěte ∂f
∂xi

pro i =
1, . . . , n.

Návod: Použijte vzoreček, který ř́ıká, co znamená, že A reprezentuje f .
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