Extrémy — elementiarni metody, priklady 9(b,c) ze superseminéie
Mnozina, na které hleddme extrémy (nebo presnéji supremum a infimum),
neni vzdy kompaktni. Pokud neni uzaviena, hodi se znat nésledujici tvrzeni.

Lemma. Necht M C R je neprdzdnd mnoZina a f je spojitd funkce na M.
Pak plati:

(a) f je shora omezend na M, prdvé kdyZ je shora omezend na M.
(b) Je-li f shora omezend na M, pak sup f(M) = sup f(M)

Analogické turzend plati pro omezenost zdola a infimum.

Dikaz: Dokazeme nejprve nasledujici pomocné tvrzeni:

(*) Necht ¢ € R. Pokud existuje x € M, pro které f(z) > ¢, pak existuje
také bod y € M, pro ktery f(y) > c.

Méjme tedy x € M splitujici f(x) > c. Zvolme & > 0, aby
flx)—e>c

Protoze f je spojitd na M, je spojitd v bodé 2 vzhledem k M. Tedy (podle
definice spojitosti v bodé vzhledem k mnoziné) existuje § > 0, ze

pro kazdé y € B(z,8) N M plati f(y) € B(f(x),¢).

Protoze x € M, plati B(x,8) N M # () (viz piiklad 2 ze supersemindie).
Zvolme tedy y € B(z,9d) N M. Pak f(y) € B(f(x),¢), tedy

fly) > flz) —e>ec

Tim je dokdzano tvrzeni (*).

Nyni muzeme dokézat tvrzeni (a). Implikace < je ziejméd, protoze M C
M. Dokazme implikaci =: Piedpokladejme, Ze f je shora omezend na M.
Necht ¢ je ngjaka horn{ zdvora mnoziny f(M). Pak z trvzen{ (*) plyne, Ze ¢
je také horni zavora M (staci pouzit obménu implikace z (*)).

Ze stejné uvahy dostaneme i dukaz tvrzeni (b): Pfedpokladejme, ze f je
shora omezend na M. Necht s = sup f(M). Pak s je hornf zdvora f(M),
tedy i horni zavora f(M) (dle (*) jako v predchozim odstavci). Navic, je-li
s’ < s, neni to horni zavora f(M) (protoze s je supremum, tedy nejmensi
horni zévora), a tedy to neni ani horni zdvora f(M) (protoze to je vétsi
mnozina). Tedy s je nejmensi horni zévora f(M), neboli s = sup f(M).
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Méame tedy uvedné lemma dokézané. Dukaz neni tieba se ucit, ale je
uzitecné si ho projit kvuli pochopeni, co to vlastné iika a proc.

Aplikace uvedeného lemmatu pii poéitani:

Mame najit supremum a infimum funkce f na mnoziné M, ktera je ome-
zena, ale ne uzaviena.

Pokud f je spojitd nejen na M, ale i na M (napiiklad, je-li spojitd na
celém prostoru), pak f nabyva na M svého maxima i minima (podle Véty
V.10, protoze M je kompaktni).

V tom pifpadé najdeme body, v nichz f nabyva minima a maxima na M
béznymi metodami (pomoci ruznych nutnych podminek najdeme vsechny
,podezrelé body* a mezi nimi najdeme body, v nichz je funkéni hodnota
nejmensi a nejvetsi).

Takto nalezené minimum a maximum budou inf f(M) a sup f(M) (dle
lemmatu). Pokud néktery z bodi maxima patif do M (nejen do M), pak se
suprema na M nabyva v tomto bodé. Pokud zadny z bodi maxima do M
nepatii, pak se supremum na M nenabyva.

Analogicky pro body minima a infimum.

Piiklad 9b) f(z,y) = 2 + 2y, M = {[z,y]; 2% + y* < 4}
1. krok: f je spojitd na R2. M je otevieny kruh o stfedu 0 a poloméru 2.
Je to tedy mnozina omezend, neni vsak uzaviend, jeji uzaver je

M = {[z,y];2" +y* < 4}.

To je uzavieny kruh o stiedu 0 a poloméru 2, je to tedy kompaktni mnozina.
Proto f nabyvé na M svého minima a maxima. Tyto extrémy nyni najdeme.

K tomu si M rozdélime na vnitfek a hranici.

2. krok: Vnitikem M je mnozina M (otevieny kruh). Je-li néjaky bod
extrému ve vnittku, podle Véty V.6 v ném musi byt nulové parcidlni derivace.
Ty se rovnaji

of of

9 _9 9.
Ox T+, oy .

Obeé jsou nulové pouze v bodé [0,0]. Mdme tedy prvni podeziely bod
[0,0], £(0,0)=0.

3. krok: Hranici tvoif kruznice dand rovnici 22 + y?> = 4. Tu muZeme
vySetTit dvéma zpusoby — pomoci parametrizace nebo pomoci véty o mul-
tiplikatorech. Ukazeme si obé moznosti.



3.1: Parametrizace: Kruznici o stfedu 0 a poloméru 2 muzeme paramet-
rizovat

[z,y] = [2cos(t),2sin(t)], ¢ € [0,2n].

Geometricky vyznam této parametrizace je ilustrovan na nasledujicim obrazku
— parametr t znac¢i prislusny thel.

[2cost,2sint]
[2,0]

[2 cos s, 2 sin s

Tedy, interpretujeme-li ¢ jako ¢as, pak v ¢ase 0 za¢indme v bodé [2,0],
jak bézi cas, pohybujeme se rovnomeérné po kruznici proti sméru hodinovych
rucicek. Tedy, ma-li f v bodé [2costy,2sinty] extrém na M, pak tam m4
prislusny extrém i na hraniéni kruznici. A tedy funkce f(2cost,2sint) ma
extrém v bodé ty. Plati

f(2cost,2sint) = 4dcos®t + dcostsint = 2(1 + cos 2t + sin 2t). (xx)

Derivace této funkce je
4(— sin 2t + cos 2t)

To je rovno nule, pravé kdyz sin 2t = cos 2t, neboli tg 2t = 1 (kdyby cos 2t =
0, pak by podminka dala sin 2t = 0 a tyto dvé véci zaroven platit nemohou).
To plati, prave kdyz 2t = 5 + km, k € Z, neboli t = T + k3, k € Z.

Funkece (x*) je m-periodicka, v bodech § + k7 ma hodnotu

2(1 —f—COS% —I—sing) =2(1+2)

a v bodech %77 + k7 ma hodnotu
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Nyni si rozmysleme, co jsme to spocitali. Méli jsme hledat extrémy funkce
(%) na [0,27]. Ta funkce je ovsem m-periodickd, takze staci hledat lokalni
extrémy na R (maximum na [0, 27| je stejné jako maximum na R, stejné tak
minimum).

3.2 Pouziti véty o multiplikatorech (Véty V.18):

[ je tiidy C* na R?*, H(M) = {[z,y] € R* 2? +y* = 4}. Funkce g(z,y) =
22 + 9% — 4 je rovnéz tifdy C! na R2. Je

Vi(r,y) =2 +y,z],  Vg(r,y) = 27,2y

Gradient funkce g je nulovy pouze v bodé [0, 0], ktery v H (M) nelezi. Je-li
tedy v bodé [z,y] lokdlni extrém f vzhledem k H (M), existuje A € R, ze
plati

20 +y+ -2 =0,
T+ A-2y=0,
2?4y =4, (o)
kde tfeti rovnice znamend, ze [z,y] € H(M). Z prvnich dvou rovnic se po-
kusime vyloucit A: z-nasobek druhé odec¢teme od y-nasobku prvni a dosta-

neme
22y +y* — 2* = 0.

Po dosazen{ y? = 4 — 22 (z (o)) dostaneme
20y +4 — 22° = 0.

Pokud x = 0, rovnost neplati, proto muzeme vyjadrit

y:x—%. (O)

Toto dosadime do (o) a vyjde

2 4
2?4 (z — =)* = 4, neboli 22> —4+ — =4,
T T

coz upravime na
zt — 42 +2=0.



To je bikvadraticka rovnice, dostavame

4416 -8 4+ /8
22 = 5 - 2\/_:21\/5.

Oba koteny jsou kladné, tedy pro x dostavame ¢tyti moznosti

+1/24+V2, +£\/2-V2.

Ptislusné hodnoty y spocteme z (0J):

./ 3 2 V2 Vo2v2 -2
—EV2EV2 + 2+\/§_i\/2+\/§_i\/2+\/§\/2—\/§

=+1/2 - V2.

Ve druhém piipadé dostaneme analogicky

y:i\/Q—\/_—#:$\/2—\/§.

+v2 -2
Dostavame tedy c¢tyri podezielé body, spocteme v nich hodnotu f:
\/2+\/_ \/2— V2) =24+ V2 + V2 =2(1+V2),
\/2 +/2, —\/2 —V2) = 2(1 +V2) (stejné jako v pronim pripadé),
2)
V2) =

\/2—\/5—\/2+x/_ =2-v2-v2=2(1-V?2),

\/2+\/_ \/2—

4. krok: Extrémy na M: Vime, 7ze na M extrémy existuji. Riiznymi meto-
dami jsem nasli pét podezielych bodu, extrémy musi byt v nékterych z nich
(jinde byt nebudou). Vidime, Ze nejvétsi hodnota je 2(1 + v/2) a nejmensi
2(1 — /2). Nabyvajf se v pifslusnych bodech hraniéni kruznice nalezenych
ve 3. kroku.

5. krok: Zavér: sup f(M) = 2(1 4 v/2), inf f(M) = 2(1 — v/2). Ani jedna
z hodnot se na M nenabyva.

=2(1-+?2) (stejné jako v predchozim pripadé).



Piiklad 9(c). f(2,y) = >ty M = R2.

1. krok: Obecné tivahy: Funkce f je spojitd, ba t¥idy C* (dokonce i C)
na R%. Mnozina M = R? neni kompaktni. Neni ani omezen4, takze piedem
nemame zaruéeno nic — ani existenci extrému ani omezenost f. Nicméné,
protoze v ¢itateli jsou x i y v prvni mocniné a ve jmenovateli v druhé mocning,
lze ocekavat, ze pro ,velkd z,y“ bude citatel vyrazné vétsi nez jmenovatel
(v absolutni hodnoté), tedy funkce asi bude omezena. Zkusime tedy nejprve
najit podezrelé body a potom zpfesnit uvedené ptiblizné tivahy.

2. krok: Spocteme parcialni derivace a podle Véty V.6 najdeme podezielé
body. Jest:

of 1-(@+y*+1)—(r—y)-2x —a2*+2zy+y°+1

or (22 + y2 + 1)? T @24y 12
of —-1-(@P+y’+1)—(z—y) -2y —a*—-2ay+y°—1
oy (22 +y? +1)2 @+t

Maji-li obé byt nulové, dostavame soustavu rovnic

—2® +2zy+y* +1=0,
—? =2y +1y* —1=0.

Pokud tyto rovnice secteme a odecteme, dostaneme rovnice

_12 + y2 = 07
20y +1=0.
Z prvni rovnice dostavame y = x nebo y = —x. Pokud y = x, z druhé rovnice
plyne 222 + 1 = 0, coz nem4 feseni. Pokud y = —x, z druhé rovnice plyne
222 +1=0, tedy o = :l:\%. Dostavame dva podezielé body:
11 11 S+ V2

[ﬁ’_ﬁ]’ f(ﬁﬁﬁ)z—%jL%Jrl:?,
SR TS U e kP
V2 V27 V2'V2 545+ 2
3. krok: Zavéreéna uvaha: Pokud f ma néjaké extrémy, pak to musi byt
mezi dvéma body nalezenymi ve 2. kroku. Abychom dokézali, ze to jsou
opravdu extrémy, uvazme nasledujici odhad:
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)] = |20 \— zyl VIR ),

2+ + 1] 22+ +1 7 22+ y2 41

kde o(t) = t‘z/ftl (Uvedena nerovnost plyne z Cauchyovy nerovnosti, tj. z
Vety 1.1.)

Plati, ze lim;_, ;. (t) = 0. Tedy, z definice limity plyne, ze existuje takové
to > 0, ze prot > to plati p(t) < ?. (Tuto hodnotu volime proto, ze je mensi,
nez hodnoty v podezielych bodech.)

Nyni si uvédomme, ze mnozina B(o, ty) je kompaktni (a neprazdna), tedy
f na této mnoziné nabyva extrému. Pokud jsou ve vnittku, musi byt parcialni
derivace nulové, coz jsme tesili ve 2. kroku. Tim dostaneme ony dva podezrelé
body.

Hranici uvedeného kruhu je ptislusnd kruznice. Je-li [z, y] na této kruznici,

je /x? + y? =tg, a tedy
V2
[z, y)l < o(Va? +32) = p(to) < =~

Z toho dostaneme, ze maximum f na B(o,tg) je ‘/75 (nejvetsi hodnota z

podezielych bodu ve vnitiku, na hranici je hodnota f mensi) a minimu je
—‘/75 (nejmensi hodnota z podeztelych bodu ve vnitiku, na hranici je hodnota
f vetsi).

Zévérem si uvédomme, ze pokud [z,y] € R?\ B(o,to), je \/22 + y% > to,
a tedy

)| < o(VET ) < “g

Proto nalezené maximum a minimum na B(o, ty) jsou extrémy na celém R2.



