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PRIKLADY KE CVICENI A K SAMOSTATNEMU PREMYSLENI - ZS 2018/2019

TOPOLOGICKE VEKTOROVE PROSTORY

[. PRIKLADY TOPOLOGICKYCH VEKTOROVYCH PROSTORU

Priklad 1. Necht (X,||||) je normovany linearni prostor. Uvazme na X topologii T~
generovanou normou.

(1) Ukazte, ze (X,7T) je Hausdorffuv topologicky vektorovy prostor.

(2) Ukazte, ze topologie T je lokélné konvexni.

Navod: (1) Pouzijte spojitost operaci na normovaném prostoru. (2) VyuZijte trojuhelnikovou
nerovnost.

Piiklad 2. Nechf T je libovolna neprdzdnd mnozina. Uvazte prostor F' se soucinovou
topologif a s operacemi definovanymi po souradnicich. Ukazte, ze pak je F'' Hausdorffav
lokalné konvexni prostor.

Navod: Uwazte kanonickou bdzi okoli nuly v soucinové topologii. Ukazte, Ze jeji prvky jsou
absolutné konvexnt, Ze tento systém splnuje axiomy pro bdzi okoli nuly v topologickém vektorovém
prostoru a Ze linedrni topologie, kterou generuje, spljvd se soucinovou topologii.

Piiklad 3. Necht C(R,TF) je prostor spojitych funkei na R opatfeny metrikou

[e.e]

1 .

p(f.9) =) o min{l, max{[f(z) — g(z)|;2 € [-n,nf}},  f,g € C(R,F).
n=1

(1) Ukazte, ze tento prostor je Hausdorffuv lokdlné konvexni prostor.

(2) Ukazte, ze posloupnost (f,,) konverguje k f v metrice p, pravé kdyz posloupnost

(fn) konverguje lokalné stejnomeérné k f.

Navod: Polozte p,(f) = max{|f(x)|;z € [-n,n]} pro f € C(R,F) a n € N. Ukazte, Ze kazdé
Pn je pseudonorma a pro kazdé € € (0,1) an € N plati {f € C(R,F);p(f,0) < 5z} C {f €
C(R,F);pn(f) <e} C{f €CR,F);p(f,0) <e+ 5} Z toho odvod’te obé tvrzend.

Priklad 4. Necht Q C C je oteviend mnozina. Ukazte, ze prostor H(2) holomorfnich
funkci na €2 opatteny topologii lokalné stejnomérné konvergence je metrizovatelny lokalné
konvexni prostor.

Navod: Necht (K,) je posloupnost kompaktnich mnoZin vycerpdvagici 0 (tj. spliugici K, C
int K1 pro kazdén € N aJ,, K, = Q). Uvazte metriku p(f, g) = oo | 5= min{1, max{|f(z) — g(z)|; 2 €
K, }} a postupujte analogicky jako v predchozim prikladu.

Piiklad 5. Ukazte, Ze Schwartziv prostor . (R?) je Hausdorffitv lokalné konvexn{ pro-
stor, pokud je opatfen topologii generovanou standardni metrikou.

Piiklad 6. Necht Q C RY je oteviend mnozina a K C € je kompaktni podmnozina.
Ukazte, ze prostor Zk(2) je Hausdorffuv lokdlné konvexni prostor, pokud je opatien

topologii generovanou standardni metrikou.
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Piiklad 7. Necht (£2,%, ) je prostor s nezdpornou mirou a p € (0, 1). Polozme

PO ) = {[f:f: Q> F méfitelnai,/ﬂ FP dpt < oo}

Pro [f], [g] € LP(Q, X, 1) polozme

p(f.9) Z/Q!f—g!p dy.

(1) Ukazte, ze LP(€), %, 1) je vektorovy prostor a p je metrika na ném.

(2) Ukazte, ze LP(Q2, %, 1) s topologii generovanou metrikou p je Hausdorffuv topolo-
gicky vektorovy prostor.

(3) Necht (2, %, i) je interval [0, 1] s Lebesgueovou mirou. Ukazte, ze LP(, 3, 1) nen{
lokalné konvexni.

(4) Necht (€, %, i) je mnozina N se scitac! mirou. Ukazte, ze LP(Q2, 3, u)(= ¢) neni
lokalné konvexni.

Navod: (1) Ukazte, Ze pro a,b > 0 plati (a + b)P < aP + bP (napriklad vySetrenim pribéhu
funkce) a z toho tvrzeni odvod’te. (3) Necht e > 0 a U. = {f € LP([0,1]); p(f,0) < e}. Ukaste,
Ze konvexni obal mnozZiny U, je celyj prostor LP([0,1]). (4) Necht ¢ > 0 a U. = {x = (z,,) €
P p(x,0) < e}. Ukazte, Ze konvexni obal mnoziny U je neomezeny v metrice p.

Piiklad 8. Necht T je Hausdorffuv topologicky prostor a C(T,F) necht oznacuje prostor
spojitych funkci na T'. Polozme

U= {{f € C(T,F);rjlez}?df(xﬂ < c¢}; K C T kompaktni, ¢ > O}.

(1) Ukazte, ze U je baze okoli 0 v jisté topologii, s niz C(7,F) je Hausdorffuv lokalné
konvexni prostor.

(2) Ukazte, ze posloupnost (¢i net) konverguje v této topologii, prave kdyz konverguje
lokalné stejnomérné na kompaktech.

(3) Je-li T kompaktni, ukazte ze jde o topologii lokalné stejnomérné konvergence.

Piiklad 9. Necht Q C R? je oteviend mnozina a 2(2) necht oznacuje prostor testovacich
funkei na 2. Polozme

U ={U C 2(Q) absolutné konvexni, pohlcujicf;
VK C Q kompaktni : U N Pk (2) je okoli nuly v Pk ()}

(1) Ukazte, ze systém U je baze okoli 0 v jisté topologii, s niz Z(2) je Hausdorffuv
lokalné konvexni prostor.

(2) Ukazte, ze posloupnost (¢, ) konverguje v této topologii, pravé kdyz konverguje v
prostoru Z(2) (ve smyslu teorie distribuci).

Piiklad 10. Necht X je prostor vSech lebesgueovsky méritelnych funkef na [0,1] (s hod-
notami v F; ztotoznujeme funkce, které se rovnaji skoro vsude). Pro f, g € X polozme

p(ﬁg):/o min{1, |f — g|}.

(1) Ukazte, ze p je metrika, kterd na X generuje linedrni topologii.
(2) Ukazte, ze konvergence posloupnosti v metrice p splyvé s konvergenci v mifte.
(3) Je vysledna topologie lokalné konvexni?

Navod: (1) UkaZte, Ze operace jsou spojité s vyuZitim konvergence posloupnosti. (3) UkaZte,
ze pro kazdé r > 0 je konvexni obal mnozZiny {f € X;p(f,0) <r} celé X.



Piiklad 11. Necht X je vektorovy prostor. Necht I/ je systém vsech absolutné konvexnich
pohlcujicich mnozin.
(1) Ukazte, ze U je béze okoli nuly v néjaké Hausdorffové lokalné konvexni topologii
T na X.
(2) Ukazte, ze tato topologie T je nejsilnéjsi lokdlné konvexni topologie na X.
(3) Ukazte, ze kazda konvergentni posloupnost v (X,7) je obsazena v podprostoru
konecné dimenze.

Navod: (3) Kdyby ne, pak ezistuje linedrné nezdvisld posloupnost (xy,), kterd konverguje k
nule. Doplniime ji na algebraickou bdzi. Pak popiste absolutné konverni pohlcujici mnozZinu, kterd
neobsahuje Zadny z vektori .

II. LINEARNI TOPOLOGIE A JEJICH GENEROVANT

Piiklad 12. Necht X je vektorovy prostor a A C X neprazdnd mnozina. Ukaite, Ze A
je konvexni, prave kdyz pro kazdé a, § > 0 plati (« + 5)A = aA + BA.

Piiklad 13. Necht X je vektorovy prostor a 7 je topologie na X.
(1) Ukazte, ze T je transla¢né invariantni, praveé kdyz sé¢itani na X je oddélené spojité
(tj. pro kazdé y € X je x — x + y spojité).
(2) Najdéete X a T tak, aby s¢itani bylo spojité (v obou proménnych, jako zobrazeni
X x X — X), ale ndsobeni nebylo spojité.
(3) Najdéte topologii na R?, v niz je séitani oddélené spojité, nikoli viak spojité.

Navod: (2) Uvazte diskrétni topologii. (3) Uvazte napriklad bdzi okoli nuly {(0,0)}U{(z,y);|y| <
|z| <r}, r>0.

Piiklad 14. Necht X je vektorovy prostor, T je translacné invariantni topologie na X,
kterd ma bazi z konvexnich mnozin.
(1) Ukazte, ze séitani je spojité (v obou proménnych), pravé kdyz pro kazdé U okoli
nuly je i mnozina %U okolim nuly.
(2) Najdete X a T, aby s¢itani nebylo spojité.
(3) Lze najit piiklad z (2) koneénérozmérny?

Navod: (2) Uvaite X = coo (tj. prostor posloupnosti s koneéné mnoha nenulovgmi éleny),
kde bdze okoli nuly jsou mnoziny tvaru {(zx) € coo; (Vk € N)(|zg| < ck)}, kde (ci) je rostouct
posloupnost kladngjch ¢isel s limitou 1.

Piiklad 15. Necht X je vektorovy prostor a p je translacné invariantni metrika na X.
(1) Ukazte, ze s¢itani je spojité v topologii generované metrikou p.
(2) Ukazte na protipiikladu, ze topologie generovand metrikou p nemusi byt linedrni
topologie (tj., ze ndsobeni nemusi byt spojité).
(3) V piipadé, Ze topologie generovana metrikou p je linedrni topologie, ukazte, Ze pro
kazdé x € X je funkce A — p(Az,0) spojita v bodeé 0.
(4) V pripadé, ze topologie generovand metrikou p je linedrni topologie, ukaztem ze
plati
lim sup p(Az,0)=0.
=0 \eF,|AI<1
(5) Ukazte, ze pokud metrika p spliuje obé nutné podminky z bodu (3) a (4), pak
topologie generovana metrikou p je linedrni topologie.



Navod: (4) Dokazte obménu — pokud neplati uvedend rovnost, pak pomoct vhodné posloupnosti
ukazte, Ze nasobent nent spojité. (5) Dokazte spojitost ndsobeni pomoct posloupnosti dle Heineho
véty s vyuzitim (1).

Piiklad 16. (1) Necht A C R? je vyvdzend a pohlcujici. Ukazte, ze A + A je okolim
nuly (ve standardni topologii).
(2) Najdéte vyvazenou pohlcujici A C R?, kterd neni okolim nuly.
(3) Z predchozich dvou bodu odvod'te, Ze systém vsech vyvéazenych pohlcujicich podmnozin
R? neni bazi okoli nuly v Zaddné linedrni topologii na R2.
Navod: (1) Ukazte, Ze A+ A obsahuje obdélnik tvaru [—a,a] x [—b, b].

Priklad 17. (1) Ukazte, ze konvexni obal vyvazené podmnoziny vektorového pro-
storu je vyvazeny, a tedy absolutné konvexni.
(2) Ukazte, ze vyvazeny obal konvexni mnoziny nemusi byt konvexni.

Navod: (2) Uvaste vhodnou tsecku v R2.

Piiklad 18. Necht X je topologicky vektorovy prostor a A C X vyvdZend mnoZina s
neprazdnym vnittkem.

(1) Ukazte, ze int A je vyvazend, pravé kdyz 0 € int A.

(2) Ukazte na protipiikladu, ze int A nemusi byt vyvézena.
Piiklad 19. Necht (X, 7)) je topologicky vektorovy prostor a A C X neprézdnd. Ukazte,
ze o

A=(NA+U;U €T(0)}.

Piiklad 20. Necht (X, 7)) je topologicky vektorovy prostor, ktery neni Hausdorffuv.

e Oznacme Z = {0} = T(0). Ukazte, ze Z je vektorovy podprostor X.

e Necht Y = X/Z je kvocientovy vektorovy prostor a ¢ : X — Y kanonické kvocien-
tové zobrazeni. Necht R je kvocientova topologie na Y (tj. R = {U C Y;¢ }(U) €
T1}). Ukazte, ze (Y, R) je Hausdorffuv topologicky vektorovy prostor.

e Ukazte, ze (Y, R) je lokdlné konvexni, pravé kdyz (X, T) je lokdlné konvexni.

III. OMEZENE MNOZINY, SPOJITA LINEARNI ZOBRAZEN{

Piiklad 21. Necht X je TVS a A C X. Ukazte, Ze A je omezend, pravé kdyz kazda
spocetna podmnozina A je omezena.

Piiklad 22. Ne_cht’ X je TVS a A, B C X jsou omezené mnoziny. Ukazte, Ze i mnoziny
AUB, A+ B, A, b(A) jsou omezené.

Piiklad 23. Necht X je LCS a A C X je omezend mnozina. Ukazte, Ze i mnoziny co A
a aco A jsou omezené.

Piiklad 24. Necht X = LP([0,1]), kde p € (0,1). Ukazte, ze A = {f € X;|f[l, < 1} je

omezena mnozina, jejiz konvexni obal neni omezend mnozina.
Navod: Ukazte, Ze coA = X.

Piiklad 25. Nechf X je normovany linedrni prostor a A C X. Ukazte, Ze A je omezend
jakozto podmnozina TVS X, pravé kdyz je omezend v metrice generované normou.



Piiklad 26. Necht X je TVS, jehoz topologie je generovand translacné invariantni met-
rikou p.
(1) Ukazte, ze mnozina A C X, kterd je omezend v X, je omezend i v metrice p.

(2) Ukazte, ze mnozina A C X, kterd je omezend v metrice p, nemusi byt omezend v
TVS X.

Navod: (2) Metrika p sama mize byt omezend.

Piiklad 27. Uvazme prostor testovacich funkel 2(Q) s topologii z Piikladu 9. Necht
A 2(Q) — F je linedrni funkcional. Ukazte, ze A € 2'(12), pravé kdyz A je spojity.
Priklad 28. Uvazme prostor (X, 7T ) z Prikladu 11. Ukazte, ze kazdy linearni funkcional
L : X — F je spojity.
Piiklad 29. Necht X = F! (viz Pifklad 2) a A C X. Ukaite, Ze A je omezend v X, prave
kdyz je ,bodové omezend®, tj. pravé kdyz pro kazdé v € I' je mnozina {z(y);z € A}
omezena v F.
Priklad 30. Necht X = C([0,1]) s topologii bodové konvergence, Y = C([0,1]) s topologif
generovanou metrikou p z Prikladu 10 a L : X — Y je identita.

(1) Ukazte, ze L zobrazuje omezené mnoziny na omezené mnoziny.

(2) Ukazte, ze L je sekvencidlné spojité (tj., pokud f,, = f v X, pak Lf, — Lf vY).

(3) Ukazte, ze L neni spojité.

Navod: (1) Necht A C X je omezend. Pro n € N polozme F,, = {z € [0,1];Vf € A :
|f(z)| < n}. Ukazte, Ze F, jsou uzaviené podmnoziny [0,1], jejichZ sjednoceni je cely interval
[0,1]. Pro e > 0 zvolte n € N, aby A([0,1] \ F},) < § am > n, aby - < 5. Ukazte, Ze pak
L(A) € m{g € Y;p(9,0) < €}. Z toho odvod’te omezenost L(A) vY. (2) PouZijte Lebesgueovu
vétu. (3) Necht U = {f € Y;p(f,0) < 1}. Pak U je okoli nuly vY. Ukaste, ze L=Y(U) neni
okoli nuly v X. (Pro kaZdou koneénou F C [0,1] najdéte f € C([0,1]), pro kterou plati f|p =0
a pritom f =1 na mnoZiné miry aspor %)

Piiklad 31. Necht X je TVS a (z,,) je posloupnost prvku X. Ukazte, ze posloupnost (z,,)
je omezend v X, pravé kdyz pro kazdou posloupnost (A\,) v F plati A, — 0 = \,x, — o.

Piiklad 32. Necht X je metrizovatelny TVS a (z,) posloupnost prvku X. Ukazte, ze
existuje posloupnost kladnych ¢isel (A,), pro kterou \,z, — o.

Navod: Necht p je metrika generujici topologii na X. UkaZte a pak pouZijte, Ze pro kaZdé
X ;i =0.
x € X plati Jim plo,tx) =0
Priklad 33. Plati tvrzeni z Prikladu 32 i pro nemetrizovatelné TVS?

Navod: Uwazte prostor z Prikladu 11.

Piiklad 34. Necht X je TVS, jehoz topologie je generovand translacné invariantni met-
rikou p. Necht (z,,) je posloupnost prvku X, kterd konverguje k nule. Ukazte, ze existuje
posloupnost kladnych ¢éisel (A,,) spliujici A, — oo a A\,z,, — 0.

Navod: Z translacni invariance metriky p plyne p(o,nz) < np(o,x) prox € X an € N.
Piiklad 35. Plati tvrzeni z predchoziho piikladu pro obecny TVS?

Navod: Uvazte napriklad X = co nebo X = (P pro p € (1,00) se slabou topologii, (x,) necht
je posloupnost kanonickijch jednotkovijch vektori.



Priklad 36. Necht X = L*([0,1]), kde p € (0,1). Ukazte, ze jediny spojity linedrni
funkcional na X je nulovy.

Navod: Ukazte, Ze jediné dvé konvexni oteviené mnoZiny v X jsou () a X.

Piiklad 37. Necht X = (7, kde p € (0,1). Ukazte, 7Ze pro kazdou posloupnost & = (z,,) €
(> vzorec

Pa(y) = ) tatn, Y= () €L,
n=1

definuje spojity linearni fukcional na P a ze kazdy spojity linedrni funkcional na X je
tohoto tvaru.

IV. PROSTORY KONECNE A NEKONECNE DIMENZE
Priklad 38. Ukazte, ze kazdy TVS koneéné dimenze je lokalné konvexni.

Navod: Pro Hausdorffuv prostor pouZijte prislusné tvrzeni z predndsky. Pro obecny pfipad
vyuzijte Priklad 20.

Piiklad 39. Necht X je vektorovy prostor nekoneéné dimenze. Ukazte, Ze na X existuje
Hausdorffova linearni topologie, ktera neni lokalné konvexni.

Navod: Necht (ej)jes je algebraickd baze X. Zvolme p € (0,1) a definujme na X metriku

p(X-ajej, Y bje;) = > |a; — b;lP.

Piiklad 40. Necht X je metrizovatelny TVS nekoneéné dimenze. UkaZte, ze na X existuje
nespojity linearni funkcional.

Navod: Pouzijte algebraickou bdzi X a Priklad 32.

Piiklad 41. Existuje na kazdém HTVS nekoneéné dimenze nespojity linearni funkcional?

Navod: PouZijte Priklad 28.

V. METRIZOVATELNOST TVS

Piiklad 42. Necht X je vektorovy prostor nad F a p: X — [0,00) je F-norma na X, tj.
zobrazeni splnujici vlastnosti
(i) Ve e X :p(z) =0 2 =0,
(i) Ve € XVA € F, |\ =1:p(A\x) < p(x),
(i) Yo,y € X @ p(a +y) < p(z) +p(y),
(iv) Vo € X : tlir&p(ta:) = 0.
)

(1) Ukazte, ze vzorec p(z,y) = p(z —y) definuje translacné invariantni metriku na X,
ktera generuje linearni topologii na X.
(2) Ukazte, ze systém {{x € X;p(x) < %},n € N} tvoil bazi okoli nuly v této
topologii.
Piiklad 43. Necht X je vektorovy prostor nad F a g : X — [0,00) je kvazinorma na
X, tj. zobrazeni s vlastnostmi:
eVre X :q(x)=0<x=o0;
o Vr e XVAeF:q(Ax)=|)Nqx);
e 3C > 1Va,y € X : q(z +y) < C(q(x) + q(y)).



(1) Ukazte, ze systém {{x € X;q(x) <rhre (0,00)} tvoif béazi okoll nuly v jisté
linearni topologii na X.

(2) Ukazte, ze tato topologie je metrizovatelna.

(3) Ukazte, ze v této topologii plati x,, — x, pravé kdyz q(z, — x) — 0.

Navod: (2) Ukazte, Ze existuje spocetnd bdze okoli nuly.

Piiklad 44. Necht X je vektorovy prostor nad F, ¢ : X — [0,00) F-norma na X a
p € (0,1). Pak ffkdme, ze ¢ je p-norma, pokud ¢(Az) = |\’ ¢(z) pro kazdé = € X a
AeF.

(1) Ukazte, ze funkee f + ||f||, je p-norma na LP(u).

(2) Ukazte, ze funkce f — (|[f]l,)"/? je kvazinorma na LP(y).

(3) Necht ¢ je p-norma na X. Ukaite, ze ¢/ je kvazinorma na X a odhadnéte
prislusnou hodnotu C.

Navod: (2) je specidlni pripad (3). PoloZme o = %. Pomoct vysetiend prubéhu vhodné funkce

ukazte, Ze pro a,b >0 je a® +b* < (a + b)* < 2971 (a® + b%).
Piiklad 45. Necht X je TVS a p je F-pseudonorma na X (F pseudonorma je zobrazen{ se

stejnymi vlastnostmi jako F-norma, az na to, ze bod (i) je nahrazen vlastnosti p(0) = 0).
Ukazte, ze p je spojitd, pravé kdyz je spojita v nule.

Piiklad 46. Necht X je TVS a U je okoli nuly. Ukazte, Ze existuje spojitd F-pseudonorma
p na X, pro kterou {x € X;p(x) <1} C U.

Navod: Necht (Vy,) je posloupnost vyvdZengch okoli nuly spriujici Vi + Vi C U a Vpyq +
Vat+1 C Vi, pro n € N. Aplikujte na tuto posloupnost postup konstrukce z dukazu charakterizace
metrizovatelnosti TVS.

Priklad 47. S vyuzitim pfedchoziho ptikladu ukazte, Zze kazdy TVS je uplné regularni.
VI. PSEUDONORMY, MINKOWSKEHO FUNKCIONALY, F-PSEUDONORMY

Priklad 48. Ukazte na protiptikladu, ze Minkowského funkcional vyvazeného okoli nuly
nemusi byt spojity.

Navod: Muze se stdt, Ze existuje x € X a ¢isla 0 < a < b, Ze usecka {tz;t € [a,b]} je obsaZena
v hranici daného vyvdzeného okoli nuly. Protipiiklad lze zkonstruovat jiz v R?.

Piiklad 49. Necht X je TVS, A C X vyvazené okoli nuly a p4 jeho Minkowského
funkcional. Ukazte, ze néasledujici tii podminky jsou ekvivalentni:

(i) pa je spojity na X;

(i) Pro kazdé x € A plat{ {tz;t € [0,1)} C int A;

(iii) int A = {z € X;pa(z) <1} & A= {x € X;pa(x) < 1}.
Piiklad 50. Necht X je TVS, A C X podmnoZina obsahujici nulovy vektor a p € (0,1).
Rekneme, ze mnozina A je p-konvexni, jestlize

Vae,y € AVs,t € 10,1]: "+t =1 = sz +ty € A.
(1) Necht A je p-konvexni, x1,...,x, € Aaty, ..., t, €[0,1] splivuji & +---+t2 = 1.
Ukazte, ze tyx1 + -+ - + t,x, € A.
(2) Necht 0 < p < g < 1. Ukazte, ze plati

A konvexni = A g-konvexni = A p-konvexni.



(3) Ukazte na prikladu, ze p-konvexni mnozina nemusi byt konvexni.
(4) Necht A je p-konvexni okoli nuly. Ukazte, Ze jeho Minkowského funkciondl je spo-

jity.
Navod: (1) PouZijte matematickou indukci. (2) VyuZigte, zZe 0 € A. (3) Uvazte napriklad
mnoZinu { f € LP([0,1]); [|f|l, < 1}. (4) PouZijte charakterizaci z predchoziho prikladu.

Piiklad 51. Ukazte, ze topologie z Piikladu 11 je generovana systémem vsech pseudo-
norem na X.

Piiklad 52. Necht X je vektorovy prostor a P je néjaky systém F-pseudonorem na X.
(1) Ukazte, ze systém

{{xGX;pl(:v) <y pe(T) < Ckbip1y . DR €EPLCL, L O >0}

tvoii bazi okoli nuly v néjaké linearni topologii na X.

(2) Ukazte, ze F-pseudonormy z P jsou v této topologii spojité.

(3) Ukazte, ze tato topologie je Hausdorffova, pravé kdyz pro kazdé x € X \ {o}
existuje p € P, pro kterou p(z) > 0.

Priklad 53. Necht (X,7) je TVS. Necht P je systém vsech spojitych F-pseudonorem
na X. Ukazte, ze topologie generovana systémem P ve smyslu Ptrikladu 52 je prave 7.

Navod: PouZijte Priklad 46.

Piiklad 54. Necht X je vektorovy prostor. Ukazte, Zze na X existuje nejsilnéjsi linedrn{
topologie a ze tato topologie je Hausdorffova.

Navod: Pouzijte konstrukci z Prikladu 52 na systém vsech F-seminorem na X.

Piiklad 55. Necht X je vektorovy prostor spocetné algebraické dimenze. Ukaite, Ze
nejsilnéjsi linearni topologie na X je lokalné konvexni.

Navod: Necht T je topologie z Prikladu 11. Ukazte, Ze kaZdd F-pseudonorma na X je spojitd
v T: Necht p je F-pseudonorma na X a (e,) je algebraickd bdze. Pro kazdé ¢ > 0 ukazte, Ze
existuje (tn) posloupnost kladnych cisel, pro kterou aco {t,e,;n € N} C {z;p(x) < e}.

Piiklad 56. Necht X je vektorovy prostor nespocetné algebraické dimenze. Ukazte, Ze
nejsilnéjsi linearni topologie na X neni lokalné konvexni.

Navod: Ukazte, Ze F-seminorma definovand jako v Prikladu 39 neni spojitd v topologii z
Prikladu 11.

VII. F-PROSTORY, FRECHETOVY PROSTORY, TOTALNE OMEZENE MNOZINY

Piiklad 57. Nechf X je TVS a A, B C X jsou totdlné omezené podmnoziny. Ukazte, Ze
i mnoziny AU B, A+ B, A, b(A) jsou totalné omezené.

Piiklad 58. Necht X je TVS, jehoz topologie je generovand translacné invariantni met-
rikou p. Ukazte, ze mnozina A C X je totalné omezena v TVS X, prave kdyz je totdlné
omezena v metrice p.

Piiklad 59. Ukazte na protipiikladu, ze v F-prostoru, ktery neni lokalné konvexni,
uzavieny konvexni obal kompaktni mnoziny nemusi byt kompaktni.



Navod: Protipriklad lze zkonstruovat naptiklad v prostoru LP([0,1]), kde p € (0,1): Zvolme
kladna c¢isla e, n a § tak, aby platilo: p < 1—}%, 1 <p,0<eats <p. PronecN poloime x, =
ﬁ, Jo =" X () @t = ﬁ Ukazte, Ze fp, — 0 v LP([0,1]), a tedy {0, f1, f2, f3,--- }
je kompaktni mnoZina. Ddle ukazte, s vyuZitim prvku m, Ze konverni obal uvedené

t1t+-+in
kompaktni mnoZiny je mnozina neomezend v LP([0,1]).

VIII. ODDELOVACI VETY

Piiklad 60. Necht p € (0,1). Ukazte, ze 7 je izomorfni (dokonce izometrické) pod-
prostoru LP([0,1]). S vyuzitim Piikladu 36 a 37 pak ukazte na protipiikladu, ze spojity
linedrni funkciondl na podprostoru TVS nemusi jit rozsitit na spojity linearni funkciondl
na celém prostoru.

Piiklad 61. Necht X je normovany linedrni prostor nekoneéné dimenze. Ukazte, 7e v X
existuji dvé disjunktni konvexni mnoziny, které jsou husté v X (a tedy je nelze oddélit
nenulovym prvkem X*).

Navod: VyuZijte existenci nespojitého linedrniho funkciondlu.
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Piiklad 62. Necht X = C([0,1]) s L?*normou (tj. || f|| = <f01 |f|2> ). Pro o € R defi-
nujme Y, = {f € X; f(0) = a}. Ukazte, ze (Y,; @ € R) je systém po dvou disjunktnich
hustych konvexnich mnozin. Ukazte, Ze pro o # 8 nelze mnoziny Y, a Yz oddélit nenu-
lovym prvkem X*.

Priklad 63. Necht X = ¢y nebo X = (7 pro néjaké p € [1,00) (uvazujme prostory nad
R). Necht & = (x,) € X je prvek, jehoz vsechny soufadnice jsou kladné, a y = (22) € X.
Polozme

A={z=(z,) € X;VneN:z, >0}, B ={—x +ty;t € R}.

Ukazte, ze A a B jsou disjunktni uzaviené podmnoziny X, které neni mozné oddélit
nenulovym prvkem X*.

Navod: Postupugte sporem: Necht f € X*\ {0} spliuje sup f(B) < inf f(A). Ukazte, Ze nutné
f >0 na A ainf f(A) = 0. Funkciondl f lze reprezentovat prislusnou posloupnosti (prvkem
' resp. 04, kde %—i— % = 1), ukaZte, Ze vSechny prvky této posloupnosti musi byt nezdporné. Z
predpokladu inf f(B) < 0 odvodte f(y) =0, a odtud f =0, coZ ddvd spor.



