FUNKCIONALNI ANALYZA 1

PRIKLADY KE CVICENI A K SAMOSTATNEMU PREMYSLENI - ZS 2018/2019

SLABE TOPOLOGIE

1. OBECNE SLABE TOPOLOGIE
Piiklad 1. Necht X = ([0, 1]) s topologii bodové konvergence na [0, 1]. Popiste vsechny
spojité linedrni funkciondly na X (tj. popiste X*).
Navod: PouZijte vétu o dudlu obecné slabé topologie.
Piiklad 2. Necht X je normovany linedrni prostor, ktery neni tplny, a Y necht je jeho
zuplnéni.
(1) Ukazte, ze X* = Y™, a vysvétlete, v jakém smyslu tato rovnost plati.
(2) Ukazte, ze topologie o(Y*,Y) a o(Y*, X) jsou ruzné.
Navod: (2) PouZijte vétu o dudlu obecné slabé topologie.
Piiklad 3. Necht X je normovany linedrni prostor, X* jeho dudl a X** druhy dudl.

Ukazte, ze na X* splyvaji slaba a slaba™ topologie (tj. topologie o(X*, X**) a o(X*, X)),
pravé kdyz X je reflexivni Banachuv prostor.

Navod: PouZijte vétu o dudlu obecné slabé topologie.

Piiklad 4. Necht X je normovany linedrni prostor. Ukazte, Ze kanonické vnofeni s :
X — X*™ je homeomorfismus (X, w) do (X**, w*).

Navod: PouZijte charakterizaci spojitosti do obecné slabé topologie (zobrazeni F : T — (X, 0(X, M))
je spojité, pravé kdyz pro kazdé g € M je go F spojité).
Priklad 5. Z Prikladu 37 k topologickym vektorovym prostorum a z Uvodu do funk-
ciondlni analyzy vime, ze pro p € (0, 1] je (¢7)* = .
(1) Ukazte, ze topologie o(£>,¢?), p € (0, 1], jsou navzajem ruzné.
(2) Necht 0 < p < g < 1. Kterd z topologif o(£>°,¢?) a o (£, (%) je slabsi?
Navod: (1) Pouzijte vétu o dudlu obecné slabé topologie. (2) Pouzijte charakterizaci spojitosti

do obecné slabé topologie.

Piiklad 6. Necht X je vektorovy prostor a M C X7# oddéluje body X. Ukazte, ze
topologie o(X, M) je metrizovatelnd, pravé kdyz M neobsahuje nespocetnou linedrné
nezavislou podmnozinu.

2. SLABE TOPOLOGIE NA LOKALNE KONVEXNICH PROSTORECH

Piiklad 7. Necht X je normovany linedrn{ prostor. Ukazte, ze (X, ||-||) je separabilni,
prave kdyz (X, w) je separabilni.

Navod: PouZijte Mazurovu vétu.



Piiklad 8. Najdéte piiklad Banachova prostoru X a konvexni normoveé uzaviené podmnoziny
X*, kterd neni slabé* uzavien4.

Navod: Uvazte napiiklad X = co, a tedy X* = 01, za onu mnoZinu zvolte uzavieny konvexni
obal kanonickijch jednotkovijch vektorii v €. Dal3{ zdsobu prikladii poskytuje Goldstineova véta.

Piiklad 9. Necht X a Y jsou LCS a T : X — Y je spojité linedrni zobrazeni. Ukazte, Ze
T je spojité i jako zobrazeni (X, w) do (Y, w).

Navod: PouZijte charakterizaci spojitosti do obecné slabé topologie.

Piiklad 10. Nechf X a Y jsou LCS a T : X — Y je spojité linedrni zobrazeni. Pro
¢ € Y* definujme zobrazeni T"¢ : X — F predpisem T"¢p = ¢ o T.

(1) Ukazte, ze T'¢ € X* pro kazdé ¢ € Y*.

(2) Ukazte, ze zobrazeni T" : ¢ +— T"¢ je linedrni zobrazeni Y* do X*.

(3) Ukazte, ze zobrazeni T" je spojité z (Y*,w*) do (X*, w*).

Navod: (3) PouZijte charakterizaci spojitosti do obecné slabé topologie.

Piiklad 11. Nechf X a Y jsou normované linedrni prostory a T : Y* — X* omezeny
linedrni operédtor. Ukazte, ze existuje S € L(X,Y), pro ktery T' = S’ pravé kdyz T je
spojity i jako zobrazeni (Y*, w*) do (X*, w*).

Navod: Uvazte operdtor T' : X** — Y™** a ukaite, Ze T'(%(X)) C 2(Y).

Piiklad 12. Necht X je Hilbertuv prostor a (e,) je ortonormalni posloupnost v X.
Ukazte, ze posloupnost (e,) konverguje slabé k nule.

Navod: PouZijte reprezentaci dudlu Hilbertova prostoru a Besselovu merovnost.

Priklad 13. Necht X je Hilbertuv prostor a (e,),er ortonormélni systém v X. Ukazte,
ze mnozina {e,;y € I'} U {o} je slabé kompaktni.

Navod: S wyuZitim reprezentace dudlu k Hilbertovu prostoru a Besselovy nerovnosti ukazte,
Ze kazdé slabé okoli nuly obsahuje vsechny prvky ortonormadlniho systému s vyjimkou konecéné
mnoha.

Priklad 14. Necht X = ¢o(T') nebo X = (?(T'), kde T' je ngjakd mnozina. Ukazte, ze
mnozina {o} U {e,;y € I'} je slabé kompaktni (e, znaci piislusny kanonicky jednotkovy
vektor).

Navod: S wvyuZitim reprezentace dudlu X* ukazte, Ze kazZdé slabé okoli nuly obsahuje vsechny
kanonické jednotkové vektory s vyjimkou konecné mmnoha.

Priklad 15. Necht X = C([0, 1]). Uvazme na X tii topologie — normovou (tj. generovanou
supremovou normou), slabou (tj. slabou topologii prostoru (X, ||-||,) — tu zna¢me w) a
topologii bodové konvergence na [0, 1] (tu znacme 7,).
(1) Najdéte posloupnost (f,) v X, kterd v topologii 7, konverguje k nule, ale neni
omezena v Norme.
(2) Ukazte, ze existuje 7,-omezend mnozina, kterd neni normové omezena.

(3) Necht (f,) je normové omezend posloupnost X a f € X. Ukaite, Ze f, — f, pravé
kdyz f, 3 f.
(4) Plati ekvivalence z bodu (3) bez predpokladu normové omezenosti?



Navod: (2) PouZijte posloupnost z bodu (1). (3) PouZijte Rieszovu vétu o reprezentaci C([0, 1])*
a Lebesgueovu vétu. (4) Uvazte posloupnost z bodu (1).

Piiklad 16. Ukazte, Ze v prostoru ¢! splyva slabd a normova konvergence posloupnosti
(tj. ¢* ma Schurovu vlastnost).

Navod: Postupujte sporem: Pokud ne, pak v £ existuje posloupnost (xy), kterd slabé kon-
verguje k nule a pritom existuje takové ¢ > 0, Ze ||xk| > ¢ pro kaZdé k € N. Protoze (xi) je
omezend, bez ujmy na obecnosti ||xk|| = 1 pro kazdé k. Ze slabé konvergence plyne konvergence na
kazdé souradnici. Pomoci matematické indukce zkonstruujte rostouci posloupmosti prirozenych
cisel (k;) a (my), Ze Z;EZ;H |:L‘kj ()] > 3. Ndsledné najdéte p € £ = ()%, aby ‘gp(:nkj)’ > 1
pro kazdé j a z toho odvod'te spor.

Piiklad 17. Ukazte, ze prostory co, ¢ pro p € (1,00} a C([0,1]) nemaji Schurovu vlast-
nost.

Navod: V kaZdém z téchto prostori najdéte posloupnost na jednotkové sfére, kterd slabé kon-
verguge k nule. Pro C(]0,1]) vyuZijte popis z Prikladu 15(3).

Priklad 18. Ukazte, ze nekone¢nédimensionalni Hilbertuv prostor nemé Schurovu vlast-
nost.

Navod: PouZijte Priklad 12.

Priklad 19. Ukazte, ze prostor L'([0,1]) nem4 Schurovu vlastnost.

Navod: Necht T : L?([0,1]) — L'([0,1]) je identita. Uvazte ON bdzi (f,) prostoru L?([0,1])
znamou z teorie Fourierovych tad a uvazte posloupnost (T fy).

Piiklad 20. Nechf X je normovany linedrni prostor nekone¢né dimenze.

(1) Ukazte, ze kazdé slabé okoli nuly obsahuje netrivialni vektorovy podprostor X.
(2) Ukazte, ze Sx je slabé hustda podmnozina Bx.

Navod: (1) Ukazte, Ze kaZdé slabé okoli nuly obsahuje prunik jader konecné mmnoha funk-
ciondlu, a toto je netrividlni vektorovy podprostor. (2) Pouzijte (1).

Piiklad 21. Necht X je normovany linedrni prostor nekonecné dimenze.
(1) Ukazte, ze kazdé slabé* okoli nuly v X* obsahuje netrividlni vektorovy podprostor
X,
(2) Ukazte, ze Sx- je slabé* hustd podmnozina Bx-.

Navod: X* md také nekonecnou dimenzi a slabd™ topologie je slabsi nez slabd, tedy lze pouZit
Priklad 20.

Piiklad 22. Necht X je normovany linedrni prostor. UkaZte, Ze ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:
(i) dim X < oo.
(ii) Na X splyva slaba a normova topologie.
(iii) na X* splyva slabd* a normova topologie.



3. POLARY A JEJICH APLIKACE

Piiklad 23. Necht X je separabilni normovany linedrni prostor. Ukazte, ze (X**,w*) je
separabilni.

Navod: Pouzijte Goldstineovu vétu.
Piiklad 24. Ukazte, ze ((€*°)*,w*) je separabilni.
Navod: > = (£1)*.

Piiklad 25. Necht X je metrizovatelny LCS. Ukazte, ze (X*,w*) je o-kompaktni (t;.
sjednocenim spocetné mnoha kompaktnich podmnozin).

Navod: PouZijte vétu Banach-Alaoglu a spocetnou bdzi okoli nuly v X.

Piiklad 26. Nechf X je netiplny normovany linedrni prostor a Y jeho ziplnéni. Z
Piikladu 2 vime, ze X* = Y* a ze o(Y*,X) # o(X* X). Ukazte, ze na jednotkové
kouli By« topologie o(Y*, X) a o(X*, X) splyvaji.

Navod: Diky vété Banach-Alaoglu vime, Ze (By~,o(Y™*,Y)) je kompakini a topologie o(Y™*, X)

je slabsi Hausdorffova topologie.

Piiklad 27. Uvazme (> jako dudl ¢!. Ukazte, Ze na jednotkové kouli £°° splyvd slaba*
topologie o(£>°, (') s topologii bodové konvergence (tj. s topologii generovanou pseudo-
normami & = (z)52, — |z.|, n € N).

Navod: PouZijte Priklad 26.

Piiklad 28. Uvazme ¢! jako dudl k ¢y. Ukazte, Ze na jednotkové kouli ¢! splyva slaba*
topologie o (£, cy) s topologii bodové konvergence.
Navod: PouzZijte Priklad 26.

Piiklad 29. Necht p € (1,00). Ukazte, ze na jednotkové kouli €7 splyvd slabd topologie
s topologii bodové konvergence.

Navod: Pouzijte Priklad 26 a reflexivitu £P.

Priiklad 30. Ukazte, Ze na jednotkové kouli ¢ splyva slaba topologie s topologii bodové
konvergence.

Navod: Pouzijte Priklady 4 o 27.

Piiklad 31. Necht X je LCS a X* je jeho dudl. Pro neprdzdnou A C X* definujme

qa(x) = sup{|f(z)|; f € A}, zeX.
(1) Ukazte, ze A je o(X*, X)-omezend, pravé kdyz pro kazdé = € X je qa(z) < oc.
(2) Necht A je o(X*, X)-omezena. Ukazte, Ze ga je pseudonorma na X.
(3) Musi byt g4 spojitda na X?
(4) Necht U je absolutné konvexni okoli nuly v X. Ukazte, Ze py = quo (kde py je
Minkowského funkciondl).

Navod: (8) Vezméte za X nekoneénérozmérny Banachiv prostor se slabou topologii a A =
Bx+. (4) PouZijte vétu o bipoldre.



Priklad 32. Necht X je normovany linedrn{ prostor, C' > 0 a f, g € Sx«. Necht || f|er ]| <
C. Ukazte, ze existuje a € F, |a| =1 a || f — ag| < 2C.

Navod: Pokud C > 1, turzeni je trividlni. Necht tedy C < 1. Z Hahn-Banachovy véty plyne
fll < C af=f nakerg. Protose kerg C ker(f — f), existuje

B € F splnujici f — f = Bg. Ukazte, Ze lze vzit a = %

existence f € X*, pro které je

Piiklad 33. Necht X je Banachtiv prostor. Necht f : X* — T je linedrni funkciondl, pro
ktery f|g,. je slabé* spojité zobrazeni. Ukazte, ze f € s(X).

Navod: ProtoZe f(Bx~+) je kompaktni podmnoZina F, je f € X**. Pripad f = 0 je trividlni,
tedy bez 1jmy na obecnosti || f|| = 1. Proe € (0,1) necht A = {z* € Bx~;Re f(z*) > ¢} a B. =
{z* € Bx+;Re f(z*) < —e}. Pak A. a B: jsou neprdzdné disjunknitni slabé* kompaktni konvexni
mnoziny, a tedy diky oddélovaci vété existuje g € »(X), pro které sup Re g(B:) < inf Re g(A4;).
Odtud odvod'te, Ze || f|xer4|| < €. Pomoci Prikladu 32 pak ukazte, Ze f je v uzdvéru x(X), tedy v
K(X).

Piiklad 34. Plati tvrzeni z predchoziho piikladu i pro neiplné prostory?

Navod: PouZijte Priklad 26.



