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ZÁPOČTOVÉ ÚLOHY – DRUHÁ SADA

Obecné poznámky:

• Všechna tvrzeńı a všechny výpočty muśı být srozumitelně zd̊uvodněné. Pro tento
účel je možné využ́ıt znalosti z přednášky (o Banachových algebrách i z předchoźıch
kapitol) a také znalosti z bakalářských kurz̊u matematiky (včetně komplexńı analýzy
– Cauchyova věta, Cauchẙuv vzorec, princip maxima modulu aj.).
• Odevzdaná řešeńı muśı být ručně psaná, nikoli tǐstěná.
• Mn je standardńı maticová algebra komplexńıch matic typu n × n opatřená ma-

ticovým násobeńım, maticovou normou pocházej́ıćı z L(Cn, ‖·‖2) a standardńı
involućı, která každé matici přǐrad́ı matici adjungovanou (tj., matici komplexně
sdruženou k transponované matici).
• Je-li G komutativńı grupa, `1(G) znač́ı standardńı konvolučńı algebru (viz Př́ıklad

12 k Banachových algebrám). Př́ıklady grup, na které se to použ́ıvá, jsou Z, Zn
(= {0, . . . , n−1} se sč́ıtáńım modulo n) nebo Zm×Zn (součin dvou grup, operace
jsou definovány po souřadnićıch).
• Lokálně kompaktńı prostor ∆(A) (tj. multiplikativńı funkcionály na A opatřené

slabou* topologíı; pro algebry s jednotkou je tento prostor kompaktńı) je třeba
nalézt pomoćı analýzy př́ıslušné algebry. Lze použ́ıt následuj́ıćı známé popisy:
◦ ∆(C(K)) (kde K je kompaktńı prostor) je tvořen evaluačńımi funkcionály
f 7→ f(t) pro t ∈ K (tj. Diracovými mı́rami). Tedy, ∆(C(K)) je kanonicky
homeomorfńı K. Totéž plat́ı pro ∆(C0(T )), kde T je lokálně kompaktńı.
◦ ∆(`1(G)) je tvořen grupovými homorphismy ϕ : G → T (tj. funkcemi ϕ :
G → T splňuj́ıćımi ϕ(g1 + g2) = ϕ(g1)ϕ(g2) pro g1, g2 ∈ G) jako prvky
`∞(G) = (`1(G))∗ (s využit́ım standardńı duality).
◦ Speciálně, ∆(`1(Z)) lze ztotožnit s T, kde každému λ ∈ T odpov́ıdá homor-

phismus ϕλ(n) = λn, n ∈ Z.
◦ ∆(L1(R)) lze ztotožnit s R, kde každému t ∈ R odpov́ıdá funkce ϕt(x) = eitx,
x ∈ R, jako prvek L∞(R) = (L1(R))∗.

• K výpočtu spektra lze použ́ıt definici nebo Gelfandovu transformaci (př́ıslušný
obor hodnot).
• K určeńı, zda komutativńı Banachova algebra je izomorfńı nebo izometrická C∗-

algebře, lze použ́ıt Gelfandovu transformaci. (Je izomorfńı, právě když Gelfandova
transformace je prostá a na; izometrická, právě když nav́ıc je Gelfandova trans-
formace izometrie.)
• Př́ıklady je třeba rezervovat e-mailem. Rezervace bude potvrzena uvedeńım č́ısla

problému u daného studenta v SISu. Poku př́ıklad již neńı volný, upozorńım stu-
denta v odpovědi na jeho e-mail. V rezervačńım e-mailu je možné uvést v́ıce
př́ıklad̊u, v pořad́ı odpov́ıdaj́ıćım preferenćım studenta. Rezervuji prvńı z nich,
který je dosud volný.
• Pokud se někomu zdá jeho úkol neřešitelný, př́ılǐs obt́ıžný, nejasný atp., necht’ se

ozve. Dotazy, vysvětleńı či konzultace jsou možné.
• Doporučený termı́n odevzdáńı: 21.12.2018



Př́ıklad č. 1 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’

A =


a b c

0 a 0
0 0 a

 ; a, b, c ∈ C


jako podprostor maticové algebry M3 opatřený standardńı maticovou normou.

(1) Ukažte, že A je komutativńı Banachova podalgebra M3.
(2) Najděte ∆(A) a popǐste Gelfandovu transformaci A.
(3) Je A izomorfńı C∗-algebře?
(4) Spočtěte spektrum a rezolventńı funkci obecného prvku A.

(5) Necht’ x ∈ A a necht’ f je funkce holomorfńı na okoĺı σ(x). Spočtěte f̃(x).

Př́ıklad č. 2 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’

A =



a 0 0 0
0 0 0 b
0 0 0 c
0 0 0 0

 ; a, b, c ∈ C


jako podprostor maticové algebry M4 opatřený standardńı maticovou normou.

(1) Ukažte, že A je komutativńı Banachova podalgebra M4. Má A jednotku?
(2) Najděte ∆(A) a popǐste Gelfandovu transformaci A.
(3) Je A izomorfńı C∗-algebře?
(4) Spočtěte spektrum obecného prvku A.

Př́ıklad č. 3 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’ A = `1(Z2 × Z4) je opatřený konvolućı (jako násobeńım).

(1) Najděte ∆(A) a popǐste Gelfandovu transformaci A.
(2) Existuje involuce na A taková, aby A byla C∗-algebra?
(3) Je A izomorfńı C∗-algebře?
(4) Spočtěte spektrum a rezolventńı funkci obecného prvku A.

Př́ıklad č. 4 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’ p ∈ [1,∞) a necht’ A = `p je opatřený bodovým násobeńım.

(1) Ukažte, že A je komutativńı Banachova algebra. Má jednotku?
(2) Najděte ∆(A) a popǐste Gelfandovu transformaci A.
(3) Je A izomorfńı C∗-algebře?
(4) Spočtěte spektrum obecného prvku A.



Př́ıklad č. 5 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’

A = c0(N; `1(Z2)) =
{

(xn)∞n=1; (∀n ∈ N : xn ∈ `1(Z2)) & lim
n→∞

‖xn‖1 = 0
}

je opatřený normou a násobeńım danými vzorci

‖(xn)∞n=1‖A = sup
n∈N
‖xn‖1 , (xn)∞n=1 · (yn)∞n=1 = (xn ∗ yn)∞n=1, (xn)∞n=1, (yn)∞n=1 ∈ A.

(1) Ukažte, že A je komutativńı Banachova algebra. Má A jednotku?
(2) Najděte ∆(A) a popǐste Gelfandovu transformaci A.
(3) Existuje involuce na A taková, aby A byla C∗-algebra?
(4) Je A izomorfńı C∗-algebře?
(5) Spočtěte spektrum obecného prvku A.

Př́ıklad č. 6 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’

A = C([0, 1], `1(Z2)) = {f : [0, 1]→ `1(Z2); f je spojitá}
je opatřený normou a násobeńım danými vzorci

‖f‖A = sup
t∈[0,1]

‖f(t)‖1 , (f · g)(t) = f(t) ∗ g(t), t ∈ [0, 1], f, g ∈ A.

(1) Ukažte, že A je komutativńı Banachova algebra. Má A jednotku?
(2) Najděte ∆(A) a popǐste Gelfandovu transformaci A.
(3) Existuje involuce na A taková, aby A byla C∗-algebra?
(4) Je A izomorfńı C∗-algebře?
(5) Spočtěte spektrum a rezolventńı funkci obecného prvku A.

Př́ıklad č. 7 [ VOLNÝ]
Necht’

A = `1(Z; c0) =

{
(xn)n∈Z; (∀n ∈ N : xn ∈ c0) &

∑
n∈Z

‖xn‖∞ <∞

}
je opatřený normou a násobeńım danými vzorci

‖(xn)n∈Z‖A =
∞∑
n∈Z

‖xn‖∞ , (xn)n∈Z∗(yn)n∈Z =

(∑
k∈Z

xk · yn−k

)
n∈Z

, (xn)n∈Z, (yn)n∈Z ∈ A,

kde násobeńı on c0 je bodové.

(1) Ukažte, že A je komutativńı Banachova algebra. Má A jednotku?
(2) Najděte ∆(A) a popǐste Gelfandovu transformaci A.
(3) Je A izomorfńı C∗-algebře?
(4) Spočtěte spektrum obecného prvku A.

Př́ıklad č. 8 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’ A = L1(R; c0) je Lebesgue-Bochner̊uv prostor. Necht’ A je opatřený násobeńım
daným vzorcem

(f ∗ g)(x) = (B)

∫
R
f(y)g(x− y) dy, x ∈ R,f , g ∈ A,

kde násobeńı on c0 je bodové.

(1) Ukažte, že A je komutativńı Banachova algebra. Má A jednotku?
(2) Najděte ∆(A) a popǐste Gelfandovu transformaci A.
(3) Je A izomorfńı C∗-algebře?
(4) Spočtěte spektrum obecného prvku A.



Př́ıklad č. 9 [ VOLNÝ]
Necht’ A = `1(Z3)× C([0, 1]) je opatřený normou a násobeńı danými vzorci

‖(x, f)‖A = max{‖x‖1 , ‖f‖∞}, (x, f) · (y, g) = (x ∗ y, f · g), (x, f)(y, g) ∈ A,
kde the násobeńı on C([0, 1]) je bodové.

(1) Ukažte, že A je komutativńı Banachova algebra. Má A jednotku?
(2) Najděte ∆(A) a popǐste Gelfandovu transformaci A.
(3) Existuje involuce na A taková, aby A byla C∗-algebra?
(4) Je A izomorfńı C∗-algebře?
(5) Spočtěte spektrum a rezolventńı funkci obecného prvku A.

Př́ıklad č. 10 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’ A = C1([0, 1]) je prostor (komplexńıch) spojitých funkćı na [0, 1], jejichž derivace je
spojitá na (0, 1) a má vlastńı jednostranné limity v krajńıch bodech, opatřený bodovým
násobeńım a standardńı normou

‖f‖A = ‖f‖∞ + ‖f ′‖∞ f ∈ A.
(1) Ukažte, že A je komutativńı Banachova algebra. Má A jednotku?
(2) Existuje involuce na A taková, aby A byla C∗-algebra?
(3) Spočtěte spektrum a rezolventńı funkci obecného prvku A.
(4) Najděte ∆(A) a popǐste Gelfandovu transformaci A.
(5) Je A izomorfńı C∗-algebře?

Př́ıklad č. 11 [ VOLNÝ]
Necht’ Ω ⊂ C je omezená otevřená množina a necht’ ∂Ω znač́ı jej́ı hranici. Necht’ A = C(∂Ω)
a

B = {f ∈ A;∃g ∈ C(Ω) : g|∂Ω = f & g|Ω je holomorfńı}.
(1) Ukažte, že B je uzavřená podalgebra Banachovy algebry A obsahuj́ıćı jednotku A.
(2) Pro f ∈ B určete σA(f) a σB(f).
(3) Najděte ∆(B) a popǐste Gelfandovu transformaci B.

Př́ıklad č. 12 [ VOLNÝ]
Necht’

A = c(N;M2) =
{

(xn)∞n=1; (∀n ∈ N : xn ∈M2) & lim
n→∞

xn existuje v M2

}
je opatřený normou a násobeńı danými vzorci

‖(xn)∞n=1‖A = sup
n∈N
‖xn‖M2

, (xn)∞n=1 · (yn)∞n=1 = (xn · yn)∞n=1, (xn)∞n=1, (yn)∞n=1 ∈ A,

kde M2 je opatřený standardńı maticovou normou a maticovým násobeńım.

(1) Ukažte, že A je Banachova algebra. Má jednotku? Je komutativńı?
(2) Spočtěte spektrum a rezolventńı funkci obecného prvku A.
(3) Existuje involuce na A taková, aby A byla C∗-algebra?



Př́ıklad č. 13 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’

A = M2(C([0, 1])) =

{(
f11 f12

f21 f22

)
; fij ∈ C([0, 1]) pro i, j = 1, 2

}
je opatřený maticovým násobeńım, tj.(

f11 f12

f21 f22

)
·
(
g11 g12

g21 g22

)
=

(
f11 · g11 + f12 · g21 f11 · g12 + f12 · g22

f21 · g11 + f22 · g21 f21 · g12 + f22 · g22

)
kde C([0, 1]) je opatřený bodovým násobeńı.

(1) Najděte normu a involuci na A, aby A byla C∗-algebra.
(2) Má A jednotku? Je komutativńı?
(3) Spočtěte spektrum a rezolventńı funkci obecného prvku A.

Př́ıklad č. 14 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’

A = M2(`1(Z2)) =

{(
x11 x12

x21 x22

)
;xij ∈ `1(Z2) pro i, j = 1, 2

}
je opatřený maticovým násobeńım, tj.(

x11 x12

x21 x22

)
·
(
y11 y12

y21 y22

)
=

(
x11 ∗ y11 + x12 ∗ y21 x11 ∗ y12 + x12 ∗ y22

x21 ∗ y11 + x22 ∗ y21 x21 ∗ y12 + x22 ∗ y22

)
.

(1) Ukažte, že A je algebra s jednotkou. Je komutativńı?
(2) Najděte normu on A taková, aby A byla Banachova algebra a aby norma jednotky

byla 1.
(3) Spočtěte spektrum a rezolventńı funkci obecného prvku A.

Př́ıklad č. 15 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’ A = `1(N0) se standardńı normou a s násobeńım definovaným vzorcem

(xn)∞n=0 ∗ (yn)∞n=0 =

(
n∑
k=0

xkyn−k

)∞
n=0

.

(1) Ukažte, že A je komutativńı Banachova algebra. Má A jednotku?
(2) Najděte ∆(A) a popǐste Gelfandovu transformaci A.
(3) Je A izomorfńı C∗-algebře?
(4) Spočtěte spektrum obecného prvku A.

Př́ıklad č. 16 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’ A = `1(N) se standardńı normou a s násobeńım definovaným vzorcem

(xn)∞n=1 ∗ (yn)∞n=1 =

(∑
k·l=n

xkyl

)∞
n=1

.

(1) Ukažte, že A je komutativńı Banachova algebra. Má A jednotku?
(2) Najděte ∆(A) a popǐste Gelfandovu transformaci A.
(3) Je A izomorfńı C∗-algebře?
(4) Spočtěte spektrum obecného prvku A.



Př́ıklad č. 17 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’

A =



a b c d
0 a b c
0 0 a b
0 0 0 a

 ; a, b, c, d ∈ C


jako podprostor maticové algebry M4 opatřený standardńı maticovou normou.

(1) Ukažte, že A je komutativńı Banachova podalgebra M4. Má A jednotku?
(2) Najděte ∆(A) a popǐste Gelfandovu transformaci A.
(3) Je A izomorfńı C∗-algebře?
(4) Spočtěte spektrum obecného prvku A.

Př́ıklad č. 18 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’

A =




a 0 0 c d
0 a 0 0 c
0 0 b 0 0
0 0 0 a 0
0 0 0 0 a

 ; a, b, c, d ∈ C


jako podprostor maticové algebry M5 opatřený standardńı maticovou normou.

(1) Ukažte, že A je komutativńı Banachova podalgebra M5. Má A jednotku?
(2) Najděte ∆(A) a popǐste Gelfandovu transformaci A.
(3) Je A izomorfńı C∗-algebře?
(4) Spočtěte spektrum obecného prvku A.


