FUNKCIONALNI ANALYZA 1

ZIMNI SEMESTER 2018/2019

ZAPOCTOVE ULOHY — DRUHA SADA

Obecné poznamky:

e Vsechna tvrzeni a vSechny vypocty musi byt srozumitelné zdivodnéné. Pro tento
ucel je mozné vyuzit znalosti z prednésky (o Banachovych algebrach i z predchozich
kapitol) a také znalosti z bakaldrskych kurzu matematiky (véetné komplexni analyzy
— Cauchyova véta, Cauchyuv vzorec, princip maxima modulu aj.).

e Odevzdana feseni musi byt rucné psand, nikoli tiSténa.

e M, je standardni maticova algebra komplexnich matic typu n x n opatfend ma-
ticovym ndsobenim, maticovou normou pochézejici z L(C", |-||,) a standardni
involuci, kterd kazdé matici prifadi matici adjungovanou (tj., matici komplexné
sdruzenou k transponované matici).

e Je-li G komutativni grupa, ¢*(G) znaci standardni konvoluéni algebru (viz Pifklad
12 k Banachovych algebrdm). Piiklady grup, na které se to pouziva, jsou Z, Z,
(=10, ...,n—1} se s¢itdnim modulo n) nebo Z,, x Z, (souc¢in dvou grup, operace
jsou definovany po soufadnicich).

e Lokélné kompaktni prostor A(A) (tj. multiplikativni funkcionaly na A opatfené
slabou™ topologii; pro algebry s jednotkou je tento prostor kompaktni) je tieba
nalézt pomoci analyzy prislusné algebry. Lze pouzit nasledujici znamé popisy:

o A(C(K)) (kde K je kompaktni prostor) je tvofen evaluacnimi funkcionély
f— f(t) prot € K (tj. Diracovymi mirami). Tedy, A(C(K)) je kanonicky
homeomorfni K. Totéz plati pro A(Cy(T")), kde T je lokalné kompaktni.

o A(fY(Q)) je tvofen grupovymi homorphismy ¢ : G — T (tj. funkcemi ¢ :
G — T splitujicimi (g1 + g2) = ©(g1)p(g2) pro g1,92 € G) jako prvky
(=(G) = ((1(@))* (s vyuzitim standardn{ duality).

o Specidlng, A(¢Y(Z)) lze ztotoznit s T, kde kazdému X € T odpovidd homor-
phismus py(n) = A", n € Z.

o A(LY(R)) lze ztotoznit s R, kde kazdému ¢ € R odpovida funkce ¢;(z) = €',
z € R, jako prvek L=(R) = (L'(R))*.

e K vypoctu spektra lze pouzit definici nebo Gelfandovu transformaci (ptislusny
obor hodnot).

e K urceni, zda komutativni Banachova algebra je izomorfni nebo izometricka C*-
algebte, lze pouzit Gelfandovu transformaci. (Je izomorfni, pravé kdyz Gelfandova
transformace je prosta a na; izometricka, pravé kdyz navic je Gelfandova trans-
formace izometrie.)

e Piiklady je tfeba rezervovat e-mailem. Rezervace bude potvrzena uvedenim ¢isla
problému u daného studenta v SISu. Poku ptiklad jiz neni volny, upozornim stu-
denta v odpovédi na jeho e-mail. V rezervaénim e-mailu je mozné uvést vice
prikladt, v potadi odpovidajicim preferencim studenta. Rezervuji prvni z nich,
ktery je dosud volny.

e Pokud se nékomu zd4 jeho tikol nefesitelny, piilis obtiZny, nejasny atp., necht se
ozve. Dotazy, vysvétleni ¢i konzultace jsou mozné.

e Doporuceny termin odevzdani: 21.12.2018



Piiklad ¢&. 1 [JIZ REZERVOVAN]
Necht
A pu—

b
a ca,b,ce C
0

o O R
QL OO

jako podprostor maticové algebry Mj opatfeny standardni maticovou normou.
(1) Ukazte, ze A je komutativni Banachova podalgebra Ms.

(2) Najdete A(A) a popiste Gelfandovu transformaci A.
(3) Je A izomorfni C*-algebie?
(4) Spoctéte spektrum a rezolventni funkci obecného prvku A. i
(5) Necht € A a necht f je funkce holomorfni na okoli o(x). Spoctéte f(x).
Piiklad €. 2 [JIZ REZERVOVAN]
Necht
a 0 0 0
0000
A= 00 0 ¢ ;a,b,c e C
0000

jako podprostor maticové algebry M, opatfeny standardni maticovou normou.

(1) Ukazte, ze A je komutativni Banachova podalgebra My. Ma A jednotku?
(2) Najdete A(A) a popiste Gelfandovu transformaci A.

(3) Je A izomorfni C*-algebie?

(4) Spoctéte spektrum obecného prvku A.

Pifklad ¢. 3 [J1Z REZERVOVAN]
Necht A = (1(Zy x Z4) je opatieny konvoluci (jako ndsobenim).

(1
(2
(3
(4

Piiklad &. 4 [JIZ REZERVOVAN]
Necht p € [1,00) a necht A = ¢ je opatieny bodovym ndsobenim.

(1

(2
(3
(4

Najdéte A(A) a popiste Gelfandovu transformaci A.
Existuje involuce na A takova, aby A byla C*-algebra?

Je A izomorfni C*-algebie?

Spoctéte spektrum a rezolventni funkei obecného prvku A.

\_/\_/\_/\_/

) Ukazte, ze A je komutativni Banachova algebra. Ma jednotku?
) NaJdete A(A) a popiste Gelfandovu transformaci A.

) Je A izomorfni C*-algebie?
) Spoctéte spektrum obecného prvku A.



Piiklad ¢. 5  [JIZ REZERVOVAN]
Necht

A= (N 0(Z2)) = { (@0)i25 (v € N @y € (1(Z)) & Tim [}, =0}
n—oo
je opatfeny normou a nasobenim danymi vzorci
[(n)nZilla = sup [@nlly s (@a)niy - (Un)ois = (@n * Yp)nle,  (®n)nly, (Yn)ner € A

(1) Ukazte, ze A je komutativni Banachova algebra. Md A jednotku?
(2) NaJdete A(A) a popiste Gelfandovu transformaci A.

(3) Existuje involuce na A takova, aby A byla C*-algebra?

(4) Je A izomorfni C*-algebie?

5) Spoctéte spektrum obecného prvku A.

(

Piiklad ¢. 6  [JIZ REZERVOVAN]
Necht
A=C([0,1],61(Z2)) = {f : [0,1] = €1(Zs); [ je spojitd}

je opatfeny normou a nasobenim danymi vzorci

1flls = S LF@OIls (F-9)(t) = f{t) xg(t), t€[0,1],f,9€ A

(1) Ukazte, ze A je komutativni Banachova algebra. Ma A jednotku?
(2) Najdete A(A) a popiste Gelfandovu transformaci A.

(3) Existuje involuce na A takovd, aby A byla C*-algebra?

(4) Je A izomorfni C*-algebie?

(5) Spoctéte spektrum a rezolventni funkci obecného prvku A.
Piiklad &. 7 [ VOLNY]

Necht
A=0"Z;co) = {(a)n)nez; (VneN:x, € ) &Z x|l < oo}

nez
je opatifeny normou a nasobenim danymi vzorci

[(@n)nezll4 = Z [Tnllo s (®n)nez*(Yp)nez = (Z Lk - yn—k) y (®n)nez, (Yn)nez € A,
nez

nezZ keZ
kde nasobeni on ¢q je bodové.

) Ukazte, ze A je komutativni Banachova algebra. Ma A jednotku?
) Najdéte A(A) a popiste Gelfandovu transformaci A.

) Je A izomorfni C*-algebte?

) Spoctéte spektrum obecného prvku A.

(1
(2
(3
(4

Piiklad &. 8  [J1Z REZERVOVAN]
Necht A = L'(R;c) je Lebesgue-Bochneruv prostor. Necht A je opatieny ndsobenim
danym vzorcem

(f *g)(a /f Yy, zcR f.geA

kde nasobeni on ¢ je bodové.

(1) Ukazte, ze A je komutativni Banachova algebra. M4 A jednotku?
(2) Najdéete A(A) a popiste Gelfandovu transformaci A.

(3) Je A izomorfni C*-algebie?

(4) Spoctéte spektrum obecného prvku A.



Piiklad €. 9 [ VOLNY]
Necht A = ¢1(Z3) x C([0,1]) je opatieny normou a nasoben{ danymi vzorci

[, Il 4 = max{llzl[,, [fllc} (@,0)-(y.9) = (@*y, f-9), (= [)(y,9) €A,
kde the nasobeni on C([0,1]) je bodové.
1) Ukazte, ze A je komutativni Banachova algebra. Ma A jednotku?
2) Najdéte A(A) a popiste Gelfandovu transformaci A.
3) Existuje involuce na A takova, aby A byla C*-algebra?
4) Je A izomorfni C*-algebie?
5) Spoctéte spektrum a rezolventni funkei obecného prvku A.

Piiklad €. 10  [JIZ REZERVOVAN]

Necht A = C*([0,1]) je prostor (komplexnich) spojitych funkei na [0, 1], jejichz derivace je
spojitd na (0,1) a ma vlastni jednostranné limity v krajnich bodech, opatfeny bodovym
nasobenim a standardni normou

1Ala =1l + 1 e fEA

(1) Ukazte, ze A je komutativni Banachova algebra. Ma A jednotku?
(2) Existuje involuce na A takové, aby A byla C*-algebra?

(3) Spoctéte spektrum a rezolventni funkci obecného prvku A.

(4) Najdete A(A) a popiste Gelfandovu transformaci A.

(5)

Je A izomorfni C*-algebte?
Priklad ¢. 11 [ VOLNY]
Necht Q C C je omezend oteviend mnozina a necht 92 znacf jeji hranici. Necht A = C(99)
a
B={f€A;3g€CQ):gloa = f & g|a je holomorfni}.

(1) Ukazte, ze B je uzaviena podalgebra Banachovy algebry A obsahujici jednotku A.

(2) Pro f € B urcete o4(f) a op(f).

(3) Najdéete A(B) a popiste Gelfandovu transformaci B.

Piiklad ¢ 12 [ VOLNY]
Necht

A =c¢(N; M) = {(wn)n s(VneN:x, € M) & l1m x, existuje v Mg}
je opatfeny normou a nasobeni danymi vzorci
[(@n)nzilla = sup 1Znllas, » (®n)aZy - U)oz = (®n - Yn)oZe, (®n)aZy, (Un)nts € A,

kde M, je opatieny standardni maticovou normou a maticovym nasobenim.

(1) Ukazte, ze A je Banachova algebra. Ma jednotku? Je komutativni?
(2) Spoctéte spektrum a rezolventni funkci obecného prvku A.
(3) Existuje involuce na A takova, aby A byla C*-algebra?



Piiklad €. 13 [JIZ REZERVOVAN]
Necht

A=n(e(o,) = (4 12) gy e co1) proi,j= 1,2
Jar foo
je opatifeny maticovym nasobenim, t;j.
Ju S f9u g2} _ (fu-gut fizcga fu- g2+ fiz 9o
Jar Sz 921 G22 Jor g1+ fa2 921 far - Gi2 + fo2 - goo

[0, 1]) je opatfeny bodovym nésobeni.

Ma A jednotku? Je komutatwnﬁ

(

) Najdéte normu a involuci na A, aby A byla C*-algebra.

)

3) Spoctéte spektrum a rezolventni funkei obecného prvku A.

Priklad ¢. 14 [JIZ REZERVOVAN]
Necht

A= Mg(gl(Zg)) = {(.’1}'11 51312) y Lij € gl(Zg) pro Z,j = 1, 2}

Lo1 L22
je opatfeny maticovym nasobenim, tj.
Tt T2\ (Y11 Y12\ _ (T * Yt T2 ¥ Yo Tk Yip t T2k Yoo
Tl T2 Yo Yoo To1 ¥ Y11 T Loz ¥ Yo X1 * Ypo + T2z * Yoo

(1) Ukazte, ze A je algebra s jednotkou. Je komutativni?

(2) Najdéte normu on A takova, aby A byla Banachova algebra a aby norma jednotky
byla 1.

(3) Spoctéte spektrum a rezolventni funkci obecného prvku A.

Piiklad €. 15  [JIZ REZERVOVAN]
Necht A = ¢(!(Ny) se standardni normou a s nasobenim definovanym vzorcem

(Tn)meo * (Yn)oo = (Z fk?Jn—k)

k=0 n=0
) Ukazte, ze A je komutativni Banachova algebra. Ma A jednotku?
) Najdéte A(A) a popiste Gelfandovu transformaci A.
)
)

(
(
(
(

Priklad ¢. 16 [JIZ REZERVOVAN]
Necht A = ¢!(N) se standardnf normou a s nasobenim definovanym vzorcem

(Tn oy * (Yn)ozr = (Z xkyl>

k-l=n

Je A izomorfni C*-algebie?

1
2
3
4) Spoctéte spektrum obecného prvku A.

n=1

(1) Ukazte, ze A je komutativni Banachova algebra. M& A jednotku?
(2) Najdete A(A) a popiste Gelfandovu transformaci A.

(3) Je A izomorfni C*-algebie?

(4) Spoctéte spektrum obecného prvku A.



Piiklad €. 17 [JIZ REZERVOVAN]
Necht

A= ca,b,c,d e C

S O R
o
[SEES e
0 X

000 a
jako podprostor maticové algebry M, opatfeny standardni maticovou normou.

(1) Ukazte, ze A je komutativni Banachova podalgebra My. M4 A jednotku?
(2) Najdete A(A) a popiste Gelfandovu transformaci A.

(3) Je A izomorfni C*-algebie?

(4) Spoctéte spektrum obecného prvku A.

Priklad ¢. 18 [JIZ REZERVOVAN]
Necht

ca,b,c,d e C

o ot OO
Q@ OO0
OO 0O X

0
a
0
0

e
I
cocoocoe

0 00 a
jako podprostor maticové algebry Ms5 opatieny standardni maticovou normou.
(1) Ukazte, ze A je komutativni Banachova podalgebra Ms. M4 A jednotku?
Najdéte A(A) a popiste Gelfandovu transformaci A.

(2)
(3) Je A izomorfni C*-algebie?
(4) Spoctéte spektrum obecného prvku A.



