V1. Slabé topologie
VI.1 Obecné slabé topologie a dualita

Definice. Necht X je vektorovy prostor nad F.

e Symbolem X# znac¢ime algebraicky dual prostoru X, tj. vektorovy prostor
vSech linearnich funkcionalt f : X — F.
e Necht M C X# je neprazdna mnozina. Pak symbolem o(X, M) znac¢ime
topologii na X, které je generovana systémem pseudonorem
{ = [f(x)l; f e M}

Nazyvame ji slabou topologii generovanou M .

Véticka 1.

(1) Prostor X opatieny topologii (X, M) je LCS.

(2) Topologie o(X, M) je Hausdorffova, pravé kdyz M oddéluje body X, tj.,
praveé kdyz pro kazdé x € X \ {o} existuje f € M spliujici f(x) # 0.

(3) Funkcionaly z M jsou spojité na (X, o (X, M)).

(4) o(X, M) je nejslabsi (tj. nejmensi) topologie na X, vii¢i niz jsou vSechny
funkcionaly z M spojité.

(5) o(X, M) = o(X,span M).

(6) Necht T je topologicky prostor a F' : T — X libovolné zobrazeni. Pak
F je spojité zobrazeni T do (X,o(X, M)), pravé kdyz pro kazdé f € M
je f o F spojité na T

Priklady 2.

(1) Necht X je LCS. Pak X* cC X7, topologii o(X, X*) nazyvame slabou
topologii prostoru X, nékdy ji znacime téz symbolem w. Je-li X Haus-
dorftiav, je i topologie (X, X™*) Hausdorffova.

(2) Necht X je LCS. Definujme zobrazeni » : X — (X*)# piedpisem

w#(z)(f) = flz), feX" zeX.
Pak »(X) je podprostor (X*)# oddélujici body X*, a tedy topologie
o(X*, »%(X)) je Hausdorffova. Nazyva se slaba* topologie prostoru X*,
znaci se o(X™*, X) nebo také w*. Je-li X Hausdorffiiv, je zobrazeni s
prosté.

(3) NechtT je neprazdné mnozina a prostor F! je opatien souc¢inovou topo-
logii (viz Piiklad V.1(2)). Soucinové topologie je rovna o(F'', M), kde

M =A{x — x(y);y €T}



(4) Necht T je topologicky prostor a C(T,F) vektorovy prostor spojitych

funkci na T. Prot € T definujme funkcionél ¢, € C(T,F)# predpisem
er(f) = f(t), [feC(T,F)

Pak M = {ey;t € T} je podmnozina C(T,F)# oddélujici body C(T,F),

topologie o(C(T,F), M) je tedy Hausdorffova. Nazyva se topologii bodové

konvergence, znaci se 7, nebo 7,(T).

(5) Pri znaceni z predchozicho bodu necht navic D C T je neprazdna pod-
mnozina a Mp = {e4t € D}. Topologie o(C(T,F), Mp) se nazyva
topologii bodové konvergence na mnoZin€ D, znaci se 7,(D). Je-li D husta
v T, pak je topologie 1,(D) Hausdorffova.

Lemma 3. Necht X je vektorovy prostor, f, fi,..., fx € X7. Pak nasledujici
podminky jsou ekvivalentni:

(i) fespan{fi,..., fr};
(ii) 3C >0V € X : |f(x)] < C - max{|fi(2)], ..., [fe(@)|};

(iii) ﬂ§:1 Ker f; C Ker f.

Véta 4. Necht X je vektorovy prostor a M C X# neprazdnd mnozina. Pak
(X,0(X,M))* =span M.

Dusledek 5.

(a) Necht X je LCS a f € X*. Pak f je spojity na X (tj. f € X*), pravé
kdyz je slabé spojity (tj. o(X, X™)-spojity) na X.

(b) Necht X je LCS. Pak (X*,0(X*, X))* = »(X) (viz Priklad 2(2)).

(c) Necht X je normovany linearni prostor a f € X**. Pak f € »(X) (kde
»x: X — X** je kanonické vnoreni), pravé kdyz f je slabé® spojity (t;.
o(X*, X) spojity) na X*.

Poznamka: Slabé topologie jsou z definice lokalné konvexni. Nicméné i pro
TVS tento oddil néco rika:

e Je-li X TVS, Ize slabou topologii na X definovat jako o(X, X™*) stejné
jako v pripadé LCS. Slaba topologie je pak lokalné konvexni, ale nemusi
byt Hausdorffova, ani kdyz X je Hausdorffiv.

e Je-li X TVS, lze definovat zobrazeni s jako vysSe a slabou™ topologii na
X* jako o(X*, »(X)). Slabd* topologie je pak lokdlné konvexni a Haus-
dorffova. Ale uzitecnost takového pojmu je omezena, protoze dual X*
muze byt velmi maly (i trividlni, viz zédvéreéné poznamky v oddilu V.6).
Kromé toho zobrazeni s nemusi byt prosté, ani kdyz X je Hausdorfftv.

e Body (a) a (b) Dusledku 5 plati i pro TVS (se stejnym dikazem).



