FUNKCIONALNI ANALYZA 1

PRIKLADY PRO POROZUMENI LATCE — ZS 2023,/2024

PRIKLADY KE KAPITOLE VII

K oppiLu VII.1 — TESTOVACI FUNKCE A SLABE DERIVACE
Priklad 1. Oznacme
W((a,b)) = {f € L,.((a,b)); f ma slabou derivaci v L{, ((a,b))}.
Pro f € W((a,b)) necht f” znaci slabou derivaci funkce f. Necht p € [1, o0]. Necht
Wh((a,b)) = {f € W((a,b)); f € L"((a,1)) a f" € L"((a,)))}.
Pro f € W' polozme
il = {<||f||z +HIFIR  jelip <o
max{|[fllo: [/'ls}, Jeli p= oo

Ukazte, ze (W"P((a,b)), ||[l;,) je Banachuv prostor a ze v piipadé p = 2 je to Hilbertuv
prostor.

Navod: Ukazte, ze f + (f, f') je izometrie WP ((a,b)) na uzavieny podprostor (LP((a,b)) x
L2 ((a, b)), [I]],,)-

Priklad 2. Ukazte, ze prostor W1((0,1)) je izomorfni prostoru AC([0,1]) z Prikladu
.15 (viz Uvod do funkciondlni analyzy, piiklady ke kapitole I).

Navod: Pouzijte Vétu VIL4(b) z prednasky.

Priklad 3. Ukazte, ze funkce ttidy C* na [a,b] tvoii husty podprostor W'?((a,b)) pro
kazdé p € [1, 00).

Navod: Necht f € WYP((a,b)). S vyuzitim Lemmatu VIL 1 z predndsky aproximujte f' pomoci
testovact funkce a vezméte vhodnou primitivni funkci k této testovaci funkci.

Priklad 4. Ukazte, ze 2((0,1)) neni husty podprostor Wh1((0,1)).
Navod: Uwazte funkci konstanté rovnou jedné.

Priklad 5. Ukazte, ze funkce f(t) = log|t| pati{ do L _(R), ale nemé slabou derivaci v
Li (R).

loc

Navod: Pokud by funkce g € LL (R) byla slabou derivaci f na R, pak 9l(0,00) by byla slabou
derivact fl(o,00) na (0,00).

Piiklad 6. (1) Ukazte, ze kazda f € Li.((a,b)) je slabou derivaci néjaké spojité
funkce na (a,b).
(2) Ukazte, ze kazda znaménkové ¢i komplexni reguldrni borelovskd mira na (a,b) je
slabou derivaci néjaké zprava spojité funkce na (a, b).
(3) Ukazte, ze znaménkova ¢i komplexni reguldrni borelovska mira p na (a, b) je slabou
derivaci néjaké spojité funkce na (a, b), prave kdyz u({z}) = 0 pro kazdé x € (a,b).
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Piiklad 7. Spoctéte slabou derivaci néasledujicich funkci na R. V kterych piipadech je
slabou derivaci opét funkce a ve kterych néjakd mira na R?

(1) f(x) = |z], z € R;
(2) X (0,00) 5
(3) X(0,1);
(4) Cantorova funkce.

Piiklad 8. Najdéte takovou spojitou funkei na [0,1], ze zadnd mira na (0,1) neni jeji
slabou derivaci.
Piiklad 9. Pro kazdé n € N najdéte funkci ¢, € Z(R) takovou, ze ¢,(0) = ¢/, (0) =
=l (0) =026 (0) £0.
Navod: Zvolte vy (x) = z™(x) pro vhodné 1.
Piiklad 10. Pro kazdy multiindex o € Ng najdéte ¢, € 2(R?), pro kterou plati
DPp,(0) = 0 pro kazdé 8 < a a D%p,(0) # 0.
Navod: Zwolte po(x) = x*(x) pro vhodné 1.
Priklad 11. Necht ¢ € Z(R) a a € R. Ukazte, ze funkce
2020z e R\ {a},
bx) =9 _
gp (a)u r=a
patif do Z(R).
Navod: Ukazte, Ze (x fo (a +t(z —a)) dt, x € R, a pouZijte vétu o derivaci podle
parametru.
Piiklad 12. Necht ¢ € Z(R) a a € R spliuji p(a) = 0. Ukazte, ze existuje takova
v e DR), ze p(x) = (x — a)Y(x) pro xz € R.
Navod: PouZijte predchozi priklad.

K opDiLU VII.2 — DISTRIBUCE A OPERACE S NIMI

Priklad 13. Najdéte posloupnost (p,) C Z(R) takovou, ze pro kazdé k € Ny je gogg) =0
na R, ale ¢, nekonverguje k nule v Z(R).

Piiklad 14. Najdéte posloupnost (¢,) C 2((0,1)) takovou, ze pro kazdé k € Ny je
o = 0 na (0,1), ale ¢,, nekonverguje k nule v 2((0,1)).

Piiklad 15. Pro ¢ € Z(R) definujme
it () * elz)
Ayalp) = 51—1>%l+ (/_ x de +/€ x do

(1) Ukazte, ze A1/, je distribuce na R.

(2) Ukazte, ze Al/m’_@((o,w)) je tvaru Af, kde f € LIOC((O,OO)) (t]. A1/1|_@((07OO)) je
regularni distribuce), ale A/, neni regularni distribuce (tj., neni tvaru Ay, kde
f S LIOC(R))

(3) Ukazte, ze Ay, je derivaci regularni distribuce Ay, kde g(z) = log|z|.

(4) Spoctéte derivaci distribuce A4/, .

(5) Ukazte, ze distribuce Ay/, je fadu 1 (a neni radu 0).

Navod: (5) Pro dikaz, Ze je Fadu nejvyse 1, pouZigte bod (8). Pro diukaz, Ze neni fadu 0 pouZijte
definici a (napriklad) kompaktni mnoZinu [0, 1].



Piiklad 16. Necht Ay, je distribuce z predchoziho piikladu, &y je Diracova mira nesend
vuule a f(z) =z, r € R.
(1) Ukazte, ze f - A/ = Ay
(2) Ukazte, ze f - Asy = 0.
(3) Ukazte, ze na 2'(R) nelze zavést asociativni nasobeni, aby spliiovalo A;-U = f-U
pro f € C*(R) aU € Z2'(R).

Priklad 17. Které z néasledujicich vzorcu definuji distribuci na R?

(1) Alp) = 2,1 ¢(n).

(2) A(p) = 2oy mip(n)
(3) A(w) =22,y n! - (n)
(4) Alp) =20 2(3)-
(5) Alp) = 3ot weln)-

(6) Alp) = >0y 5m0(5)-
Priklad 18. Které z vzorcu z predchoziho prikladu definuji distribuci na (0, 00)?

Priklad 19. Necht f = Ly er2isa))-

(1) Ukazte, ze f € L (R?).

(2) Ukazte, ze D®OA; — DODA; = Ay, tj. of fest rovnici 24 — 2% = g0 v
distribucich®.

Navod: PouZijte definice, Fubiniovu vétu a integraci per partes.

Priklad 20. Necht U je distribuce na (a,b) a f € C*((a,b)). Ukazte, ze (f - U) =
U+ f-U.

Piiklad 21. Najdéte funkei f, kterd je nulovd na (—oo,0) a t¥idy C* na [0,00), kterd
fesi rovnici ¥y’ 4+ y = 0 v distribucich,” tj. pro kterou plati (Af)” + Ay = As,.

Navod: Nejprve do rovnice dosad’te libovolné o € 2((0,00)). S pouZitim definic, integrace
per partes a Lemmatu VII.2 z predndsky ukazte, Ze f musi na (0,00) resit diferencidlni rovnici
y" + vy = 0. Pro urcéend, které z jejich Feseni ddvd hledanou funkci f dosad'te do rovnice funkci
w1 2z Prikladu 9.

Priklad 22. Pro ¢ € 2(R?) polozme

von |z R2\U(0,1) |||

(1) Ukazte, ze T € 2'(R?).
(2) Ukagte, ze f-T = Ay, kde f(x) = ||z|*.

Navod: (1) Druhy séitanec je requldrni distribuce. V pronim séitanci rozdil ¢(x) — ¢(0)
vyjddrete jako integrdl z derivace pomoci Newton-Leibnizovy formule, pouZijte Cauchy-Schwarzovu
nerovnost a skutecnost, Ze funkce x +— ﬁ je integrovatelnd na U(0,1) (to lze spocist pomoci
poldrnich souradnic) k dikazu, Ze jde o distribuci proniho tddu.

Piiklad 23. Nechf ¢ € Z2(R?). Pro r > 0 definujme funkci ¢, predpisem ¢, (x) = ¢(rz),
x € R

(1) Ukazte, ze ¢, € Z(R?).

(2) Je-li r > 1, ukazte, Ze pro kazdé N € Ny plati |¢lly < llerlly <V el y-

(3) Je-li r € (0, 1), ukazte, ze pro kazdé N € Ny plati ¥ |||y < llerllx < llell -

Navod: Pouzijte prislusné definice a vétu o derivaci sloZené funkce.



Piiklad 24. Které z néasledujicich vzorcu definuji distribuci na R?

(1) Alp) = X2, 9™ (n).

(2) Alp) = X0z, npt™ (n)
(3) Alp) =Xz nl- ™ (n)
(4) Ap) =20 M(L)
(5) Alp) = Yo He™M(L).
(6) Alp) = o) (L),

Navod: (4)-(6) PouZijte charakterizaci distribuci podle Tvrzeni VIL.6 (bod (4)) z predndsky a
ddle Priklady 9 a 23.

Piiklad 25. Které z vzorcu z predchoziho piikladu definuji distribuci na (0,00)? Jsou
konecného tadu?

Navod: Pouzijte prislusné definice a Priklady 9 a 23.
Piiklad 26. Spoctete DUOA; a DOVA, pro nésledujici funkee na R2. Urcete, zda
vysledna distribuce je regularni, ptipadné indukovana néjakou mirou.

( ) f X (0,00)xR3

( f X (0,00)%(0,00)
E f= X(0,1)x(0,1)

(

)

3)

4) = X{(z,y);y>x}>
5) f X{(x,y )y>2x}-

Pi#iklad 27. Necht n € Na U € 2/((a,b)) spliiuje U™ = 0. Ukazte, ze existuje polynom

P stupné mensiho nez n, pro ktery plati U = Ap.

Navod: PouZijte matematickou indukci a Tvrzeni VIIL.9 z predndsky.

Priklad 28. Najdéte vSechny distribuce na R splnujici rovnici
(1) U/ = Ago;
(2) U" = As,.

Navod: Najdéte jedno (partikuldrni) reSeni a pouZijte predchozi priklad.

Piiklad 29. Necht a € R a f(x) = z — a, + € R. Najdéte vSechny distribuce na R
splnujici rovnici

(1) fU =0;
(2) f2U =
(3) fU:Al;
(4) f2U" =0.

Navod: (1): PouZijte Priklad 12 k dukazu, Ze Ker A5, C KerU.

Pi#iklad 30. Uvazme funkci f(z) = = na R3.

Tl
(1) Ukazte, ze f € Li . (R3).

(2) Pro j = 1,2,3 polozme g;(x) = —#. Ukazte, ze g; € Llloc(R3) aze N, = 52 Ay.
3) Pro 5 =1,2,3 polozme h;(x) = 3‘%?7”?“ Ukazte, ze h; ¢ L a 7e
J ||| loc

&pl Af( ) = lime 504 (fR3\B(O,a) hi(z)p(x) dx

1
[l ez—u2—v2,u,v>+@<m,u,v»mdudv>
RQ(OE)

e3



(4) Ukazte, ze f ,Fesirovnici Af = —4md(g,0,0) v distribucich,“ tj., ze AAy = =47 A5 6.0,
kde AA = DEODA + DO20)A | OO

Navod: (1) Na U(0,1) pouzijte sférické souradnice. (2) K dikazu lokdlni integrovatelnosti
pouZijte opét sférické souradnice. Pak pouZijte Fubiniovu vétu a integraci per partes. (3) K
vyvrdcent lokdlni integrovatelnosti pouZijte opét sférické souradnice. Ddle si uvédomte, Ze 88—;21& fle) =

1

0 . 3] s . . . .
%Agl(go) =—Ag (55) =~ Egrg+ f]R3\B(0,a) 91+ 5o a pak pouzijte Fubiniovu vétu a integraci per

partes. (4) Sectéte vzorec z (3) s jeho analogiemi pro j = 2,3. Uvédomte si, Ze hy + hy +
. . g y g . L. . o . 9
hs = 0 mimo pocdtek a Ze soucet druhijch scitancu lze vyjddrit jako 61_1}61_"_ fB(O,e) Tm(mg&) +

7o (199) 3= (w3¢0).
Piiklad 31. Uvazme funkci na R? definovanou vzorcem

1 z2
f(tx) = \/meXp(_th) t >0,
’ 0 t <0.

Ukazte, ze f € Li (R?).

loc

1
. - Of %f . o , ,
2) Ukazte, ze 5; — 5-5 = 0 na poloroviné urcené nerovnosti ¢ > 0.

(1)
(2)
(3) Ukaite, ze [ f(t,z) dz =1 pro kazdé ¢ > 0.
(4) Ukazte, ze DUOA; — DO, = A5 .

Navod: (1) plyne napriklad z (3). (3) Je zndmo, Ze [ e dz = /7. (4) Necht ¢ € D(R?).
Nejprve ukazte, Ze (DEDA; — DODAL)(p) = limeyo4 25 fe,z) f(e,x) dz. K tomu pouZijte
definice, Fubiniovu vétu, integraci per partes, rovnost z (2) a Newton-Leibnizovu formuli. Ddle
dosad’te za f, proved'te vhodnou substituci a pouZijte Lebesqueovu vétu k limitnimu prechodu.

K oppiLu VII.3 — DALST VLASTNOSTI DISTRIBUCT

Priklad 32. Necht (A,) je posloupnost distribuci na , z nichz v§echny maji fad nejvyse
k. Predpoklddejme, ze A,, — A v 2'(2). Musi A byt také rddu nejvyse k7

Navod: Uvazte distribuci Ay, na R.
Priklad 33. Urcete nosi¢ distribuci z Piikladu 17. Které z nich maji kompaktni nosic?
Piiklad 34. Urcete nosic distribuci z Ptrikladu 18. Které z nich maji kompaktni nosi¢?
Piiklad 35. Urcete nosic distribuci z Piikladu 24. Které z nich maji kompaktni nosic?

Priklad 36. Urcete nosic distribuci z Piikladu 25. Které z nich maji kompaktni nosic?

K oppiLu VII.4 — KONVOLUCE DISTRIBUCI

Piiklad 37. Necht (A,) je posloupnost distribuci na ©, z nichz vSechny majf fad nejvyse
k. Predpoklddejme, ze A,, — A v 2'(2). Musi A byt konec¢ného fadu?

Navod: PouZijte bod (d) z Véty VII. 15.

Piiklad 38. Necht i je mira na R? (bud nezédpornd nebo komplexn{). UkaZte, Ze pro
kazdou ¢ € Z(R?) plati A, x o(x) = [ p(x — y) du(y) pro € R

Piiklad 39. Necht p a v jsou dvé komplexni miry na R?. Ukazte, Ze lze definovat konvoluci
A, x A, aze jejim vysledkem je distribuce A, kde pxv je mira na R? definovand vzorcem

(nx)(A) = (pxv){(z,y) e R x R:z +y € A}), A C R? borelovska.



Navod: Ukazte, Ze jde o situaci (4) z predndsky pro m = n = 0 (pripomernime, Ze komplexni
miry maji automaticky koneénou variaci). Pro vipocet pouZijte definice, Fubiniovu vétu a inte-
gract podle obrazu miry.

Piiklad 40. Uvazujme nasledujici distribuce na R:

Ulp) =) D"e(n), V(p) =) D'p(n—06), W(p)=> D"¢(2n), ¢ € I(R).

Ukazte, ze lze definovat jejich konvoluce
UxUUxV.UxWVxVVxWWsxW
a spocteéte je.
Navod: Ukazte, Ze jde o situaci (3) z prednasky.
Piiklad 41. (1) Ukazte, ze konvoluce A
spoctéte ji.
(2) Ukazte, ze konvoluce (A, ., * (As)") * A1 je dobie definovand a spoctéte ji.

(3) Jsou vysledky predchozich dvou bodu stejné? Co to fikd o asociativité konvoluce
pro distribuce?

X(0,00) ¥ ((As,)" * Ay) je dobfe definovana a

Navod: Ve wypoctech pouzijte myj. Tvrzeni VII.16(g) a Priklad 7.

Piiklad 42. Necht U,V jsou distribuce na R? s kompaktnim nosicem a ¢ € Z(R?).
Ukazte, ze (U x V) xp =U * (V x ¢).

Piiklad 43. Necht U, V, W jsou tii distribuce na R?, z nichz aspon dvé maji kompaktni
nosi¢. Ukazte, ze (U V)« W =U % (V « W).

K oppiLu VII.5 — TEMPEROVANE DISTRIBUCE

Priklad 44. Necht f € Li (R) je nezdporna funkce, pro kterou je distribuce Ay tempe-

loc
rovana. Ukazte, ze existuji C' > 0 a N € Ny takova, ze plati

R
VR>1: / f<C+ RN
—R

Navod: Zvolme nezdpornou v € 2((—2,2)), kterd je konstantné rovna 1 na [—1,1]. PouZijte
x

Tvrzeni VIL.18(b) a prislusnou nerovnost aplikujte na funkci ¢Yp(x) = P (F).
Priklad 45. Necht u je nezdpornd mira na R, pro kterou je distribuce A, temperovan.
Ukazte, ze existuji C' > 0 a N € Ny takova, ze plati
VR >1: u([-R,R]) < C(1+ R)".
Navod: Postupujte stejne jako v predchozim prikladu.

Priklad 46. Které z néasledujicich distribuci jsou temperované?

(1) Af, kde f(z) =€, x € R;

(2) Ay, kde g(z) = e cos(e”), z € R;

(3) Ul) = 2opmy n*p(n);
(4) Ulp) = >0z €me(n);

Navod: (1) Pouzijte Priklad 44. (2) Uvédomte si, Ze g md omezenou primitivni funkci. (4)
Pouzijte Priklad 45.

Piiklad 47. Necht U € 2'(R?) je temperovana. Ukazte, 7e U je koneéného fddu.
Navod: Pouzijte Turzeni VII.18(b).



K oppiLu VII.5 — FOURIEROVA TRANSFORMACE

Piiklad 48. Necht y je (znaménkova ¢i komplexni) mira na RY. Ukazte, 7e K\u = A pro
néjakou omezenou spojitou funkci f na R? a uréete pifslusnou f.

Navod: Pouzijte definici a Fubiniovu vétu. Pro dukaz spojitosti f pouZijte vétu o spojitosti
vzhledem k parametru.

Priklad 49. Spoctéte /{5\0 a obecnéji /(5: pro a € R.
Navod: PouZijte predchozi priklad.
Piiklad 50. Spoctéte Aes a Agn.

Navod: Vyjddrete cos a sin pomoci exponencidly, pouzijte vysledek ptedchoziho ptikladu a

Vétu VIIL.25(a).



