I1.4. Symetrické operatory a Cayleyova transformace.
Necht S je symetricky operdtor na H, tj. Ozna¢me symbolem C'g operdtor

Cg= (S —il)(S+il)™"
Pak Cy je operator na H, ktery se nazyva Cayleova transformace operatoru S.

Véta 18 (vlastnosti Cs). Necht S je symetricky a U = Cs je jeho Cayleyova transfor-
mace. Pak

(a) U je linedrni izometrie D(U) = R(S + i¢I) na R(U) = R(S — il).

(b) I —U = 2i(S +4I)7t; specidlné, operdtor I — U je prosty a R(I — U) = D(S).
(c) S=i(I+U)I—-U)"

(d) U je uzavieny < S je uzavieny < D(U) je uzavieny < R(U) je uzavieny.

Lemma 19 (o izometrickém operdtoru). Necht U je libovolny operdtor na H, ktery je
izometrii D(U) na R(U). Pak
(a) (Uz,Uy) = (x,y) pro vSechna x,y € D(U). Specidlné: U je unitdrni, prdavé kdyz
je D(U)=RWU)=H.
(b) Je-li R(I —U) husty v H, je I — U prosty.

Véta 20 (charakterizace obrazu Cayleyovy transformace). Nechf U je operdtor na H,
ktery je izometrii D(U) na R(U). Predpoklddejme, zZe I —U je prosty a R(I —U) je husty.
Pak operdtor S =i(I + U)(I — U)™! je symetricky a plati Cs = U.

Poznamky

(1) Ve Véte 20 lze vynechat predpoklad, ze I — U je prosty, protoze plyne z ostatnich
predpokladu (diky Lemmatu 19(b)).

(2) Vety 18 a 20 lze formulovat i pro operétory, které nejsou husté definované. Pokud
za symetricky operdtor prohldsime operator S, ktery splauje (Sz,y) = (x, Sy)
pro viechna x,y € D(S), pak Véta 18 plati beze zmény a Véta 20 plati, i pokud
vynechame ptredpoklad hustoty R(I — U).

Véta 21 (Cayleova transformace pro samoadjungované operétory).
e Necht S je symetricky operdtor na H. Pak S je samoadjungovanyj, prdvé kdyz Cg
je unitarni operdtor.
e Necht U je unitdrni operdtor na H, pro kteryj je I — U prostyj. Pak operdtor S =
(I +U)I —U)™! je samoadjungovany a plati Cs = U.

Poznamky.
(1) Necht S a T jsou symetrické operatory na H. Pak S C T, prave kdyz Cs C Crp.
(2) Necht S je uzavieny symetricky operdtor na H. Pak kodimenze podprostoru D(C's)
a R(Cg) nazyvame indexy defektu operdtoru 7'. Pak plati:
e T je samoadjungovany, pravé kdyz oba indexy defektu jsou nulové.
e T je maximalni symetricky operator, pravé kdyz aspon jeden z indexu defektu
je nulovy.
e T ma samoadjungované rozsiteni, pravé kdyz oba indexy defektu jsou stejné.



