I1.5. Méritelny kalkulus a spektralni miry.
Necht T € L(H) je normdln{ operdtor. Necht

f = J(T), [ eC(a(T)),
oznacuje spojity funkéni kalkulus (podle oddilu 1.7). Pro kazdou dvojici z,y € H necht
E, , je komplexni Radonova mira na o(7") takova, ze plati

(f(T)z,y) = fdEsy , feC(a(T)).

o(T)

Pak plati:

o [ Eoyll < llll - [lyll pro z,y € H,

e F,, >0 pro kazdé z € H,

e zobrazeni (z,y) — E,, je seskvilinearni.

Ozna¢éme Ap o-algebru podmnozin o(T), které jsou E,,-méfitelné pro vSechna x,y €

H. Je-li nyni h : o(T) — C omezend Ap-méfitelns funkce, pak symbolem h(T) znacime
jediny prvek L(H) spliujici

(T, y) = / hdE,,.
a(T)

Zobrazeni h +— h(T) se nazyvé méfitelny kalkulus operatoru 7. Pro A € Ay oznacme
E(A) = Xa(T).
Pak E(A) je ortogonalni projekce. Zobrazeni A — E(A) se nazyva spektralni mira operatoru 7.

Definice. Abstraktni spektralni mirou v Hilbertové prostoru H rozumime zobrazeni F s
nasledujicimi vlastnostmi:

(i) Definiénim oborem E je néjaké o-algebra A4 podmnozin C, ktera obsahuje vsechny
borelovské mnoziny.
(ii) Pro kazdé A € A je E(A) ortogonalni projekce na H.
(i) E(0) =0, E(C) = 1.
(iv) Je-li A € Atakove ze E(A) = 0, pak pro kazdou B C Aplati B € A (a E(B) = 0).
v) E(ANB)=E(A)E(B) pro A,Be A
(vi) E(LAUB) = E(A)+ E(B) pro A,Be A, AN B = 0.
(vii) Pro kazdou dvojici x,y € H je zobrazem E,,: A~ (E(A)z,y) komplexni bore-
lovska mira na C.

Poznamka. e V bodé (vii) staci pfedpokladat, ze pto kazdé x € H je £, = E,,
borelovska mira na C.
e Borelovskou mirou vyse rozumime miru g definovanou na o-algebie A obsahujici
borelovské mnoziny takovou, ze pro kazdou A € A existuji borelovské mnoziny B
a C, pro které plati BC AC C a|u|(C\ B)=0.
e Spektralni mira omezeného normalniho operatoru je abstraktni spektralni mira.

Tvrzeni 22. Necht E je abstrakini spektrdlni mira v separabilnim Hilbertové prostoru H.
Pak pro kazdou A € A existuji borelovské mnoZiny B a C, pro které plati B C A C C a
E(C\ A)=0.

Poznamka. Nékdy se spektralni mira definuje jen pro separabilni prostory H. Pak se
definuje jen na o-algebie borelovskych mnozin a vynechava se podminka (iv). Pro nese-
parabilni H je tfeba pouzit uvedenou definici.

Tvrzeni 23 (integrél omezené funkce dle spektralni miry). Je-li E abstrakini spektrdlni
mira v H definovand na o-algebre A a f (C — C je omezend A-meéritelnd funkce, pak
existuje prdvé jeden operdtor ®o(f) € , pro ktery plati

(Po(f)z,y) /fd r,y € H.



Dadle plati:
(@) 1@o(f)all = +/ [ |fI? dEs prox € H,

(b) |®o(f)Il = ess sup|f],
(c) ®¢ je x-homomorfismus C* alebry omezenych A-méritelnyjch funkcei do L(H).

Znaceni: Operdtor ®o(f) z predchoziho tvrzeni znacime [ f dE a nazyvdme integralem
funkce f podle spektralni miry E.

Tvrzeni 24 (spektrdln{ rozklad omezeného normélniho operdtoru). Necht T € L(H)
je normalni operdtor. Pak existuje prdvé jedna abstrakini spektrdlni mira E v H, kterd

splnuge
T = /id dE,

a to spektrdlni mira operdtoru T. Navic plati pro kazZdou f : C — C omezenou Arp-
meritelnou
_ / f dE.

Tvrzeni 25 (integral (obecné neomezené) funkce dle spektralni miry). Necht E je abs-
traktni spektrdlni mira v H definovand na o-algebre A, a f : C — C necht je A-méritelnd
funkce. Oznacme

D((f) = {x e H: / P dE, < oo},

Pak D(®(f)) je husty linedrni podprostor H. Navic existuje jeding operdtor ®(f) na H s
definicnim oborem D(®(f)), ktery spliuje

(@(f)r.y) = / fdE,,.  z.ye D@(f)).

[o(f)l = / P dB.  ze D@

Znaceni: Operdtor ®(f) z predchoziho tvrzeni znaéime [ f dE a nazgvdme integralem
funkce f podle spektralni miry E.

Navic plati:

Tvrzeni 26 (vlastnosti [ f dE). Je-li E abstrakini spektrdlni mira v H a f,g jsou A-
meritelné funkce, pak plati:

(a) (f) +P(g) C (f +g);
(b) @(f)®(g )C_Cp(fg) a D(®(f)®(g)) = D(®(g)) N D(®(fg)).
(c) @(f)" = @(f) a D())2(f)" = (| f[*) = 2(f)*D(f), specidlné B(f) je normdlni.
(d) ®(f) je uzavreny operdtor.
(e) CID(f) e spojity, pravé kdyz f je esencidlné omezend, tj. existuje A € A, Ze E(C\
4)

=0 a f je omezend na A.

Tvrzeni 27 (spektrum [ [ dE). Je-li E abstraktni spektrdlni mira o f A-méritelnd
funkce, pak

0(/f dE) =Wg(f) =C\ U{G C C: G oteviend , E(f~*(G)) = 0}.



