[.2. Spektrum prvku algebry.
Definice. Necht A je Banachova algebra a x € A.
e Spektrem prvku z rozumime mnozinu
(oa(z) =) o(x) ={X € C: e —z neni invertibilni v A}.
e Rezolventni mnoZinou prvku = rozumime mnozinu p(z) = C\ o(z).
e Rezolventou prvku x rozumime funkci
R\, z) = (Ae — )71, A€ p(z).
e Spektrdlnim polomérem prvku x rozumime ¢islo r(z) = sup{|A| : A € o(x)}.
Tvrzeni 5 (vlastnosti rezolventy). Necht A je Banachova algebra a a € A. Pak plati:
(i) p(a) je oteviend,
(ii)) A — R(A, a) je spojitd na p(a);
(iii) Pro A\, p € p(a) plati
R(,ua a’) o R()‘a a) = _(:u - )‘>R(:u7 a)R()‘a a)'
(iv) Funkce A — @(R(\,a)) je holomorfni na p(a) pro kazdé ¢ € A*.
(v) Pro |\ > ||la|| plati X € p(a) a

4= 2) S

Véta 6 (neprdzdnost spektra). Necht A je Banachova algebra. Pak pro kaZdé x € A je
o(x) neprdazdnd kompaktni mnozina.

Poznamka. {a € A : o(a) C G} je oteviend pro G C C otevienou (tj. o : A — K(C)
je shora polospojité mnohozna¢né zobrazeni A do mnoziny nepréazdnych kompaktnich
podmnozin C”).
Véta 7 (Gelfand-Mazur). Necht A je Banachova algebra. Pak A je téleso (tj. vSechny
nenulové proky A jsou invertibilni, neboli G(A) = A\ {0}), pravé kdyz je A izometricky
izomorfni Banachové algebre C.
Lemma 8 (o spektru a polynomu). Necht A je Banachova algebra. Je-li p(\) = Z?:o N
polynom s komplexnimi koeficienty a a € A, definujeme p(a) = Z?:o aja’. Pak plati:
(a) p(a) € G(A), pravé kdyz nulové body polynomu lezi v p(a).
(b) a(p(a)) = p(o(a)).
Véta 9 (o spektralnim poloméru). Necht A je Banachova algebra a a € A. Pak plati:
: . n
o r(a) = inf [la"|[» = lim [[a"[}.
o Vzorec z Turzeni 5(v) plati i pro |\ > r(a), pricemZ fada vpravo konverguje
absolutneé.

Dusledek 10. Je-li A Banachova algebra a a € A spliuje r(a) < 1, pak (e —a)™' =
Yoo ga™ (Tada konverguje absolutné).

Tvrzeni 11. Necht A je Banachova algebra s jednotkou e. Necht B je uzaviend podalgebra
A obsahugici e a x € B. Pak plati:
e Jop(x) Coa(x) C op(x).
e Necht G je komponenta souvislosti C\oa(x). Pak bud G C op(x) nebo GN op(x) =
o Je-li C\ o4(x) souvisld mnozina, pak oa(x) = op(x).

0.



