[.4. Idealy a komplexni homomorfismy.

Definice.

e Necht A, B jsou Banachovy algebry. Zobrazeni h : A — B nazyvame homomor-
fismem Banachovych algeber (kratce homomorfismem), pokud je linedrni a navic
h(zy) = h(z)h(y) pro z,y € A.

e Komplexnim homomorfismem na Banachové algebfe A rozumime homomorfismus
h:A—C.

e Ozna¢me A(A) mnozinu vsech nenulovych komplexnich homomorfismu na A.

Tvrzeni 13 (vlastnosti komplexnich homomorfismu). Necht h € A(A). Pak plati:
(a) h(e) =1.
(b) Je-li g € G(A), je h(g) # 0.
(c) Je-lia € A a |a] < 1, je |h(a)] < 1. Specidlné, h je spojité a lezi v uzaviené
jednotkové sfére Sa- dudlniho prostoru k Banachovu prostoru A.

Poznamka. Plati véta (Gleason, Kahan, Zelazko), ktera tika, ze komplexni linearni funk-
cional na A s vlastnostmi (a) a (b) je multiplikativni.

Definice. Necht A je Banachova algebra. ldedlem v A rozumime vlastni vektorovy pod-
prostor I C A takovy, ze kdykoli x € I ay € A, plati xy € I a yxr € 1. Maximalnim idedlem
v algebte A rozumime idedl, ktery je maximalni vzhledem k inkluzi.

Tvrzeni 14 (vlastnosti idedlu a maximdlnich idedlu).

Je-li I idedl v A, je ING(A) = 0.

Uzavér idedlu v A je téz idedlem v A.

Kazdy idedl I v A je obsaZen v mazimdlnim idedlu J.
Mazximalni idedl je uzavreny.

Tvrzeni 15 (faktorizace algeber). Je-li A Banachova algebra (resp. komutativni Bana-
chova algebra) s jednotkou a I je uzavieny idedl v A, pak Banachuv kvocient A/ je
Banachova algebra (resp. komutativni Banachova algebra) se souc¢inem q(z)q(y) = q(zy),
kde q je kvocientové zobrazeni Banachova prostoru A na Banachiv prostor AJI, které je
homomorfismem A na A/I.

Tvrzeni 16 (komplexni homomorfismy a maximalni idedly).
o Je-lih € A(A), je h™1(0) uzavreny linedrni podprostor kodimenze jedna v A, ktery
tvori maximalni idedl v A.
o Je-li I idedl v A kodimenze jedna, pak existuje jediné h € A(A) s h=1(0) = I.

Tvrzeni 17. Necht n € N, n > 2. Oznaéme M, Banachovu algebru vsech komplexnich
matic typu n X n. Pak A(M,) =0 a jediny idedl v M,, je nulovy idedl.

Véta 18 (o existenci komplexnich homomorfismu a spektru). Nechf A je komutativni
Banachova algebra.

(a) Kazdy mazimalni idedl v A mad kodimenzi jedna.

(b) Je-li I idedl v A, existuje h € A(A), ktery je nulovy na I.

(¢) Jeslixe A aXeC, pak N € o(x), pravé kdyz existuje h € A(A) s h(z) = A.

Poznamka. Je-li A komutativn{ Banachova algebra, pak zobrazeni h — h~1(0) je bijekce
mnoziny A(A) na mnozinu vSech maximéalnich vlastnich idedlu.
Specialni piipad tvrzeni (c): a € G(A), pravé kdyz h(a) # 0 pro vSechna h € A(A).



