[.5. Involuce a C*-algebry.

Definice. Nechf A je Banachova algebra. Involuci na A rozumime zobrazeni z + x*

algebry A do sebe takové, ze pro vSechna x,y € A a A € C plati:

Banachova algebra A s involuci se nazyva C*-algebra, pokud pro kazdé =z € A plati
lz* 2l = [l=]*.

Je-li A Banachova algebra s involuci a = € A, pak prvek x se nazyva samoadjungovany
(neboli hermiteovsky), pokud z* = x; normdlni, pokud z*z = xz*.

Tvrzeni 19. Necht A je Banachova algebra s involuci a x € A. Pak plati:
o v+ %, i(x —x¥), x*x jsou samoadjungované.
o Fuxistugi jediné samoadjungované prvky u,v € A takové, Ze x = u + iv.
o Pokud x = u + v, kde u,v jsou samoadjungované, pak x je normdlni, pravé kdyz
UV = V.
Jednotka e je samoadjungovand.
z € G(A), prdavé kdyz z* € G(A) (pak (z*)~! = (z71)*).
o(z*)={\: N €a(x)}.
Tvrzeni 20. Necht A je C*-algebra. Pak ||z*|| = ||z| pro kaZdé x € A.
Specidlné ||z*z|| = [Jzz*|| = ||z||* = ||=*||* pro kaZdé x € A a x — x* je konjugované
linedrni izometrie A na A.

Dusledek 21. Banachova algebra A s involuct je C*-algebra, pravé kdyz ||z*|| = ||z|| a
|xz*|| = ||z||||z*]| pro viechna x € A.

Véta 22 (o spektrdlnim poloméru a normé normélniho prvku). Je-li A C*-algebra a
a € A je normalni, pak r(a) = ||al|.

Definice. Nechf A a B jsou C*-algebry a h : B — A. Rikdme, Ze h je *-homomorfismus,
je-li to homomorfismus Banachovych algeber spliujici navic h(z*) = h(x)* pro kazdé
x € DB.

Tvrzeni 23 (o automatické spojitosti *-homomorfismu). Necht A a B jsou C*-algebry a
h: B — A je x-homomorfismus B do A. Pak ||h|| < 1.

Tvrzeni 24. Necht A je C*-algebra. Pak pro a € A plati:
(a) Je-li a samoadjungovany, pak o(a) C R.
(b) Je-li a* = a™t (tj. a je unitdmi), pak o(a) CT={Ae€ C: |\ =1}.
(¢c) Proh € A(A) aa € A plati h(a*) = h(a) (h je x-homomorfismus, je-li to homo-
morfismus).




