1.6. Gelfandova transformace.

Lemma 25 (kompaktnost A(A)). Necht A je Banachova algebra. Pak A(A) je kompaktni
ve w* topologii prostoru A*, tj. v topologii bodové konvergence na A.

Definice. Necht A je komutativni Banachova algebra.
e Prox € Aah e A(A) polozme z(h) = h(z). Pak 2 je spojita komplexni funkce
na A(A), kterd se nazyvé Gelfandovou transformaci prvku z.
e Gelfandovou transformaci algebry A rozumime zobrazeni I' : A — C(A(A)) defino-
vané predpisem I'(z) = z, x € A.

Poznamka.
e I je homomorfismus algebry A do algebry C'(A(A)) s jadrem

rad(A) := ({I : T je maximéln{ ideal v A}.

e ['(A) oddéluje body A(A).

e T je izomorfismus algeber A a T'(A) = A, pravée kdyz rad(A) = {0} (" A je polo-
jednoducha”).

e I' je topologicky izomorfismus algeber A a T'(A), pravé kdyz rad(A) = {0} a
A =T(A) je uzaviens.

Tvrzeni 26 (Gelfandova transformace a spektrum). Necht A je komutativni Banachova
algebra.

e Pro kazdé x € A plati (A(A)) = o(x), specidlné ||z|| = r(x).

e I' je homomorfismus a |T|| < 1.

Véta 27 (Gelfand-Naimark). Necht A je komutativni C*-algebra. Pak T je izometricks *-
izomorfismus C*-algebry A na C*-algebru C(A(A)) (mimo jiné tedy plati identita v* = &
na A).

Dusledek 28. Necht A a B jsou komutativni C*-algebry. Pak A a B jsou *-izomorfni,
praveé kdyz A(A) a A(B) jsou homeomorfni.

Poznamka. Necht A je komutativni Banachova algebra.
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e Polozme s = inf %, r= inf ||x_|2| Pak s <r < s.
zeA\{0} @ zeA\{0} [|z||

e [ je topologicky izomorfismus, pravé kdyz existuje K < +oo tak, ze pro vSechna
z € A plati ||z]]* < K||z?|.

e [ je izometrie, pravé kdyz pro vSechna z € A plati [|z|* = ||2?]|.



