II. NEOMEZENE OPERATORY NA HILBERTOVYCH PROSTORECH

I1.1. Pojem neomezeného operatoru mezi Banachovymi prostory.

Nechf X a Y jsou komplexni Banachovy prostory.

e Operatorem z X do Y rozumime linedrni zobrazeni T' : D(T) — Y, kde D(T)
(defini¢ni obor operatoru T') je vektorovy podprostor prostoru X.

e Obor hodnot operdtoru 7', tj. mnozinu T'(X), zna¢ime R(T).

e Operator T'z X do Y nazveme husté definovany, pokud jeho definiéni obor D(T)
je husty v X.

e Grafem operatoru 7' rozumime mnozinu

GT)={(r,y) e X xY :2e€ D(T) & Tx = y}.

e Operéator T se nazyva uzavieny, pokud jeho graf G(T') je uzaviend mnozina v X XY,

tj. pokud pro kazdou posloupnost (z,,) v D(T), pro kterou plati
o x, — x pro néjaké x € X,
o Tx, — y pro néjaké y € Y;

plati z € D(T) a Tz = y.

e Necht S a T jsou operdtory z X do Y. Piseme S C T, pokud G(S) C G(T); tj.
pokud D(S) € D(T) a pro kazdé x € D(S) plati Tx = Sx. Operator T se pak
nazyva rozsifenim operatoru S.

e Necht S a T jsou operdtory z X do Y. Jejich souétem rozumime operator S + T
s definicnim oborem D(S + T') = D(S) N D(T') definovany vzorcem (S + T)x =
Sz + Tx prox € D(T +S).

e Necht T je operdtor z X do Y a a € C. Pokud o = 0, pak operdtorem oT
rozumime nulovy operator definovany na X, pokud « # 0, pak operatorem a1’
rozumime operator definovany vzorcem (a1)x = o - Tx na D(aT) = D(T).

e Necht T je operdtor z X do Y a S je operator z Y do Banachova prostoru Z, pak
jejich slozenim rozumime operator ST' s definiénim oborem

D(ST)={x € D(T): Tx € D(S)}
definovany vzorcem (ST')(z) = S(T(x)) pro x € D(ST).
e Je-li T prosty operator z X do Y, inverznim operatorem k 7' rozumime operator
T~' 2 Y do X, jehoz definicnim oborem je D(T~') = R(T) a ktery je inverznim
zobrazenim k 7.

Lemma 1 (o grafu operatoru). Podmnozina L C X XY je grafem néjakého operdtoru,
prave kdyz je to linedrni podprostor spliugjici

{(z,y) € L: 2 =0} ={(0,0)}.
Tvrzeni 2. Pro operdtory R,S,T mezi Banachovymi prostory (pro které maji uvedené
operace smysl), plati:
e (R+S)+T=R+(S+1T);
o (RS)T = R(ST);
e (R+ST=RT+ST aT(R+S)DTR+TS.

Tvrzeni 3 (o uzavienych operdtorech). Necht T je operdtor z X do Y.
o Je-li T uzavieny a D(T) = X, pak T € L(X,Y).
o T md uzaviené rozsitent, prdvé kdyz (z,,Tx,) — (0,y) v D(T) x Y implikuje
y=0.
o Je-li T uzavieny a prosty, pak T~ je také uzavieny.



Tvrzeni 4 (o inverzi k uzavienému operatoru). Nechf T je prosty uzavieny operdtor z
X do Y. Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) R(T)=Y aT ' € L(Y, X).
(ii) R(T) =Y.
(iii) R(T) je husty v Y a T~ je spojity na R(T).

Poznamka. Pro neuzaviené operatory podminky z predchoziho tvrzeni nejsou ekviva-
lentni. Podrobnéji: Je-li T operator z X do Y, ktery neni uzavieny, pak:
e Podminka (i) platit nemuze.
e Podminka (ii) platit muze. Pokud plati, pak neplat{ ani (i) ani (iii). V tom piipadé
T muze a nemusi mit uzaviené rozsireni. Pokud ma uzaviené rozsiteni, pak operator
T nenfi prosty.
e Podminka (iii) platit muze. Pokud plati, pak neplati ani (i) ani (ii). V tom pfipadé
T muze a nemusi mit uzaviené rozsireni. Pokud ma uzaviené rozsiteni, pak operator
T spliiuje ekvivalentni podminky z piedchoziho tvrzeni.

Lemma 5. Je-li S uzavieny a T € L(X,Y), pak S+ T je uzavieny.

I1.2. Rezolventni mnozina, rezolventa a spektrum.

Necht X je Banachuv prostor. Operatorem na X budeme rozumét operdtor z X do X.
Necht 7' je operator na X.

e Rezolventni mnoZinou operatoru 7' rozumime mnozinu vSech A € C, pro které
operator A\I — T je prosty, na a (\[ —T)~! € L(X). Znacime ji p(T).
e Rezolventou (nebo rezolventni funkci) operatoru 7' rozumime zobrazeni

A= ROT) = (M —-T)1, A€ p(T).
e Spektrem operdtoru 7' rozumime mnozinu o(7") = C\ p(T').

Poznamka. (1) Pokud T neni uzavieny, pak p(T) =0 a o(T) = C.
(2) Rezolventni mnozina se nékdy definuje jinym zpusobem. Nékdy se pozaduje
(a) jen aby operator A\l — T byl prosty a na;
nekdy se pozaduje,
(b) aby operator A\l — A byl prosty, aby mél husty obor hodnot a inverzni operator
aby byl spojity.
Je-1i T uzavieny, pak vSechny tii definice jsou ekvivalentni; pro neuzaviené operatory
davaji ruzné pojmy. Pokud operator T neni uzavieny, ale méa uzaviené rozsitenti,
pak jeho rezolvetni mnozina podle moznosti (b) se rovnd rezolventni mnoziné
operatoru T'; rezolventni mnozina podle moznosti (a) je s rezolventni mnozinou T
disjunktni.

Tvrzeni 6 (uzavienost spektra). Je-li T' operdtor na X, pak o(T) je uzaviené.

Lemma 7 (prazdné spektrum a 7). Je-li T uzavieny operdtor na X, pro ktery plati
o(T)=0, pak T™' € L(X) a o(T™") = {0}.



