I. BANACHOVY ALGEBRY
[.1. Pojem Banachovy algebry s jednotkou a grupa invertibilnich prvk.

Definice. Banachovou algebrou rozumime komplexni algebru A, na niz je definovana uplna
norma splnujici ||z - y|| < ||z|| - ||y|| pro vSechna x,y € A.

Poznamka. Pokud Banachova algebra A nemé jednotku, lze k ni jednotku ptidat. Presnéji,
pak existuje Banachova algebra B s jednotkou a jeji podalgebra kodimenze jedna, ktera je
izometricky izomorfni s A (izomorfismus uvazujeme ve smyslu algeber, zachovava tedy i
nasobeni). Déle budeme uvazovat pouze Banachovy algebry s jednotkou (nebude-li fe¢eno
jinak).

Tvrzeni 1 (dalsf vlastnosti Banachovych algeber). Necht (A, | -||) je Banachova algebra
s jednotkou e. Pak plati

z-0=0-2=0.

A = {0}, prdvé kdyz e = 0.

Jednotka je uréena jednoznacné a ||e|| > 1, je-li A netrividlni (riznd od {0}).
Je-li A netrividlni, existuje ekvivalentni norma || - ||1 na A tak, Ze (A, || - 1) je
Banachova algebra a ||e]|; = 1.

Poznamka. Bez Ujmy na obecnosti déale predpoklddame, ze A netrividlni Banachova
algebra s jednotkou e, pro kterou plati |le|| = 1.

Definice. Necht A je Banachova algebra.
e Prvek x € A se nazyva invertibilni, jestlize existuje y € A splnujici zy = yx = e.
e Mnozinu vsech invertibilnich prvki A znac¢ime G(A).

Poznamka. Nechf A je Banachova algebra a z € A. Pokud y € A spliiuje zy = e,
nazyvame jej pravou inverzi prvku x; spliuje-li yxr = e, nazyvame jej levou inverzi. Prvek z
muze mit vice ruznych pravych inverzi, stejné tak muze mit vice ruznych levych inverzi.
Pokud vsak ma pravou inverzi i levou inverzi, pak je invertibilni. Jeho inverzni prvek je
jednoznacné urcen a je zaroven jedinou pravou inverzi a jedinou levou inverzi.

Tvrzeni 2 (o ndsoben{ invertibilnich prvku). Necht A je Banachova algebra.
e G(A) s operaci ndsobeni je grupa.

o Pokudxy,...,x, komutuji (po dvou), pak xy-- - --x, € G(A), pravé kdyz{z1,...,x,} C

G(A).

Lemma 3 (”Neumannova geometrickd fada”). Necht (A, | - |) je Banachova algebra s

jednotkou e.
o Je-li||z|]| <1 prox € A, plati (e —x)~' =37 2" (Fada konverguje absolutné) a
”(6 - "L‘)il - 6” < 1!10&”-

o Jeliz € G(A), he Aa|h| < i, je

- [Eamlw il
I +hm)~" a7 < g
1= {lz=[{[All
Véta 4 (topologické vlastnosti grupy invertibilnich prvkiu). Necht A je Banachova algebra
s jednotkou. Pak
e GG(A) je oteviend podmnozina A,
e zobrazeni x — x~ ' je homeomorfismus G(A) na sebe,

o je-li x, € G(A) = « ¢ G(A), pak ||x,!|| = oo.



[.2. Spektrum prvku algebry.
Definice. Necht A je Banachova algebra a x € A.
e Spektrem prvku z rozumime mnozinu
(oa(z) =) o(x) ={X € C: e —z neni invertibilni v A}.
e Rezolventni mnoZinou prvku = rozumime mnozinu p(z) = C\ o(z).
e Rezolventou prvku x rozumime funkci
R\, z) = (Ae — )71, A€ p(z).
e Spektrdlnim polomérem prvku x rozumime ¢islo r(z) = sup{|A| : A € o(x)}.
Tvrzeni 5 (vlastnosti rezolventy). Necht A je Banachova algebra a a € A. Pak plati:
(i) p(a) je oteviend,
(ii)) A — R(A, a) je spojitd na p(a);
(iii) Pro A\, p € p(a) plati
R(,ua a’) o R()‘a a) = _(:u - )‘>R(:u7 a)R()‘a a)'
(iv) Funkce A — @(R(\,a)) je holomorfni na p(a) pro kazdé ¢ € A*.
(v) Pro |\ > ||la|| plati X € p(a) a

4= 2) S

Véta 6 (neprdzdnost spektra). Necht A je Banachova algebra. Pak pro kaZdé x € A je
o(x) neprdazdnd kompaktni mnozina.

Poznamka. {a € A : o(a) C G} je oteviend pro G C C otevienou (tj. o : A — K(C)
je shora polospojité mnohozna¢né zobrazeni A do mnoziny nepréazdnych kompaktnich
podmnozin C”).
Véta 7 (Gelfand-Mazur). Necht A je Banachova algebra. Pak A je téleso (tj. vSechny
nenulové proky A jsou invertibilni, neboli G(A) = A\ {0}), pravé kdyz je A izometricky
izomorfni Banachové algebre C.
Lemma 8 (o spektru a polynomu). Necht A je Banachova algebra. Je-li p(\) = Z?:o N
polynom s komplexnimi koeficienty a a € A, definujeme p(a) = Z?:o aja’. Pak plati:
(a) p(a) € G(A), pravé kdyz nulové body polynomu lezi v p(a).
(b) a(p(a)) = p(o(a)).
Véta 9 (o spektralnim poloméru). Necht A je Banachova algebra a a € A. Pak plati:
: . n
o r(a) = inf [la"|[» = lim [[a"[}.
o Vzorec z Turzeni 5(v) plati i pro |\ > r(a), pricemZ fada vpravo konverguje
absolutneé.

Dusledek 10. Je-li A Banachova algebra a a € A spliuje r(a) < 1, pak (e —a)™' =
Yoo ga™ (Tada konverguje absolutné).

Tvrzeni 11. Necht A je Banachova algebra s jednotkou e. Necht B je uzaviend podalgebra
A obsahugici e a x € B. Pak plati:
e Jop(x) Coa(x) C op(x).
e Necht G je komponenta souvislosti C\oa(x). Pak bud G C op(x) nebo GN op(x) =
o Je-li C\ o4(x) souvisld mnozina, pak oa(x) = op(x).

0.



[.3. Holomorfni kalkulus.

Necht A je Banachova algebra s jednotkou e, x € A a f bud funkce holomorfni na
oteviené mnoziné ) C C, kterd obsahuje o(x). Necht ' je ”cyklus obihajici o(z) v Q
jedenkrat v kladném smyslu” (tj. ' je cyklus v €2, ind rz nabyva jen hodnot 0 nebo 1,
pticemz pro z € o(x) je indrz =1 a pro z € C\ Q je indrz = 0). Pak definujeme prvek
f(z) € A vzorcem

Fla) = 5 [Oe =07 500) dx
t.
A0 = o [HOe—n) NI DA pe

Poznamka. Hodnota f(z) nezavisi na volbé .

Véta 12 (vlastnosti holomorfniho kalkulu). Necht A je Banachova algebra, x € A a
Q2 C C je oteviend mnozina obsahugici o(x).

o Zobrazeni f — f(x) je izomorfismus (komutativni) algebry s jednotkou H(Y) na
podalgebru algebry A.

o id(x) =z al(x)=e, kdeid(\) =X a 1(\) =1 pro A € Q.

e Je-li p polynom, pak p(z) = p(x), kde p(x) md vyznam jako v Lemmatu 8.

o Je-li A € Q, pak f(Xe) = f(Ne.

e Pokud f, — [ lokdlné stejnomérné na Q (kde f, € H(Q) pro kazdé n € N), pak
Fole) > F(2) v A,

o f(z) € G(A), pravé kdyz f(X\) # 0 pro vSechna A € o(x).

e o(f(2)) = f(o(x)).

e (9o f)(@) = g(f(x)) pro f € H(Q), g € H{Y), &' D f(o(z)).



[.4. Idealy a komplexni homomorfismy.

Definice.

e Necht A, B jsou Banachovy algebry. Zobrazeni h : A — B nazyvame homomor-
fismem Banachovych algeber (kratce homomorfismem), pokud je linedrni a navic
h(zy) = h(z)h(y) pro z,y € A.

e Komplexnim homomorfismem na Banachové algebfe A rozumime homomorfismus
h:A—C.

e Ozna¢me A(A) mnozinu vsech nenulovych komplexnich homomorfismu na A.

Tvrzeni 13 (vlastnosti komplexnich homomorfismu). Necht h € A(A). Pak plati:
(a) h(e) =1.
(b) Je-li g € G(A), je h(g) # 0.
(c) Je-lia € A a |a] < 1, je |h(a)] < 1. Specidlné, h je spojité a lezi v uzaviené
jednotkové sfére Sa- dudlniho prostoru k Banachovu prostoru A.

Poznamka. Plati véta (Gleason, Kahan, Zelazko), ktera tika, ze komplexni linearni funk-
cional na A s vlastnostmi (a) a (b) je multiplikativni.

Definice. Necht A je Banachova algebra. ldedlem v A rozumime vlastni vektorovy pod-
prostor I C A takovy, ze kdykoli x € I ay € A, plati xy € I a yxr € 1. Maximalnim idedlem
v algebte A rozumime idedl, ktery je maximalni vzhledem k inkluzi.

Tvrzeni 14 (vlastnosti idedlu a maximdlnich idedlu).

Je-li I idedl v A, je ING(A) = 0.

Uzavér idedlu v A je téz idedlem v A.

Kazdy idedl I v A je obsaZen v mazimdlnim idedlu J.
Mazximalni idedl je uzavreny.

Tvrzeni 15 (faktorizace algeber). Je-li A Banachova algebra (resp. komutativni Bana-
chova algebra) s jednotkou a I je uzavieny idedl v A, pak Banachuv kvocient A/ je
Banachova algebra (resp. komutativni Banachova algebra) se souc¢inem q(z)q(y) = q(zy),
kde q je kvocientové zobrazeni Banachova prostoru A na Banachiv prostor AJI, které je
homomorfismem A na A/I.

Tvrzeni 16 (komplexni homomorfismy a maximalni idedly).
o Je-lih € A(A), je h™1(0) uzavreny linedrni podprostor kodimenze jedna v A, ktery
tvori maximalni idedl v A.
o Je-li I idedl v A kodimenze jedna, pak existuje jediné h € A(A) s h=1(0) = I.

Tvrzeni 17. Necht n € N, n > 2. Oznaéme M, Banachovu algebru vsech komplexnich
matic typu n X n. Pak A(M,) =0 a jediny idedl v M,, je nulovy idedl.

Véta 18 (o existenci komplexnich homomorfismu a spektru). Nechf A je komutativni
Banachova algebra.

(a) Kazdy mazimalni idedl v A mad kodimenzi jedna.

(b) Je-li I idedl v A, existuje h € A(A), ktery je nulovy na I.

(¢) Jeslixe A aXeC, pak N € o(x), pravé kdyz existuje h € A(A) s h(z) = A.

Poznamka. Je-li A komutativn{ Banachova algebra, pak zobrazeni h — h~1(0) je bijekce
mnoziny A(A) na mnozinu vSech maximéalnich vlastnich idedlu.
Specialni piipad tvrzeni (c): a € G(A), pravé kdyz h(a) # 0 pro vSechna h € A(A).



[.5. Involuce a C*-algebry.

Definice. Nechf A je Banachova algebra. Involuci na A rozumime zobrazeni z + x*

algebry A do sebe takové, ze pro vSechna x,y € A a A € C plati:

Banachova algebra A s involuci se nazyva C*-algebra, pokud pro kazdé =z € A plati
lz* 2l = [l=]*.

Je-li A Banachova algebra s involuci a = € A, pak prvek x se nazyva samoadjungovany
(neboli hermiteovsky), pokud z* = x; normdlni, pokud z*z = xz*.

Tvrzeni 19. Necht A je Banachova algebra s involuci a x € A. Pak plati:
o v+ %, i(x —x¥), x*x jsou samoadjungované.
o Fuxistugi jediné samoadjungované prvky u,v € A takové, Ze x = u + iv.
o Pokud x = u + v, kde u,v jsou samoadjungované, pak x je normdlni, pravé kdyz
UV = V.
Jednotka e je samoadjungovand.
z € G(A), prdavé kdyz z* € G(A) (pak (z*)~! = (z71)*).
o(z*)={\: N €a(x)}.
Tvrzeni 20. Necht A je C*-algebra. Pak ||z*|| = ||z| pro kaZdé x € A.
Specidlné ||z*z|| = [Jzz*|| = ||z||* = ||=*||* pro kaZdé x € A a x — x* je konjugované
linedrni izometrie A na A.

Dusledek 21. Banachova algebra A s involuct je C*-algebra, pravé kdyz ||z*|| = ||z|| a
|xz*|| = ||z||||z*]| pro viechna x € A.

Véta 22 (o spektrdlnim poloméru a normé normélniho prvku). Je-li A C*-algebra a
a € A je normalni, pak r(a) = ||al|.

Definice. Nechf A a B jsou C*-algebry a h : B — A. Rikdme, Ze h je *-homomorfismus,
je-li to homomorfismus Banachovych algeber spliujici navic h(z*) = h(x)* pro kazdé
x € DB.

Tvrzeni 23 (o automatické spojitosti *-homomorfismu). Necht A a B jsou C*-algebry a
h: B — A je x-homomorfismus B do A. Pak ||h|| < 1.

Tvrzeni 24. Necht A je C*-algebra. Pak pro a € A plati:
(a) Je-li a samoadjungovany, pak o(a) C R.
(b) Je-li a* = a™t (tj. a je unitdmi), pak o(a) CT={Ae€ C: |\ =1}.
(¢c) Proh € A(A) aa € A plati h(a*) = h(a) (h je x-homomorfismus, je-li to homo-
morfismus).




1.6. Gelfandova transformace.

Lemma 25 (kompaktnost A(A)). Necht A je Banachova algebra. Pak A(A) je kompaktni
ve w* topologii prostoru A*, tj. v topologii bodové konvergence na A.

Definice. Necht A je komutativni Banachova algebra.
e Prox € Aah e A(A) polozme z(h) = h(z). Pak 2 je spojita komplexni funkce
na A(A), kterd se nazyvé Gelfandovou transformaci prvku z.
e Gelfandovou transformaci algebry A rozumime zobrazeni I' : A — C(A(A)) defino-
vané predpisem I'(z) = z, x € A.

Poznamka.
e I je homomorfismus algebry A do algebry C'(A(A)) s jadrem

rad(A) := ({I : T je maximéln{ ideal v A}.

e ['(A) oddéluje body A(A).

e T je izomorfismus algeber A a T'(A) = A, pravée kdyz rad(A) = {0} (" A je polo-
jednoducha”).

e I' je topologicky izomorfismus algeber A a T'(A), pravé kdyz rad(A) = {0} a
A =T(A) je uzaviens.

Tvrzeni 26 (Gelfandova transformace a spektrum). Necht A je komutativni Banachova
algebra.

e Pro kazdé x € A plati (A(A)) = o(x), specidlné ||z|| = r(x).

e I' je homomorfismus a |T|| < 1.

Véta 27 (Gelfand-Naimark). Necht A je komutativni C*-algebra. Pak T je izometricks *-
izomorfismus C*-algebry A na C*-algebru C(A(A)) (mimo jiné tedy plati identita v* = &
na A).

Dusledek 28. Necht A a B jsou komutativni C*-algebry. Pak A a B jsou *-izomorfni,
praveé kdyz A(A) a A(B) jsou homeomorfni.

Poznamka. Necht A je komutativni Banachova algebra.

5 2
e Polozme s = inf %, r= inf ||x_|2| Pak s <r < s.
zeA\{0} @ zeA\{0} [|z||

e [ je topologicky izomorfismus, pravé kdyz existuje K < +oo tak, ze pro vSechna
z € A plati ||z]]* < K||z?|.

e [ je izometrie, pravé kdyz pro vSechna z € A plati [|z|* = ||2?]|.



[.7. Spojity funkéni kalkulus pro C* algebry.

Lemma 29. Necht A je C* algebra s jednotkou e a B C A C*-podalgebra obsahujici e.
Pak pro kazdé x € B je o(x) = op(x).

Véta 30 (spojity funkén{ kalkulus pro C*-algebry). Necht A je C*-algebra s jednotkou e a
x € A je normdini prvek. Necht B je uzavrend podalgebra algebry A generovand mnoZinou
{e,z,x*}. Pak plati:

e B je komutativni C* algebra.

e Zobrazeni h : ¢ — (z) je homeomorfismus A(B) na o(x).

Necht T' : B — C(A(B)) je Gelfandova transformace algebry B. Pro f € C(o(x))
oznacme

Fla) =T o)

Pak zobrazeni ® : f — f(:c), které se mazyvd spojity funkéni kalkulus pro prvek xz, md
ndsledugici vlastnosti:

o ® je izometricky x-izomorfismus C*-algebry C(o(x)) na B.
Je-li p polynom, pak p(x) = p(z).
o(f(x)) = f(o(x)) pro f € C(o(x)). i
Jestlize y € A komutuje s x, pak y komutuje s f(x) pro kazdé f € C(o(x)).
Navic, ® je jediné zobrazeni splnujici proni dvé podminky.



II. NEOMEZENE OPERATORY NA HILBERTOVYCH PROSTORECH

I1.1. Pojem neomezeného operatoru mezi Banachovymi prostory.

Nechf X a Y jsou komplexni Banachovy prostory.

e Operatorem z X do Y rozumime linedrni zobrazeni T' : D(T) — Y, kde D(T)
(defini¢ni obor operatoru T') je vektorovy podprostor prostoru X.

e Obor hodnot operdtoru 7', tj. mnozinu T'(X), zna¢ime R(T).

e Operator T'z X do Y nazveme husté definovany, pokud jeho definiéni obor D(T)
je husty v X.

e Grafem operatoru 7' rozumime mnozinu

GT)={(r,y) e X xY :2e€ D(T) & Tx = y}.

e Operéator T se nazyva uzavieny, pokud jeho graf G(T') je uzaviend mnozina v X XY,

tj. pokud pro kazdou posloupnost (z,,) v D(T), pro kterou plati
o x, — x pro néjaké x € X,
o Tx, — y pro néjaké y € Y;

plati z € D(T) a Tz = y.

e Necht S a T jsou operdtory z X do Y. Piseme S C T, pokud G(S) C G(T); tj.
pokud D(S) € D(T) a pro kazdé x € D(S) plati Tx = Sx. Operator T se pak
nazyva rozsifenim operatoru S.

e Necht S a T jsou operdtory z X do Y. Jejich souétem rozumime operator S + T
s definicnim oborem D(S + T') = D(S) N D(T') definovany vzorcem (S + T)x =
Sz + Tx prox € D(T +S).

e Necht T je operdtor z X do Y a a € C. Pokud o = 0, pak operdtorem oT
rozumime nulovy operator definovany na X, pokud « # 0, pak operatorem a1’
rozumime operator definovany vzorcem (a1)x = o - Tx na D(aT) = D(T).

e Necht T je operdtor z X do Y a S je operator z Y do Banachova prostoru Z, pak
jejich slozenim rozumime operator ST' s definiénim oborem

D(ST)={x € D(T): Tx € D(S)}
definovany vzorcem (ST')(z) = S(T(x)) pro x € D(ST).
e Je-li T prosty operator z X do Y, inverznim operatorem k 7' rozumime operator
T~' 2 Y do X, jehoz definicnim oborem je D(T~') = R(T) a ktery je inverznim
zobrazenim k 7.

Lemma 1 (o grafu operatoru). Podmnozina L C X XY je grafem néjakého operdtoru,
prave kdyz je to linedrni podprostor spliugjici

{(z,y) € L: 2 =0} ={(0,0)}.
Tvrzeni 2. Pro operdtory R,S,T mezi Banachovymi prostory (pro které maji uvedené
operace smysl), plati:
e (R+S)+T=R+(S+1T);
o (RS)T = R(ST);
e (R+ST=RT+ST aT(R+S)DTR+TS.

Tvrzeni 3 (o uzavienych operdtorech). Necht T je operdtor z X do Y.
o Je-li T uzavieny a D(T) = X, pak T € L(X,Y).
o T md uzaviené rozsitent, prdvé kdyz (z,,Tx,) — (0,y) v D(T) x Y implikuje
y=0.
o Je-li T uzavieny a prosty, pak T~ je také uzavieny.



Tvrzeni 4 (o inverzi k uzavienému operatoru). Nechf T je prosty uzavieny operdtor z
X do Y. Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) R(T)=Y aT ' € L(Y, X).
(ii) R(T) =Y.
(iii) R(T) je husty v Y a T~ je spojity na R(T).

Poznamka. Pro neuzaviené operatory podminky z predchoziho tvrzeni nejsou ekviva-
lentni. Podrobnéji: Je-li T operator z X do Y, ktery neni uzavieny, pak:
e Podminka (i) platit nemuze.
e Podminka (ii) platit muze. Pokud plati, pak neplat{ ani (i) ani (iii). V tom piipadé
T muze a nemusi mit uzaviené rozsireni. Pokud ma uzaviené rozsiteni, pak operator
T nenfi prosty.
e Podminka (iii) platit muze. Pokud plati, pak neplati ani (i) ani (ii). V tom pfipadé
T muze a nemusi mit uzaviené rozsireni. Pokud ma uzaviené rozsiteni, pak operator
T spliiuje ekvivalentni podminky z piedchoziho tvrzeni.

Lemma 5. Je-li S uzavieny a T € L(X,Y), pak S+ T je uzavieny.

I1.2. Rezolventni mnozina, rezolventa a spektrum.

Necht X je Banachuv prostor. Operatorem na X budeme rozumét operdtor z X do X.
Necht 7' je operator na X.

e Rezolventni mnoZinou operatoru 7' rozumime mnozinu vSech A € C, pro které
operator A\I — T je prosty, na a (\[ —T)~! € L(X). Znacime ji p(T).
e Rezolventou (nebo rezolventni funkci) operatoru 7' rozumime zobrazeni

A= ROT) = (M —-T)1, A€ p(T).
e Spektrem operdtoru 7' rozumime mnozinu o(7") = C\ p(T').

Poznamka. (1) Pokud T neni uzavieny, pak p(T) =0 a o(T) = C.
(2) Rezolventni mnozina se nékdy definuje jinym zpusobem. Nékdy se pozaduje
(a) jen aby operator A\l — T byl prosty a na;
nekdy se pozaduje,
(b) aby operator A\l — A byl prosty, aby mél husty obor hodnot a inverzni operator
aby byl spojity.
Je-1i T uzavieny, pak vSechny tii definice jsou ekvivalentni; pro neuzaviené operatory
davaji ruzné pojmy. Pokud operator T neni uzavieny, ale méa uzaviené rozsitenti,
pak jeho rezolvetni mnozina podle moznosti (b) se rovnd rezolventni mnoziné
operatoru T'; rezolventni mnozina podle moznosti (a) je s rezolventni mnozinou T
disjunktni.

Tvrzeni 6 (uzavienost spektra). Je-li T' operdtor na X, pak o(T) je uzaviené.

Lemma 7 (prazdné spektrum a 7). Je-li T uzavieny operdtor na X, pro ktery plati
o(T)=0, pak T™' € L(X) a o(T™") = {0}.



I1.3. Adjungovany operator, symetrické a samoadjungované operatory.
Déle budeme uvazovat pouze operatory na Hilbertové prostoru H.
Skalarni soucin prvki z,y € H znacime (x,y).

Poznamka: Je-li H Hilbertuv prostor, pak H x H je také Hilbertuv prostor, pokud
skalarni sou¢in definujeme vzorcem

((z1,22), (Y1, ¥2)) = (T1,91) + (T2, Y2), (21, 72), (1,92) € H x H.
Definice. Necht T je husté definovany operdtor na H.

e Symbolem D(T™*) oznacme mnozinu viech y € H, pro které je zobrazeni
z— (Tx,y)

spojité na D(T).
e Pro y € D(T*) oznacme symbolem T™*y jediny prvek H, ktery spliuje rovnost

(Tz,y) = (x, T"y) pro vechna x € D(T).

Lemma 8. Necht T je husté definovany operdtor na H. Pak D(T*) je linedrni podprostor
H o T* je operdtor na H s defini¢nim oborm D(T*).

Operator T™ se nazyva adjungovany operator k 7.

Tvrzeni 9.

o Je-li S husté definovany a S C T, pak T* C S*.

o Je-li S+T husté definovany, plati S*+T1* C (S+T)*. Je-li navic S € L(H), plati
S*+T*=(S+T).

o Jsou-li S a ST husté definované, plati T*S* C (ST)*. Je-li navic S € L(H), plati
T*S* = (ST)*.

o Necht T je husté definovany, prosty a R(T) necht je husty. Pak (T—1)* = (T*)~1.

Tvrzeni 10 (o jadru a obrazu). Pro husté definovany operdtor T plati Ker(T*) = R(T)*.

Lemma 11 (o transformaci grafu). Definujeme V : Hx H — H x H predpisem V (x,y) =
(—y,x). Pak

o V je unitarni operdtor na H x H,

o G(T*) = (V(G(T)))* = V(G(T)*) pro husté definovanyj operdtor T na H,

Tvrzeni 12 (adjungovany operdtor a uzavienost). Necht T je husté definovany. Pak
plati:

e Operdtor T* je uzavieny.

o T md uzaviené roziivent, prdavé kdyz T* je husté definovany (pak T = T**).

o T je uzavieny, prdvé kdyz T = T** (implicitné T* je husté definovanyj).
Definice. Necht T je husté definovany operédtor na H.

e Rekneme, ze T je symetricky, pokud T C T*, tj. pokud pro kazdé x,y € D(T) plati

(Tz,y) = (z,Ty).

e Rekneme, ze T' je samoadjungovany, pokud 7' = T™.
Lemma 13. Necht T je husté definovany samoadjungovaniy operdtor. PakT je mazimdini
symetricky (tj. neexistuje vlastni symetrické rozsireni T ).

Mazimdlni symetricky operdtor nemusi biyjt samoadjungovanyj.



Tvrzeni 14 (dalsi vlastnosti symetrickych operdtort). Nechf T je symetricky husté
definovany oprdator na H. Pak plati:
(a) T je symetricksj.
) Je-li navic D(T) = H, pak T je omezeny a samoadjungovany.
) Je-li R(T') husty, pak T prosty.
) Je-li R(T') = H, pak T je samoadjungovanzj prosty a T~' € L(H).
) Je-li T samoadjungovany a prosty, pak T~ je samoadjungovany (specidlné husté
definovanyj).

Lemma 15 (o (o +i8)I — S). Necht S je symetricky na H a z € C\ R. Pak zI — S je
prosty a jeho inverze je spojitd na R(zI —S). Navic, S je uzavieny, prdvé kdyz R(zI —5)
je uzavreny.

(b
(c
(d
(

(&

Véta 16 (spektrum samoadjungovaného operatoru). Pro kazdy samoadjungovany operdtor
plati O # o(T) C R.
Dusledek 17 (charakterizace samoadjungovanosti mezi symetrickymi operatory). Pro
operdtor T na H je ekvivalentni:

(a) T je samoadjungovany;

(b) T je symetricky a o(T) C R;

(¢) T je symetricky a existuje z € C\R s z,Z € p(T).



I1.4. Symetrické operatory a Cayleyova transformace.
Necht S je symetricky operdtor na H, tj. Ozna¢me symbolem C'g operdtor

Cg= (S —il)(S+il)™"
Pak Cy je operator na H, ktery se nazyva Cayleova transformace operatoru S.

Véta 18 (vlastnosti Cs). Necht S je symetricky a U = Cs je jeho Cayleyova transfor-
mace. Pak

(a) U je linedrni izometrie D(U) = R(S + i¢I) na R(U) = R(S — il).

(b) I —U = 2i(S +4I)7t; specidlné, operdtor I — U je prosty a R(I — U) = D(S).
(c) S=i(I+U)I—-U)"

(d) U je uzavieny < S je uzavieny < D(U) je uzavieny < R(U) je uzavieny.

Lemma 19 (o izometrickém operdtoru). Necht U je libovolny operdtor na H, ktery je
izometrii D(U) na R(U). Pak
(a) (Uz,Uy) = (x,y) pro vSechna x,y € D(U). Specidlné: U je unitdrni, prdavé kdyz
je D(U)=RWU)=H.
(b) Je-li R(I —U) husty v H, je I — U prosty.

Véta 20 (charakterizace obrazu Cayleyovy transformace). Nechf U je operdtor na H,
ktery je izometrii D(U) na R(U). Predpoklddejme, zZe I —U je prosty a R(I —U) je husty.
Pak operdtor S =i(I + U)(I — U)™! je symetricky a plati Cs = U.

Poznamky

(1) Ve Véte 20 lze vynechat predpoklad, ze I — U je prosty, protoze plyne z ostatnich
predpokladu (diky Lemmatu 19(b)).

(2) Vety 18 a 20 lze formulovat i pro operétory, které nejsou husté definované. Pokud
za symetricky operdtor prohldsime operator S, ktery splauje (Sz,y) = (x, Sy)
pro viechna x,y € D(S), pak Véta 18 plati beze zmény a Véta 20 plati, i pokud
vynechame ptredpoklad hustoty R(I — U).

Véta 21 (Cayleova transformace pro samoadjungované operétory).
e Necht S je symetricky operdtor na H. Pak S je samoadjungovanyj, prdvé kdyz Cg
je unitarni operdtor.
e Necht U je unitdrni operdtor na H, pro kteryj je I — U prostyj. Pak operdtor S =
(I +U)I —U)™! je samoadjungovany a plati Cs = U.

Poznamky.
(1) Necht S a T jsou symetrické operatory na H. Pak S C T, prave kdyz Cs C Crp.
(2) Necht S je uzavieny symetricky operdtor na H. Pak kodimenze podprostoru D(C's)
a R(Cg) nazyvame indexy defektu operdtoru 7'. Pak plati:
e T je samoadjungovany, pravé kdyz oba indexy defektu jsou nulové.
e T je maximalni symetricky operator, pravé kdyz aspon jeden z indexu defektu
je nulovy.
e T ma samoadjungované rozsiteni, pravé kdyz oba indexy defektu jsou stejné.



I1.5. Méritelny kalkulus a spektralni miry.
Necht T € L(H) je normdln{ operdtor. Necht

f = J(T), [ eC(a(T)),
oznacuje spojity funkéni kalkulus (podle oddilu 1.7). Pro kazdou dvojici z,y € H necht
E, , je komplexni Radonova mira na o(7") takova, ze plati

(f(T)z,y) = fdEsy , feC(a(T)).

o(T)

Pak plati:

o [ Eoyll < llll - [lyll pro z,y € H,

e F,, >0 pro kazdé z € H,

e zobrazeni (z,y) — E,, je seskvilinearni.

Ozna¢éme Ap o-algebru podmnozin o(T), které jsou E,,-méfitelné pro vSechna x,y €

H. Je-li nyni h : o(T) — C omezend Ap-méfitelns funkce, pak symbolem h(T) znacime
jediny prvek L(H) spliujici

(T, y) = / hdE,,.
a(T)

Zobrazeni h +— h(T) se nazyvé méfitelny kalkulus operatoru 7. Pro A € Ay oznacme
E(A) = Xa(T).
Pak E(A) je ortogonalni projekce. Zobrazeni A — E(A) se nazyva spektralni mira operatoru 7.

Definice. Abstraktni spektralni mirou v Hilbertové prostoru H rozumime zobrazeni F s
nasledujicimi vlastnostmi:

(i) Definiénim oborem E je néjaké o-algebra A4 podmnozin C, ktera obsahuje vsechny
borelovské mnoziny.
(ii) Pro kazdé A € A je E(A) ortogonalni projekce na H.
(i) E(0) =0, E(C) = 1.
(iv) Je-li A € Atakove ze E(A) = 0, pak pro kazdou B C Aplati B € A (a E(B) = 0).
v) E(ANB)=E(A)E(B) pro A,Be A
(vi) E(LAUB) = E(A)+ E(B) pro A,Be A, AN B = 0.
(vii) Pro kazdou dvojici x,y € H je zobrazem E,,: A~ (E(A)z,y) komplexni bore-
lovska mira na C.

Poznamka. e V bodé (vii) staci pfedpokladat, ze pto kazdé x € H je £, = E,,
borelovska mira na C.
e Borelovskou mirou vyse rozumime miru g definovanou na o-algebie A obsahujici
borelovské mnoziny takovou, ze pro kazdou A € A existuji borelovské mnoziny B
a C, pro které plati BC AC C a|u|(C\ B)=0.
e Spektralni mira omezeného normalniho operatoru je abstraktni spektralni mira.

Tvrzeni 22. Necht E je abstrakini spektrdlni mira v separabilnim Hilbertové prostoru H.
Pak pro kazdou A € A existuji borelovské mnoZiny B a C, pro které plati B C A C C a
E(C\ A)=0.

Poznamka. Nékdy se spektralni mira definuje jen pro separabilni prostory H. Pak se
definuje jen na o-algebie borelovskych mnozin a vynechava se podminka (iv). Pro nese-
parabilni H je tfeba pouzit uvedenou definici.

Tvrzeni 23 (integrél omezené funkce dle spektralni miry). Je-li E abstrakini spektrdlni
mira v H definovand na o-algebre A a f (C — C je omezend A-meéritelnd funkce, pak
existuje prdvé jeden operdtor ®o(f) € , pro ktery plati

(Po(f)z,y) /fd r,y € H.



Dadle plati:
(@) 1@o(f)all = +/ [ |fI? dEs prox € H,

(b) |®o(f)Il = ess sup|f],
(c) ®¢ je x-homomorfismus C* alebry omezenych A-méritelnyjch funkcei do L(H).

Znaceni: Operdtor ®o(f) z predchoziho tvrzeni znacime [ f dE a nazyvdme integralem
funkce f podle spektralni miry E.

Tvrzeni 24 (spektrdln{ rozklad omezeného normélniho operdtoru). Necht T € L(H)
je normalni operdtor. Pak existuje prdvé jedna abstrakini spektrdlni mira E v H, kterd

splnuge
T = /id dE,

a to spektrdlni mira operdtoru T. Navic plati pro kazZdou f : C — C omezenou Arp-
meritelnou
_ / f dE.

Tvrzeni 25 (integral (obecné neomezené) funkce dle spektralni miry). Necht E je abs-
traktni spektrdlni mira v H definovand na o-algebre A, a f : C — C necht je A-méritelnd
funkce. Oznacme

D((f) = {x e H: / P dE, < oo},

Pak D(®(f)) je husty linedrni podprostor H. Navic existuje jeding operdtor ®(f) na H s
definicnim oborem D(®(f)), ktery spliuje

(@(f)r.y) = / fdE,,.  z.ye D@(f)).

[o(f)l = / P dB.  ze D@

Znaceni: Operdtor ®(f) z predchoziho tvrzeni znaéime [ f dE a nazgvdme integralem
funkce f podle spektralni miry E.

Navic plati:

Tvrzeni 26 (vlastnosti [ f dE). Je-li E abstrakini spektrdlni mira v H a f,g jsou A-
meritelné funkce, pak plati:

(a) (f) +P(g) C (f +g);
(b) @(f)®(g )C_Cp(fg) a D(®(f)®(g)) = D(®(g)) N D(®(fg)).
(c) @(f)" = @(f) a D())2(f)" = (| f[*) = 2(f)*D(f), specidlné B(f) je normdlni.
(d) ®(f) je uzavreny operdtor.
(e) CID(f) e spojity, pravé kdyz f je esencidlné omezend, tj. existuje A € A, Ze E(C\
4)

=0 a f je omezend na A.

Tvrzeni 27 (spektrum [ [ dE). Je-li E abstraktni spektrdlni mira o f A-méritelnd
funkce, pak

0(/f dE) =Wg(f) =C\ U{G C C: G oteviend , E(f~*(G)) = 0}.



I1.6. Spektralni rozklad samoadjungovaného operatoru.
Lemma 28. Necht T je samoadjungovany operdtor na H. Necht E je spektrdlni mira

operdatoru Cr. Pak
1
T = /il 2 4B(2),

—Z

Lemma 29 (o obrazu spektrdlni miry). Necht F je abstraktni spektrdlni mira v H defi-
novand na o-algebre A a ¢ : C — C je borelovsky méritelné zobrazeni. Oznacme
A={AcCC:p1(A)c A}
apro A e A poloime
E(A) = F(p™'(A)).
Pak E je abstraktni spektrdlni mira v H a pro kaZdou A'-mévitelnou funkci f plati

/de:/fmde.

Véta 30 (spektralni rozklad samoadjungovaného operdtoru). Je-li S samoadjungovany
operdtor na Hilbertové prostoru H, pak existuje jedind abstrakini spektralni mira E v H
takova, zZe S = fid dFE.

Dusledek 31. Necht S je samoadjungovany operdtor na H. Pak S je omezeny, prdvé
kdyz o(S) je omezend mnoZina.



[1.7. Normalni operatory.

Definice. Husté definovany uzavieny operator 7' na Hilbertové prostoru se nazyva normalni,
jestlize T*T' = TT™.

Lemma 32 (o T*T). * Necht T je uzavieny a husté definovanyj operdtor na H. Pak plati:
(i) I +T*T je bijekce D(T*T) na H.
(ii) Oznacme B inverzni operdtor k I +T*T a C =TB. Pak B a C patii do L(H) a
maji normu nejvys jedna. Navic, B je nezdaporny.
(ili) T*T je samoadjungovany a T je uzdavérem T|pr=r).

Lemma 33. Necht T je normdlni operdtor na H. Pak plati:
(a) D(T) = D(T")
(b) Pro x € D(T) plati ||Tz|| = || T*z||.
(¢c) Je-li S O T normdalni, pak S =T.

Véta 34. Je-li T normdlni operdtor na H, pak existuje pravé jedna abstraktni spektrdalni
mira E v H, ZeT = fiddE.



