I. VYJADRETE PRIMITIVNI FUNKCE POMOCI ELEMENTARNICH FUNKCT
NA MAXIMALNICH INTERVALECH EXISTENCE ,

1. [23+22+ M de 2. [18e" +16e% — L +3coszdz 3. [V1-3zdz 4. [ %dx
5. fﬁdx 6. [sin"zcosxdx 7. fxe_xz dz 8. [tgzdzr 9. [cotgzdx
10. [VaSdz 11. [|cosz|dz 12. [arcsinsin %7 dz  13. fwlla#dx 14. [ em;_rll dx
15. [tg?xdzr 16. [cotg?zdz 17. f2+3x2 18. [sin®zdx 19. [cos*xzdz 20. f#?;%)
21. [ g de 22 fﬁdaz 23. fxlogx?% 24. [ze®dz  25. [logzdx
26. [arctgrdr 27. [28Zdz 28. [e*cosbrdr,a,beR 29. [2*logzdx
30. [23log’xdz 31. [eV®dx 32. [log (z4+ Va2 +1) da

VYSLEDKY A NAVODY. Vysledky jsou uvedeny ,az na konstantu“. 1. fz* + 2% + 16log |z| na
(—00,0) a na (O oo) 2. 186 +268”‘ log |z| + 3sinz na (—o00,0) ana (0,00) 3. —3(1— 3a)3,
na R 4. ___ \/ + Zl':3 ——Zl','3 na ( O0,0) a Ia (O, OO) 5. 99(1im)99 _49(11$)98 +97(1i.’£)97’

na (—oo,1) a na (1,00) (substituce ,y = 1 —2z“) 6. isin®znaR 7. ;e_mQ na R 8.
—log | cos x| na kazdém z intervalt (—%5 + k7, 5 +kn), k € Z 9. log|sinz| na kazdém z intervali
(km,(k+1)7), k€Z 10. i|z[-2%, naR 1l.sin(z—7-[2+3])+2-[£+ 1], naR 12.

( 2log(1+ 2%) + w(xe — 1) + 4log o x € [—00, —x3]
—7(z + 1) — 2log(1 + 2%) + 4log(%x1) € [—x2, —x1] vy  4=VIE=RE
Fla) = { 2log(1 +2?) Lt I R ==
m(z — 21) — 2log(1 + 2?) + 4log(2:) [931,332] T
L 2log(1+x2)+7r(a;2—x1)+4logﬂ T € [x2, 0]
R 13. _10.5?1(1)?521%2;1%5’ naR 14. 1 e?* —e*4+x,naR 15. tgx —x, na kazdém z intervali
(-5 +kn, 5 +km),k€Z 16. —Cotgas — z, na kazdém z intervalu (k7r (k+1)rm), keZ 17.
Tarctg x\/_ ,na R 18. £ — 131112:1: na R 19. :z:—f— smxcosx—k 3111:1:0083:1: na R  20.
: tg(2?), na kaZdém z 1ntervalu (/=5 +km, /5 +km), k €7 21. %log(l +4z%), na R 22.
%a ctg(z?), na R  23. log|loglogz|, na (1,e) ana (e,00) 24. (r—1)e* naR 25. zlogx —x
na (0,00) 26. zarctgz — 3log(l +z?) na R 27. —2e " - (sinz + cosz), na R 28. % .
(acosbx + bsinbz) na R, pokud a® +b> #0; z na R, pokuda=b=0 29. 1+a (lOgSC 1+a)7

na (O,oo)proa%l;%ln%c,na (0,00) pro = =1  30. 1 ztn?z — é rlnz + 2 :z:,na(O,oo)
31. 2¢V? . (\/z — 1), na (0, 00) (substituce ,y = /z%) 32. zlog (z + Va2 +1) — \/x2 +1,na R
(per partes 1- 1og (a; + V2 + ))

. . SPOCTETE PRIMITIVNI FUNKCE

x '—5 x '—5 x —|—1 x
6.f(962d%)2 pomoci z = tgy T. fog_fllda: 8. fm
9. Pro jaky vztah mezi parametry a, b, ¢ € R je prlmltlvnl funkce k funkci f racionalni, je-li

_ axz—i—bx c x dx 11—z l—z dz
flo) = 2?10, [ =5fm 11 [T 12 [YET B[

1‘4+1

14. [1=¥lde 15, f\/@+V; dz 16, [ 2Ptdr 17, [Sode 18, [
19.f\/mdx °f(xz+2ff$3¢)£izx+4 21. [ 22 [Va?—1de

23. [V1—2%2dz 24. f%dx 25. [ =—dz 26. [ ——dz 2T. fm;f%

28. WM, 29. f (sin2 m—l—decosZ x)? 30. fm 31. f 1-?:1nmx dz

32. f sinx cosx dzx 33. f i sinx dr

sin x+cos = sin3 z+4cos3 x



VYSLEDKY A NAVODY. 1. ( }7 I—) 4log|xr — 1], z € (—o0,1) nebo =z € (1,400) 2.

(2515 ﬁx2k> — 2log|z — 1| + 3log|z + 1|, x € (—o0,—1) nebo =z € (—1,1) nebo =z € (1,+00)
3. z + gloglz| — Zloglz — 2| + %logm — 3|, x € (—00,0) nebo = € (0,2) nebo =z € (2,3)
nebo z € (3,+00) 4. tlog m(;:xlil + \/_arctg Qi‘/tl, x € (—o00,1) nebo z € (1,+0) 5.
glog%—k@ arctg(a:\/i—i—l)—i—% arctg(zv/2—1) 6. m—k%arctg:c 7. 123+ log(1+
:z:z)—i—@log(xz xf+1)—@log(x2+xﬁ+l) ‘/_arctg(Qa: ﬁ)—g’ﬂfﬂarctg@x—f—\@)
8. L. J2ei3s 47 arctg 23\”;53 9. a+2b+3c =0 10. 6( u/2) — u(4/3) + lu(7/6) —

7  x243x+4 49
%u + lu(‘r’/G) - 1u(2/3)), kdeu =z+1, z € (—-1,400) 11. log’\/—vif;\/—vl_x + 2arctg 1+$,
€(-1,1) 12. 1og¢%—\/§a1‘ctg2z\‘;ﬂl +\/§arctg2’\‘/_ kdeu:?/}er x € (—o0,—1)

nebo x € (—1,0) nebo z € (1,+00) 13. ¢ = QJ_F—i 4. t=vVz+1 15.t= ,/x;i 16.
].Og(e +1) ZEGR 17. ex_log(l'i‘ex) 18.m—log(\/xz'i‘zx‘i‘z—l'—l),xER
19. (x—l)\/x2—2:z:—1—log|a:—1—|—\/:z:2—2:c— |, 2 € (—00,1—+/2) nebo x € (1+ /2, +00)
20. log ;‘ff;fﬁ + %arcth — Earctg \/5, kde t =va24+2x+4—xz,x € R 21. argsinhx =
log(z + Vz2 +1) na R 22, 1ava? — 1log|z 4+ V22 — 1| na (—oo,—1) ana (1,+00) 23.
2V1—2? + Larcsinz na (—1,1) 24. %arctgsin%c na R 25. —1 log‘}Jrngi‘ na kazdém z
intervalt (k= (k + 1)m), k € Z 26. % log)“’smi

ke€Z 27.a 28. substituce y = tg35 29. substituce y = tgz  30. substituce y = cosx
31. substituce y = tgaz 32. substituce y =tg 3  33. substituce y = tgw

na kazdém z intervali (=% + km, 5 + k),

) . III.dVYPoéTETE NASLEDUJICI INTEGRALY
1. f0ﬂ|1—az|dx 2. f_l —mg_%cgf)sa+l, € (0,m) 3. fo 714_“0”,56 [0,1)
4. [? === Ic_lsz ——,ab#0 5. f1007r V1 —cos2xdx 6. f10g2 —rdr 7. fo% 22 cosxdx
8. fe\loga;|da: 9. fo\/ga:arctgajda: 10. flogzx/ex —1dz 11. [ 2®Va® —22dx
12. fo ?}fmi_\/_dx 13. f ) mgiiil 14. [[(zlogz)*dz 15. fol x%/1 + 328 dw

27 dx ™ 2 400 _
16. [, (2Fcos7)(3Feosm) 17 f m 18. [ e“cos’xdx 19. [ z"e *dr,neN
VYSLEDKY A NAvopy. 1.1 2. 57— 3. *12;2’ substituce ¢ = cotg§ 4. g7 (napi
t =tgz) 5.200v2 6. 1782 747 8.2-2 9. .27 10.2-7 11. Lrd?

12. ”2 13. 1log3— ﬁw 14. 5627_2 15. 12 16. %(4\/_ 3v/2), substltucet—cotg2

17. 27r\/§ napf. substltucet—tgx na (0,%) 18. 2(e"—1) 19. n!



IV. POCITANI LEBESGUEOVYCH INTEGRALU
Spoctéte obsah kruhu o poloméru r. 2. Spoctéte objem koule o poloméru r.
Spoctéte obsah plochy ohranicené elipsou s poloosami délek a, b.
Spoctéte objem elipsoidu s poloosami délek a, b, c.
Spoctéte integral fB(O 1 (22 + y?)* dx dy v zévislosti na parametru o € R.

Spoctéte integral f{ e v]ip(a, y)>1}(x2 +y?)*dx dy v zévislosti na parametru « € R.

NS ok

Spoctéte integral fR? 2*=y* qg dy pomoci polarnich souradnic a zaroven ho vyjadiete pomoci

Fubiniovy véty. Jako disledek zjistéte hodnotu integralu f0+oo e~ daz.

VYSLEDKY A NAVODY. 1. Uvazme kruh B(0,7) = {[z,y] € R? : 22 + y* < r?}, ozna¢me f jeho
charakteristickou funkci. Obsah je pak roven integralu fR? fdA. Ten Ize spocitat z Fubiniovy véty

x < —r nebo x > r,

07
fRQ x,y) dA(z,y) fR (fR Y dy) dzx. Prltomf]R z,y)dy = { WITTZE, ze(—rr).
Obsah je tedy roven f_r 212 — 22 dx, ktery se spocte jako Riemanniv a vyjde 7r2. 2. Uvazme
kouli B(0,7) = {[z,y, 2] € R® : 2% + 4% + 22 < r?}, ozna¢me f jeho charakteristickou funkci. Ob-
jem je pak roven integralu [ps fdA. Ten lze spocitat z Fubiniovy véty [ps f(x,y, 2) dA(z,y,2) =
Je (Jgz f(@,y,2) dX(y, 2)) da. Pfitom [o. f(z,y, 2z) dX(y, 2) je roven 0, pokud = < —r nebo z > r,
pro x € (—r,r) je roven obsahu kruhu o poloméru v/r2 — 22, coz je dle pfedchoziho ptikladu rovno

7(r? — 22?). Objem je tedy roven fir mr? —x?dr = %m‘g’. 3. Tou plochou se mysli mnozina

A = {[z,y] : 2—2 + z—j < 1} a obsah je [R2?yx4d). Pii vypoétu lze bud postupovat stejné jako
v prikladu prvnim (dostaneme o néco mélo slozitéjsi integral) nebo lze pouzit vétu o substituci:
Nejprve si obsah vyjadiime jako [, 1dX a pouzijme substituci p(z,y) = [az,by]. Pak Jakobian
je roven ab a ¢ '(A) = B(0,1). Tedy [,1dX\ = J(0.1yabdA = mab. 4. Onen elipsoid je

mnozina B = {[z,y, 2] : 2—2 + g—z + i—j < 1}. Lze postupovat analogicky jako v pfedchozim pfipadé,
pouzit substituci ¢(z,y, z) = |azx, by, cz]. Vyjde %Wabc. 5. Pouzijeme polarni soufadnice, tedy
substituci ¢(r,t) = [rcost,rsint], (r,t) € (0,+00) x (0,27). Jakobidn je roven r, obor hodnot
¢ je rovina bez nezaporné poloprimky na ose z. Protoze vynechand mnozina je nulové miry, lze
substituci pouzit a integral se pomoci ni pi“evede na f(o 1x(0.2m) " r2@ . rdX\(r,t), ktery spoéteme
pomoci Fubiniovy véty. Vyjde +oo pro a < —1 a 75 pro a > —1. 6. Postupujeme stejné jako
v predchozim prikladu, dostaneme f(1’+oo)x(0’27r) rd)\(r t), coz vyjde 400 pro v > —1 a i
pro a < —1. 7. Pomoci polarnich soutradnic (viz predchozi dva priklady) integral pfevedeme na

f(O,—l—oo) % (0,27)

tedy f0+oo e dz = @

2
re" dA(r,t) = 7. Podle Fubiniovy véty se ptvodni integral rovna (fjooj e~ da:) ,



V. LINEARNI ZOBRAZENf A KVADRATICKE FORMY

JE L: U — V LINEARNI ZOBRAZEN{? POKUD ANO, JAK VYPADA Ker(L) A Im(L)?
1. U=R3V =R%a) L(u,v,w) = [u+w,w — v+ Tu,u,u], b) L(u,v,w) = [u?,v,0,0],
¢) L(u,v,w) =10,0,0,0], d) L(u,v,w) = [u,v — 1, 4w, u + w], e) L(u,v,w) = [u, v, w,w],
f) L(u,v,w) = [u+v,u —v,w, 10u].
2. U=C(R),V =C(R); a) L(f)(z) = f(z+1) = f(z), b) L(f)(z) = [y f(t)dt,
¢) L(f)(z) = f(z?), d) L(f)(z) = [} f(t)dt
3.U =CY(R),V = C(R); a) L(f)(x) = f'(x), b) L(f)(x) = f(x)—f'(x), ¢) L(f)(z) = [§ f'(t)dt

4. Zjistéte, zda nasledujici matice jsou pozitivné definitni, negativné definitni atd.

111 ~10 1 1
12). 21). 12Y. 11, . _ )
a)(21>,b)(12>,6) (01>,d)(11>,e)<12i),f)<1 210—21)’
1713 -1
10 1 3 313 -3-13
g)<1101);h) (1101)21) (_13 1)aJ)<;iéf)
3 11 313 3 1 -3 _

121 4

VYSLEDKY A NAvoDY. 1.a)ANO, Ker(L) = {[0,0,0]}, Im(L) =ling{[1,7,1,1],[0,—1,0,0],[1,1,0,0]} =
{la,b,c,d] € R* : ¢ = d}; b) NE (napi. L(2-[1,0,0]) # 2- L([1,0,0])); ¢c) ANO, Ker(L) = R?,

Im(L) = {[0,0,0,0]}; d) NE (napf. L(0,0,0) # [0,0,0,0]); e) ANO, Ker(L) = {[0,0,0]}, Im(L) =
ling{[1,0,0,0],0,1,0,0],[0,0,1,1]} = {[a,b,c,d] € R* : ¢ = d}; f) ANO, Ker(L) = {[0,0,0]},
Im(L) = linr{[1,1,0,10], [1,-1,0,0],[0,0,1,0]} = {[a,b,c,d] € R* : d = 5(a + b)}. ) ANO,
Ker(L) tvoii 1-periodické funkce, Im(L) = C(R) (mirné obtiznéjsi); b) ANO, Ker(L) = {0},
Im(L) = {f € CY(R): f(0) = 0}; c) ANO, Ker(L) = {f € C(R): f | (0,+00) = 0}, Im(L) tvoi{
sudé funkce z C(R); d) ANO, Ker(L) tvoii 2-periodické funkce spliujici navic f_ll f(x)dz = 0,
Im(L) = C*(R) (oboji mirné obtizngjsi). 3. a) ANO, Ker(L) tvoi{ konstantni funkce, Im(L) =
C(R); b) ANO, Ker(L) = ling{e”} = {ae”: a € R}, Im(L) = C(R); c¢) ANO, Ker(L) tvoii kon-
stantni funkce, Im(L) = {f € C*(R): f(0) = 0}. 4. a) ID, b) PD, c),d) PSD, ne PD; e) ID, f)
ND, g) PD, h) PSD, ne PD, i).j) ID.

VI. NAJDETE VLASTNI CiSLA A VSECHNY JIM PRISLUSNE VLASTNI VEKTORY PRO MATICE
2 1 2

3 -1 3 6 1 1 1 2
(5 ) z.( ) s (4h) a(Ld) s
2 0 4 -2 -1 1 -2 5 5 1 5
8 -1 -3 3 -1 -1 2 0 -1
.18 1 -4 8. 16 -2 -2 9. [ 5 -1 -2
7T -1 =2 3 -1 -1 1 1 -1

VYSLEDKY A NAvODY. (ve formétu: (vlastni ¢islo, ndsobnost, mnozina vlastnich vektoru)) 1.

(L, 1,{t-[1,2]: t € C\{0}}), (2,1,{t-[1,1]:t € C\{0}}). 2. (6,1,{t-[2,1]:t € C\{0}}),
(—5, 1,{t-[3,—4]:t € C\{0}}). 3. (1+4,1,{¢t-[1,4]: t € C\{0}}), (1—34,1,{¢t-[1, —i]: t € C\{0}}).
4. (3,2, 4t-[L1: € C\{0})). 5. (L1 {t-[1,1,1]: £ € C\{0}}), (2.1, {¢-[1.2,1]: teC\{O}}),
(3,1,{t-[1,1,2]: t € C\{0}}). 6. (L,1,{t-[1,1,2]:¢ € C\{0}}), (3 ,2,{t [1,0,1] +

[0,1,0]: [s,¢] € C*\{[0,0]}}). 7. (1,1,{¢t-[1,1,2]: t € C\{0}}), (3,2,{t[1,2,1]: teC\{O}})
8. (0,3,{t-[1,3,0] +s-[0,—1,1]: [s,t] € C2\ {[0,0]}}). 9. (0,3,{t-[1,1,2]:t € C\{0}}). 10.
(1,3,{t-[1,1,1]: t € C\{O}}) 11. (i,2,{t-[3,4,-5+,0] +s-[-7 —14,0,—8 — 104, 8]: [s,t] €
C2\ {[0,0]}}), (—=i,2,{t-[3,4, -5 —i,0] + s [-7+1,0,—8 + 104, 8]: [s,t] € C?\ {[0,0]}}).



VII. NALEZNETE LOKALNI EXTREMY NASLEDUJICICH FUNKCI V UVEDEN\?CH MNOZINACH:
1. f(z,y) = 24 +y*—2? —22y—9y* , M =R? 2. f(z,y) = xy+50+ M = {(z,y);x > 0;y > 0}
8. f(z,y) =2y (6 —x—y); M = {(2,y) ;2 > 0;y > 0}
4, f(z,y)=2%3 6 -2 —y); M =R?* 5. f(z,y) = 8log(x? + y?> + 1) — 3zy, M = R2,
6. f(r,y,2) =z + % + Z—; + %, M ={(z,y,2);x >0,y >0,z > 0}.
7. f(x,y,2)=at —yt —2? - 22y — 9%, M =R%? 8. f(z,y) =e"(2? —y® + 2y), M = R%
9. Dokazte, ze funkce f (z,y) = (1 + e¥) cosx — ye? nabyvé lokdlniho maxima v nekone¢né mnoha
bodech, avsak lokdlniho minima ani v jednom bodé.
VYSLEDKY A NAvVODY. 1. Ostré lokdln{ minimum v bodech [—1, —1] a [1, 1]; sedlovy bod [0, 0]
(vySetite chovani f v okoli pocatku na piimkdch y =0 ay = —z). 2. Ostré lokdlni minimum
v bodé [5,2]. 3. Ostré lokalni maximum v bodé [2,3]. 4. Ostré lokdlni maximum v bodé
[2, 3], neostré lokdlni maximum v bodech [0, y] pro y < 0 a pro y > 6, neostré lokalni minimum v
bodech [0, y] pro y € (0,6), sedlové body |0, 6] a [z, 0] pro x € R. (Pro rozliSeni neostrych extrému
a sedlovych bodu Vyéetfete znaménko f.) 5. Ostré lokdlni{ minimum v bodé [0, 0], sedlové body

[\/2,4/%2 -/ 2 23], 6. Ostré lokdlnf minimum v bodé [1,1,1]. 7. Nem4 lokalni

extrémy sedlovy bod [0 0] — vySetfete chovani na primkach prochazejicich pocatkem). 8. Ostré
lokélni maximum v bodé [—-2, —1], sedlovy bod [0,0]. 9. Ostrd lokalni maxima jsou v bodech
[2km, 0], k € Z; sedlové body [(Zk: + 1)m, —2], k € Z.

VIII. NAJDETE TAYLORUV POLYNOM k-TEHO RADU V BODE () PRO FUNKCE
1. tgz, k=4. 2. cos(sinz), k=5. 3.sin(sinz), k=6. 4. sin(l —cosz), k= 3.
5. arctgz, k € N. 6. arcsinz, k € N.

SPOCTETE LIMITY (POMOCI TAYLOROVA POLYNOMU)
2

—x

7. lim % 8. lim % 9. lim (\6/1'6 + 25 — /b —335)
z—0 z—0 T—r+00
. 3 . g -z _
10. lim 22 (Vo+1+vVe—1-2yz) 11, lim “£2,—=2 (a>0)  12. lim (3 - 57)
: 2 1 i 1 (1 T : 3 1
13. mklfoo (az —z%In (1 + ;)) 14. }cli%g (5 — %) 15. mEI—Foo ((az —x%+ 5) er — Vb + 1)
16. Najdéte n € N, aby limita a)* lim te(sinz) —sin(tg m), b) lim (ta)'—1 ¢) lim cosz—cos(tgz)
. z—0 x z—0 x z—0 x
d) lir% M byla kone¢nd a ruznd od 0, a spoctéte tuto limitu.
x—
17. Najdéte a,b € R, aby 111% = (a+bcosm)smm =0.
x—
18. Najdéte a,b € R, aby lim Lﬁbtgm = 0 a spottéte lim Z=asinz=bigz
z—0 x—0 z

VYSLEDKY A NAvODY. 1.2+ 32® 2. 1— 122+ Za* 3. 12— 5.

0 _ 70 B o N G D AR Y 0 _ 70 ok (—1/2) g2t 1
Ty (w) = Top(x) = Zj:l (2j)—1 e 6. Ty (x) = Ty (x) = Z] 1 (3 /1) 51 - T 13
8. 3 9.3 (Ize i elementdrng, pomoci vhodného rozsfienf) 10. —1 (Ize i elementdrné, pomoci

ci
dVOthO vhodneho rozsiteni, takovy postup Je pocetné naro¢néjsi) 11 loga 12. 0 13. %
14. z 15. ¢ 16. (a) n = 7, limita je 55; (b) n = 2, limita je 1; (c) n = 4, limita je 3; (d)

n =1, limita je 5. 17.a= %, b= —% 18. a = 2 , b= 1 , limita vyjde —5=



