
I. Najděte všechna řešení diferenčních rovnic (s počátečními podmínkami)
1. y(n+ 2) + 4y(n+ 1) + 4y(n) = 0 2. y(n+ 2)− 3y(n+ 1) + 2y(n) = 0
3. y(n+ 2)− 6y(n+ 1) + 13y(n) = 0, y(1) = 0
4. y(n+ 2)− 2y(n+ 1)− 3y(n) = 0, y(1) = 2, y(2) = 1
5. y(n+ 2)− y(n+ 1)− y(n) = 0, y(1) = y(2) = 1 6. y(n+ 4) + 6y(n+ 2) + 9y(n) = 0
7. y(n+ 2)− 2y(n+ 1) + 2y(n) = cosn 8. y(n+ 3)− y(n+ 2)− 2y(n+ 1) + 2y(n) = n+ 2n

9. y(n+ 2) + 3y(n+ 1) + 2y(n) = sinn+ sin 2n 10. 8y(n+ 3) + y(n) = 3n+ 1/2n

11. y(n+ 2)− 3y(n+ 1) + 2y(n) = n2, y(1) = 3, y(2) = 2.
12. y(n+ 2)− y(n) = 17, y(1) = y(2) = 0.
– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –
Výsledky a návody. 1. y(n) = (a+ bn) · (−2)n (a, b ∈ R) 2. y(n) = a+ b ·2n (a, b ∈ R) 3.

y(n) = a
2
· (
√
13)n · (2 cos(n arccos 3√

13
)−3 sin(n arccos 3√

13
)) (a ∈ R) 4. y(n) = 1

4
(3n−5 · (−1)n)

5. y(n) = 1√
5
·(( 1+

√
5

2 )
n−( 1−

√
5

2 )
n) 6. (

√
3)n((a+bn) cos nπ2 +(c+dn) sin

nπ
2 ) (a, b, c, d ∈ R) 7.

y(n) = 2 sin2 1 cos 1−1−cos 1
8 sin2 1 cos 1−1−4 sin2 1−cos 1 cosn+

sin31
8 sin2 1 cos 1−1−4 sin2 1−cos 1 sinn+ (

√
2)n(a cos nπ

4
+ b sin nπ

4
)

(a, b ∈ R) 8. y(n) = 2n−1 − 1
2n
2 − 3

2n+ a+ b(
√
2)n + c(−

√
2)n (a, b, c ∈ R)

9. y(n) = 1
2 (

3 cos 1+3+4 sin2 1 cos 1
9+6 sin2 1+9 cos 1+8 sin2 1 cos 1

sinn− sin1(4 sin2 1+5)
9+6 sin2 1+9 cos 1+8 sin2 1 cos 1

cosn) +

+12 (
3 cos 2+3+4 sin2 2 cos 2

9+6 sin2 2+9 cos 2+8 sin2 2 cos 2
sin 2n− sin 2(4 sin2 2+5)

9+6 sin2 2+9 cos 2+8 sin2 2 cos 2
cos 2n)+a·(−1)n+b·(−2)n (a, b ∈

R) 10. y(n) = 1
3
n − 8

9
+ 1
2n+1

+ a · (−1
2
)n + 1

2n
(b cos nπ

3
+ c sin nπ

3
) (a, b, c ∈ R) 11. y(n) =

5 · 2n−1 − 1
3n
3 − 1

2n
2 − 13

6 n+ 1 12. y(n) = 17
2 n− 17

4 · (−1)n − 51
4

================================================================
II. Rovnice se separovanými proměnnými

1. Nalezněte maximálńı řešeńı rovnice y′ = y procházej́ıćı bodem [0, 1].
2. Pro diferenciálńı rovnici yy′ + xy2 = x nalezněte
(a) všechna maximálńı řešeńı, (b) maximálńı řešeńı procházej́ıćı bodem [1, 0].

3. Pro diferenciálńı rovnici y′ = y2

x2
nalezněte

(a) všechna maximálńı řešeńı, (b) maximálńı řešeńı procházej́ıćı bodem [1, 12 ],
(c) všechna maximálńı řešeńı, která jsou na svém definičńım oboru omezená.

4. Pro diferenciálńı rovnici y′ = − (1+y2)x
1+x2 nalezněte

(a) všechna maximálńı řešeńı, (b) maximálńı řešeńı procházej́ıćı bodem [0, 1].

5. Nalezněte řešeńı rovnice y′ = 5
√

y2, které splňuje y(−2) = −3
5
a y(0) = 1.

6. Nalezněte všechna maximálńı řešeńı rovnice y′ = cosx
ey . Určete množinu všech bod̊u v R2, kterými

procháźı právě jedno řešeńı definované na celém R.
7. Řešte rovnici y′(2− ex) = −3ex tan y cos2 y. Pro která A existuje řešeńı s vlastnost́ı

lim
x→+∞

y(x)− lim
x→−∞

y(x) = A?

Najděte všechna maximálńı řešeńı následuj́ıćıch rovnic
8. yy′ = 1−2x

y 9. xy′ + y = y2 10. y′ = 10x+y 11. e−y(1 + y′) = 1

12. y′ +
√

1−y2

1−x2 = 0, x ∈ (−1, 1) (*na zbylých intervalech) 13. y′ sinx = y ln y, y(π2 ) = 1

14. y′ = 1+y2

1+x2 , y(0) = 1 15. y − xy′ = b(1 + x2y′), y(1) = 1 (b ∈ R)



Výsledky a návody. 1. y(x) = ex, x ∈ R. 2. (a) singulárńı řešeńı y10 = 1 na R, y20 = −1
na R; y11(x) = sgnx ·

√
1− e−x2 na R, y21(x) = − sgnx ·

√
1− e−x2 na R; y1c (x) =

√
1− ce−x2 , x ∈

(
√
log c,+∞), y2c (x) = −

√
1− ce−x2 , x ∈ (

√
log c,+∞), y3c (x) =

√
1− ce−x2 , x ∈ (−∞,−

√
log c),

y4c (x) = −
√
1− ce−x2 , x ∈ (−∞,−

√
log c) pro c > 1; y1c (x) =

√
1− ce−x2 na R a y2c (x) =

−
√
1− ce−x2 na R pro c < 0 a c ∈ (0, 1). (b) Takové řešeńı neexistuje. 3. (a) y10 = 0 na (0,+∞),

y10 = 0 na (−∞, 0); daľśı řešeńı dána vzorečkem yjc(x) =
x
1−cx , c ∈ R\{0}, j = 1, 2, 3 definována na

intervalech: pro c > 0 y1c na (−∞, 0), y2c na (0,
1
c ), y

3
c na (

1
c ,+∞); pro c < 0 y1c na (−∞, 1c ), y

2
c na

( 1c , 0), y
3
c na (0,+∞). (b) y3−1(x) = x

1+x , x ∈ (0,∞). (c) Omezená jsou y10 , y20 , y1c pro c > 0, y3c pro
c < 0. 4. (a) y1c (x) = tg(c− 12 log(1+x2)), x ∈ (

√

exp(−π + 2c)− 1,
√

exp(π + 2c)− 1), y2c (x) =
tg(c − 1

2
log(1 + x2)), x ∈ (−

√

exp(π + 2c)− 1,−
√

exp(−π + 2c)− 1) pro c ≥ π
2
; yc(x) = tg(c −

1
2 log(1 + x2)), x ∈ (−

√

exp(π + 2c)− 1,
√

exp(π + 2c)− 1) pro c ∈ (−π
2 ,

π
2 ). (b) yπ

4
(x) = tg(π4 −

1
2 log(1 + x2)), x ∈ (−

√

exp( 32π)− 1,
√

exp( 32π)− 1). 5. Takové řešeńı neexistuje. Všechna

maximálńı řešeńı jsou: ys = 0 na R; ys,c =

{

0 x ∈ (−∞, c]

( 35 (x− c))
5
3 x ∈ (c,+∞)

pro c ∈ R; yc,s =

{

0 x ∈ (c,+∞]
( 35 (x− c))

5
3 x ∈ (−∞, c)

pro c ∈ R;

yc,d =











( 35(x− c))
5
3 x ∈ (−∞, c)

0 x ∈ [c, d]
( 3
5
(x− d))

5
3 x ∈ (d,+∞)

pro c, d ∈ R, c ≤ d. 6. yc = log(sinx+c), x ∈ R, pro c > 1;

ykc = log(sinx+ c), x ∈ (2kπ − arcsin c, (2k + 1)π + arcsin c), k ∈ Z, pro c ∈ (−1, 1]; {[x, y] ∈ R
2 |

y > log(sinx+ 1) nebo sinx = −1}. 7. ya,b,k(x) =

{

arctg(a(ex − 2)3) + kπ x ∈ [log 2,+∞)
arctg(b(ex − 2)3) + kπ x ∈ (−∞, log 2)

pro a, b ∈ R a k ∈ Z. Hledanou množinou je interval (−π, π). 8. yc =
3
√

3(x− x2 + c), x ∈ R,

pro c < −14 ; y
1,2
−1/4 = − 3

√
3 ·
(

x− 1
2

)
2
3 , x ∈ (−∞, 12); nebo x ∈ ( 12 ,∞); y1,2,3c = 3

√

3(x− x2 + c),

x ∈ (−∞, 12 − 1
2

√
1 + 4c), nebo x ∈ ( 12 − 1

2

√
1 + 4c, 12 +

1
2

√
1 + 4c), nebo x ∈ ( 12 + 1

2

√
1 + 4c,∞),

pro c > −14 . 9. y0 = 1, x ∈ R; y∞ = 0, x ∈ R; y1,2c = 1
1−cx , x ∈ (−∞, 1c ) nebo x ∈ ( 1c ,∞), pro

c ∈ R \ {0}. 10. yc = − log10(c − 10x), x ∈ (−∞, log10 c), pro c > 0. 11. y∞ = 0, x ∈ R;
y1c = − log(1 + ex−c), x ∈ R, pro c ∈ R; y2c = − log(1 − ex−c), x ∈ (−∞,−c), pro c ∈ R. 12.

y− 3
2
π = −1, x ∈ (−1, 1); yπ

2
= 1, x ∈ (−1, 1); yc =

{

x · sin c+
√
1− x2 · cos c x ∈ (−1,− sin c)

−1 x ∈ [− sin c, 1)

pro c ∈ (−32π,−π
2 ); yc =

{

x · sin c+
√
1− x2 · cos c x ∈ (sin c, 1)

1 x ∈ [−1, sin c)
, pro c ∈ (−π

2 ,
π
2 ), y−π

2
= −x,

x ∈ (−1, 1). 13. y0 = 1, x ∈ R; ykc = ec tg
x
2 , x ∈ ((2k − 1)π, (2k + 1)π), k ∈ Z, pro c ∈ R \ {0}.

Řešeńı rovnice s počátečńı podmı́nkou je y0. 14. y0 = x, x ∈ R; y1,2∞ = − 1x , x ∈ (−∞, 0) nebo

x ∈ (0,∞); y1,2c = x+c
1−cx
, x ∈ (−∞, 1

c
) nebo x ∈ ( 1

c
,∞). Řešeńı rovnice s počátečńı podmı́nkou je

y11 . 15. Pro b = 0: yc = cx, x ∈ R, pro c ∈ R. Řešeńı rovnice s počátečńı podmı́nkou je y1.
Pro b 6= 0: y0 = b, x ∈ R; y1,2c = b + cx

1+bx , x ∈ (−∞,−1b ) nebo x ∈ (−1b ,∞). Řešeńı rovnice s
počátečńı podmı́nkou je y0, pokud b = 1; neexistuje, pokud b = −1; y11−b

1+b

, pokud b < −1; y21−b
1+b

,

pokud b ∈ (−1, 1) ∪ (1,∞).
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III. Některé typy diferenciálńıch rovnic,

které lze převést na rovnice se separovanými proměnnými
1. y′ = cos(x− y) 2. y′ = sin(x+ y) 3. y′ = y2

x2 − 2 4. y′ = y
x +

x
y 5. xy′ = y log y

x

6. y′ = e
y
x + y

x 7. y2+x2y′ = xyy′ 8. xy′−y =
√

y2 + x2 9. y′ = 2y−x−5
2x−y+4 10. y′ = 2x−y+1

x−2y+1

11. y′ = 2(y+2)2

(x+y−1)2 12. y′ = y2−x
2y(x+1)



Výsledky a návody. 1. Substituce y = x − z; řešeńı y(x) = x − 2kπ, x ∈ R (k ∈ Z);
y(x) = x − 2 arccotg(−x − c) − 2kπ, x ∈ R (k ∈ Z, c ∈ R). 2. Substituce y = z − x; řešeńı

y(x) = −x − π
2
+ 2kπ, x ∈ R (k ∈ Z), y(x) =











−x− 2 arctg(1 + 2
x+c ) + 2kπ x ∈ (−∞, c)

−x− π + 2kπ x = −c

−x− 2 arctg(1 + 2
x+c )− π + 2kπ x ∈ (−c,∞)

(c ∈ R, k ∈ Z). V př́ıkladech 3.-8. použijte substituci y = xz. 3. y(x) = −x, x ∈ (−∞, 0)

nebo x ∈ (0,∞); y(x) = 2x, x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0,∞); y(x) = x 2+kx3

1−kx3
na intervalech (−∞, 0),

(0, 13√
k
), ( 13√

k
,∞) pro k > 0 a na intervalech (−∞, 13√

k
), ( 13√

k
, 0) nebo (0,∞) pro k < 0. 4.

y(x) = 2x
√

log |x|+ c na (−∞,−e−c) nebo (e−c,∞); y(x) = −2x
√

log |x|+ c na (−∞,−e−c)

nebo (e−c,∞). 5. y(x) = ex, x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0,∞); y(x) = xe1+kx, x ∈ (−∞, 0) nebo
x ∈ (0,∞) (k ∈ R \ {0}). 6. y(x) = −x log(− log |x| − c), x ∈ (−e−c, 0) nebo x ∈ (0, e−c)
(c ∈ R). 7. y(x) = 0, x ∈ R; y(x) = kx2, x ∈ (−∞, 1k ) nebo x ∈ ( 1k ,+∞) (k ∈ R \ {0}). 8.

y(x) = k
2x
2 − 1

2k , x ∈ (0,∞) (k > 0); y(x) = k
2 − 1

2kx
2, x ∈ (−∞, 0) (k > 0). 9.-11. substitućı

x = t+ a, y = z + b pro vhodná a, b převést na předchoźı typ. 12. substitućı y2 = z převést na
předchoźı typ.
================================================================

IV. Načrtněte graf řešeńı, aniž explicitně vyřeš́ıte rovnici

1. y′ = y2+1
y−1 2. y′ = y3+1

y−1 3. y′ = 1
y

√

1− y2 4. y′ = (y + 1)(y + 2)(y + 3)

5. y′ = (y − 1)2 3√y − 2(y − 3) 6. y′ = 3
√
sin y 7. y′ =

√

| cos y| 8. y′ = sin2 y
9. y′ = cos y ·

√
sin y

– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –
1. 2.

3. 4.



5.
6.

7.
8.

9.

================================================================
V. Lineárńı rovnice prvńıho řádu

1. y′ = 2y
x

2. y′ − 2
x
y = 2x3 3. y′ = y

x
− 1 4. y′x = y + x2 5. y′ + 2y

x
= e−x2

x

6. y′ cosx− y sinx = sin 2x 7. xy′ + y = log x+ 1 8. (a2 + x2)y′ + xy = 1 (a ∈ R)
9. (2x+1)y′+y = x 10. y′−y tg x = cotg x 11. y′+y cosx = sin 2x 12. y′+ x+1

x
y = 3xe−x



Výsledky a návody. 1. y = cx2, x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0,∞), c ∈ R. 2. y = x4 + cx2,
x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0,∞), c ∈ R. 3. y = −x log |x|+cx, x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0,∞), c ∈ R.
4. y = x2+cx, x ∈ R, c ∈ R. 5. y = − 1

2x2
e−x2+ c

2x2
, x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0,∞), c ∈ R. 6.

y = − cos 2x2 cosx +
c
cosx , x ∈ (−π

2 + kπ, π2 + kπ), k ∈ Z, c ∈ R. Pro c = −1/2 lze lepit, t́ım dostaneme
řešeńı y(x) = − cosx, x ∈ R. 7. y = log x+ c

x , x ∈ (0,∞), c ∈ R. 8. Pro a = 0: y = log |x|
x + c

x ,

x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0,∞), c ∈ R; pro a 6= 0: y = 1√
x2+a2

(

1
|a| log

1+sin arctg x
a

1−sin arctg x
a
+ c
)

, x ∈ R,
c ∈ R. 9. y = 1

3 (x− 1) + c√
|2x+1|

, x ∈ (−∞,−12 ) nebo x ∈ (−12 ,∞), c ∈ R. Pro c = 0 lze lepit,
dostaneme řešeńı y(x) = 1

3
(x−1), x ∈ R. 10. y = 1+ 1

2 cosx
log 1−cosx

1+cosx
+ c
cosx
, x ∈ (k π

2
, (k+1)π

2
),

k ∈ Z, c ∈ R. 11. y = 2(sinx−1)+ce− sinx, x ∈ R, c ∈ R. 12. y = x2e−x+ c
x
e−x, x ∈ (−∞, 0)

nebo x ∈ (0,∞), c ∈ R.
================================================================

Exaktńı rovnice a Bernoulliovy rovnice – metody řešeńı
Uvažujme rovnici tvaru

(*) y′f(x, y) + g(x, y) = 0.

Jestliže existuje funkce F tř́ıdy C1 taková, že ∂F
∂y = f a ∂F

∂x = g, pak řešeńı rovnice (*) splňuj́ı

F (x, y(x)) = c pro nějakou konstantu c ∈ R. (Takovým rovnićım ř́ıkáme exaktńı.)
Větička. Necht’ f a g jsou dvě funkce tř́ıdy C1 na otevřeném obdélńıku (a, b)× (c, d). Pak existuje
funkce F na (a, b)× (c, d), pro kterou f = ∂F

∂y a g =
∂F
∂x , právě když

∂f
∂x =

∂g
∂y na (a, b)× (c, d).

Neńı-li rovnice (*) exaktńı, lze ji převést na exaktńı vynásobeńım jistou funkćı (tzv. integračńım
faktorem). V některých speciálńıch př́ıpadech můžeme tento integračńı faktor jednoduše nalézt:

• Pokud
∂g
∂y (x, y)−

∂f
∂x (x, y)

f(x, y)
nezáviśı na y, pak pro rovnici (*) existuje integračńı faktor,

který je funkćı x.

• Pokud
∂g
∂y (x, y)−

∂f
∂x (x, y)

g(x, y)
nezáviśı na x, pak existuje integračńı faktor, který je funkćı y.

Bernoulliovy rovnice jsou rovnice tvaru

y′ + p(x)y = q(x)yα,

kde p, q jsou funkce spojité na zadaném intervalu a α ∈ R \ {0, 1}.
Metody řešeńı:
(1) Hledáme řešeńı ve tvaru y(x) = z(x)1/(1−α), kde z(x) je nová neznámá funkce. T́ım dostaneme
lineárńı rovnici prvńıho řádu.
(2) Rovnici vyděĺıme yα a pak vynásob́ıme integračńım faktorem e(1−α)P (x), kde P je primitivńı
funkce k p.
================================================================

VI. Exaktńı rovnice, Bernoulliho rovnice
1. 2xyy′ + y2 = 0 2. (x+ 2y)y′ + y + 3x2 = 0 3. 3xy2y′ + 2x+ y3 = 0
4. 4x3ex+y + x4ex+y + 2x+ (x4ex+y + 2y)y′ = 0, y(0) = 1.
5. 2x sin y + y3ex + (x2 cos y + 3y2ex)y′ = 0 6.

1
2y
2 + 2yex + (y + ex)y′ = 0

7. 1 + (1 + xy)exy + (1 + x2exy)y′ = 0 8. 2x cos y + 3x2y + (x3 − x2 sin y − y)y′ = 0, y(0) = 2
9. 3x2 + 4xy + (2y + 2x2)y′ = 0, y(0) = 1 10. 3xy + y2 + (x2 + xy)y′ = 0, y(2) = 1
11. yexy cos 2x− 2exy sin 2x+ 2x+ (xexy cos 2x− 3)y′ = 0, y(0) = 0
12. xy′+y = y2 log x 13. y′+2xy = 2x3y3 14. y′+ y

x2+
y2

x2 = 0, y(1) =
1
2 . 15. 3xy′−2y = x3

y2

16. 8xy′ − y = − 1
y3

√
x+1

17. x2y′ + 2x3y = y2(1 + 2x2)



Výsledky a návody. (Výsledky jsou uvedeny v implicitním tvaru a bez definičńıch obor̊u – v
některých př́ıpadech je explicitní tvar řešení i tvar definičńıho oboru zřejmý, jindy nelze jednoduše
explicitně vyjádřit.) 1. xy2 = c 2. xy+y2+x3 = c 3. xy3+x2 = c 4. x4ex+y +x2+y2 = 1
5. x2 sin y + y3ex = c 6.

1
2
y2ex + ye2x = c (integračńı faktor ex) 7. x + y + exy = c 8.

x3y+x2 cos y− 12y2 = 2 9. x3+y2+2x2y2 = 1 10. x3y+ 12x
2y2 = 10 (integračńı faktor x) 11.

exy cos 2x−3y+x2 = 1 12. y(x) = 1
1+logx+cx

13. y2 = − 1
x2− 1

2
+2ce−x2

14. y(x) = 1

−1+3e1−
1
x
,

x ∈ ( 1
1+log 3 ,+∞) 15. y3 = x3+cx2 16. y4 =

√
x+ 1+c

√

|x| 17.
1
y = 1+

1
x+2e

2x
∫

e−2x

x dx
================================================================

VII. Lineárńı rovnice s konstantńımi koeficienty
1. y′′ + 4y′ + 4y = 0 2. y′′ − 3y′ + 2y = 0 3. y′′ − 6y′ + 13y = 0 4. y(4) + 6y′′ + 9y = 0
5. y′′−2y′−3y = e4x 6. y′′−2y′+5y = cosx 7. y′′′+y′′ = x 8. y′′′−y′′−2y′ = e2x+x3+3x2+1

9. y′′ + 3y′ + 2y = sinx+ sin 2x 10. 4y′′′ + y′ = 3ex + 2 sin x
2 11. y′′ − y = ex−e−x

ex+e−x

12. y′′−2y′+y = ex

x2+x+1 13. y′′+y = tg x 14. y′′−2y′+y = ex√
4−x2

15. y′′−3y′+2y = e2x√
1−e2x

– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –
Výsledky a návody. 1. y = ce−2x + dxe−2x, x ∈ R. 2. y = cex + de2x, x ∈ R. 3.

y = e3x(c cos 2x+d sin 2x), x ∈ R. 4. y = a cos
√
3x+b sin

√
3x+cx cos

√
3x+dx sin

√
3x, x ∈ R.

5. y = 1
5e
4x+ ce−x+ de3x, x ∈ R. 6. y = 1

5 cosx− 1
10 sinx+ ex(c cos 2x+ d sin 2x), x ∈ R. 7.

y = −1
2
x2+ 1

6
x3+a+ bx+ ce−x, x ∈ R. 8. y = 1

6
xe2x− 1

8
x4− 1

4
x3− 3

8
x2− 7

8
x+a+ be−x+ ce2x,

x ∈ R. 9. y = − 1
20 sin 2x − 3

20 cos 2x − 3
10 cosx +

1
10 sinx + ce−x + de−2x, x ∈ R. 10.

y = 3
5
ex−x sin x

2
+a+ b cos x

2
+ c sin x

2
, x ∈ R. 11. y = ex(1+ e2x) arctg ex+ cex+de−x, x ∈ R.

12. y = ex ·
(

c+ dx− 1
2
log(x2 + x+ 1) + 2x+1√

3
arctg 2x+1√

3

)

, x ∈ R. 13. y = − cosx log 1+sinx| cos x| +

c cosx + d sinx, x ∈ (−π
2 + kπ, π2 + kπ), k ∈ Z. 14. y = ex ·

(

c+ dx+
√
4− x2 + x arcsin x

2

)

,

x ∈ (−2, 2). 15. y = −ex arcsin ex − 1
2e
2x log 1−

√
1−e2x

1+
√
1−e2x

+ cex + de2x, x ∈ (−∞, 0).
================================================================

Eulerovy rovnice – metody řešeńı
Eulerovy rovnice jsou rovnice tvaru xny(n) + an−1xn−1y(n−1) + · · · + a1xy

′ + a0y = f(x), kde
a0, . . . , an−1 ∈ R jsou konstanty a f je funkce spojitá na zadaném intervalu (α, β). Je-li funkce f
nulová, mluv́ıme o homogenńı rovnici.
Postup řešeńı:

(1) Řeš́ıme zvlášt’ na intervalu (α, β)∩ (0,+∞) a na (α, β)∩ (−∞, 0). Nakonec si rozmysĺıme, kdy
lze řešeńı nalepit v 0.

(2) Jde o lineárńı rovnici. Je tedy možné řešit nejprve homogenńı rovnici a pak hledat partikulárńı
řešeńı. Množina řešeńı homogenńı rovnice (na (−∞, 0) nebo na (0,+∞)) je vektorový prostor
dimenze n.

(3) Pro řešeńı homogenńı rovnice (tj. pro hledáńı fundamentálńıho systému) na intervalu (0,+∞)
jsou dva možné postupy:
(a) Provedeme substituci „x = etÿ, tj. zavedeme novou neznámou funkci z(t) = y(et) (hledáme
řešeńı ve tvaru y(x) = z(log x)). T́ım dostaneme lineárńı rovnici s konstantńımi koeficienty
pro neznámou funkci z, kterou umı́me řešit.

(b) Hledáme řešeńı tvaru y(x) = xα. Dosad́ıme-li toto do rovnice, dostaneme rovnici P (α) =
0, kde P je polynom stupně n. Najdeme kořeny. Fundamentálńı systém bude tvořen
funkcemi hi(log x), kde hi jsou prvky fundamentálńıho systému lineárńı rovnice s kon-
stantńımi koeficienty s charakteristickým polynomem P .

(4) Pro řešeńı homogenńı rovnice na (−∞, 0) využijeme toho, že funkce y je řešeńım homogenńı
rovnice na (0,+∞), právě když funkce ỹ(x) = y(−x) je řešeńım homogenńı rovnice na (−∞, 0).

(5) Pro hledáńı partikulárńıho řešeńı lze použ́ıt:
(a) Metodu variace konstant – stejně jako u lineárńıch rovnic s konstantńımi koeficienty.
(b) Analogii metody speciálńı pravé strany – analogii Věty XVI.5.
(c) Použ́ıváme-li výše substituci x = et, lze ji použ́ıt na celou, tedy nehomogenńı rovnici, a

pak hledáme partikulárńı řešeńı pro př́ıslušnou lineárńı rovnici s konstantńımi koeficienty.



VIII. Eulerovy rovnice
1. x2y′′ − 9xy′ + 21y = 0 2. x2y′′ + xy′ + y = x 3. y′′ − y′

x
+ y

x2
= 2

x

4. x2y′′− 2xy′+2y+x− 2x3 = 0 5. x3y′′′+xy′ − y = 0 6. x4y(4)+6x3y′′′ − 6xy′+12y = x2

– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –

Výsledky a návody. 1. y(x) =











a1x
3 + b1x

7, x < 0,

0, x = 0,

a2x
3 + b2x

7, x > 0,

a1, b1, a2, b2 ∈ R. 2. y(x) =

1
2x + a cos log |x| + b sin log |x|, x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0,∞), [a, b] ∈ R2 \ {[0, 0]}; y(x) = 1

2x,

x ∈ R. 3. y(x) = x log2 |x| + ax + bx log |x|, x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0,∞), a, b ∈ R. 4.

y(x) = x3 + x + x log |x| + ax + bx2, x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0,∞), a, b ∈ R. 5. y(x) =

ax + bx log |x| + cx log2 |x|, x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0,∞), a ∈ R \ {0}, b, c ∈ R; y(x) = ax,

x ∈ R, a ∈ R. 6. y(x) = 1
4x
2 log |x|+ ax2 + b

x2 + c|x|
√
3 + d

|x|
√
3
, x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0,∞),

a, b, c, d ∈ R
================================================================

IX. Soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic
1. z′+ y = 0, z′ − y′ = 3z+ y 2. z′ = −z+ y+ ex, y′ = z− y+ ex 3. 5z′ − 2y′+4z− y = e−x,
z′ + 8z − 3y = 5e−x

4. z′ + 3z + y = 0, y′ − z + y = 0, y(0) = z(0) = 1 5. z′ = y − 7z,
y′ + 2z + 5y = 0 6. z′ = 2y − 5z + ex, y′ = z − 6y + e−2x 7. z′′ + y′ + z = ex, z′ + y′′ = 1
8. u′ = w + v − u, v′ = w + u− v, w′ = u+ v + w, (u(0) = 1, v(0) = w(0) = 0) 9. u′ = v + w,
v′ = u+ w, w′ = u+ v, (u(0) = −1, v(0) = 1, w(0) = 0)

řešte soustavy y′ = Ay + b(x), kde

10. A =

(

0 1 0

−4 4 0
−2 1 2

)

, b(x) =

(

1

x

x2

)

. 11. A =

(

2 6 −15
1 1 −5
1 2 −6

)

, b(x) =

(

ex

ex

ex

)

. 12. A =

(

7 −12 6
10 −19 10
12 −24 13

)

13. A =

(

3 0 0

2 2 −1
−1 1 4

)

, b(x) =

(

sinx

0

0

)

. 14. A =

(

1 −1 1
−1 2 2
−2 1 3

)

15. A =

( 1 −3 0 3
−2 −6 0 13
0 −3 1 3
−1 −4 0 8

)

16. A =

( 3 −1 0 0
1 1 0 0

3 0 5 −3
4 −1 3 −1

)

17. A =

( 3 −1 1 −7
9 −3 −7 −1
0 0 4 −8
0 0 2 −4

)

18. A =

(−1 2 −1 2
−1 2 −1 1
0 2 −1 1
−2 2 0 2

)



Výsledky a návody. 1. z = aex + be−3x, y = −aex + 3be−3x 2. z = ex + de−2x + c, y =
ex−de−2x+c 3. z = −2e−x+cex+de−2x, y = 3e−x+3cex+2de−2x 4. z = −(c+d)xe−2x+de−2x,
y = (c + d)xe−2x + ce−2x, s poč. podm. : z = −2xe−2x + e−2x, y = 2xe−2x + e−2x 5.

z = (c− d)e−6x sinx + de−6x cosx, y = ce−6x cosx + (c − 2d)e−6x sinx 6. z = 7
40
ex + 1

5
e−2x +

2ae−4x + be−7x, y = 1
40
ex + 3

10
e−2x + ae−4x − be−7x 7. z(x) = ex − 1

6
x3 − b+c

2
x2 + c + dx,

y = −ex+ 1
24
x4+a+bx+ b+c

6
x3+ d

2
x2 8. u = ae−x+be2x+ce−2x, v = ae−x+be2x−ce−2x, w =

−ae−x+2be2x, s poč.podm. u = 1
3e

−x+ 16e
2x+ 12e

−2x, v = 1
3e

−x+ 16e
2x− 12e−2x, w = −13e−x+ 13e

2x

9. u = ae2x + be−x, v = ae2x + ce−x, w = ae2x − (b + c)e−x s poč. podm. u = −e−x, v = e−x,

w = 0 10. y = (x−3
4
+ e2x(bx + c),−3

4
+ e2x(2bx + b + 2c),−2x2+x+2

4
+ e2x(bx + a + c)),

a, b, c ∈ R. 11. y = (e−x(−1 + 6c + 6bx), e−x(15a + 2bx + b + 2c), e−x(a + 2bx+ 2c)), a, b, c ∈
R. 12. y = (6be−x + 6cex, 10ae−x + (3a + 9c)ex, 3be−x + (6a + 3c)ex), a, b, c ∈ R. 13.

y = (− 1
10 cosx− 3

10 sinx−2a · e3x, 73500 cosx+ 89
500 sinx+e3x · (ax2+ bx+ c),− 43

500 cosx− 49
500 sinx+

e3x · (−ax2− (2a+ b)x− 4a− b− c), a, b, c ∈ R. 14. y = ((a+3b)ex sinx+(3a− b)ex cosx, (2a+
b)ex sinx + (a − 2b)ex cosx + ce4x, (2b − a)ex sinx + (2a + b)ex cosx + ce4x),a, b, c ∈ R. 15.

y = (ex(bx2+cx+d), ex( 13bx
2− 13 (4b−c)x− 29b− 23c+ 13d, ex(a+bx2+cx+d), ex( 13bx2− 13 (2b−c)x− 29b−

1
3
c+ 1

3
d), a, b, c, d ∈ R. 16. y = (e2x(cx+d), e2x(cx−c+d), e2x(ax+b), e2x((a+c)x− 1

3
a+b+d),

a, b, c, d ∈ R. 17. y = (cx+d, (3c−52a)x+78a−52b−c+3d, ax+b, 12ax−18a+12b), a, b, c, d ∈ R. 18.

y = (ex(a cosx+b sinx)+c cosx+d sinx, 12e
x((a+b) cosx+(b−a) sinx)+c cosx+d sinx, ex(a cosx+

b sinx) + (c− d) cosx+ (c+ d) sinx, ex(a cosx+ b sinx)), a, b, c, d ∈ R.
================================================================

X. Lineárńı rovnice - snižováńı řádu, variace konstant

1. y′′− xy′

x2+1
+ y

x2+1
= 0 2. y′′−x2y′+(x2−1)y = 0 3. y′′− 2y

x2
= 5 4. y′′− 1+x2

x
y′+2y = 0

5. y′′ − 5
x
y′ + 5

x2
y = x3 6. y′′ + 1−x2

x
y′ + y

log x
= 0 7. y′′ + y

x2 logx
= 0

– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –
Výsledky a návody. 1. FS tvoř́ı y1 = x (lze uhodnout) a y2 = x log(x+

√
x2 + 1)−

√
x2 + 1 (na

R). 2. FS tvoř́ı y1 = ex (lze uhodnout) a y2 = ex
∫ x

0
e
1
3
t(t2−6) dt (na R). 3. FS tvoř́ı y1 = x2 a

y2 =
1
x
(uhodnout lze kterékoliv z těchto dvou řešeńı), partikulárńı řešeńı je např. y0 =

5
3
x2 log |x|

(z variace konstant vyjde 53x
2 log |x| − 5

9x
2, přitom −59x2 je řešeńım homogenńı rovnice). Vše

na (−∞, 0) nebo na (0,+∞). 4. FS tvoř́ı y1 = x2 (lze uhodnout) a y2 = x2
∫ x

1
1
t3
et
2/2 dt (na

(0,+∞); na (−∞, 0) ve vzorci pro y2 bude
∫ x

−1). 5. FS tvoř́ı y1 = x a y2 = x5, partikulárńı

řešeńı je např. y0 =
1
4
x5 log |x|. Vše na (−∞, 0) nebo na (0,+∞). 6. FS tvoř́ı y1 = log x (lze

uhodnout) a y2 = log x
∫ x

2
et
2/2

t log2 t
dt (na (1,+∞); na (0, 1) bude ve vzorci pro y2

∫ x

1/2
). 7. FS

tvoř́ı y1 = log x (lze uhodnout) a y2 =
∫ x

2
1

log2 t
dt (na (1,+∞); na (0, 1) bude ve vzorci pro y2

∫ x

1/2
).


