Priklady na aplikaci véty o implicitni funkci

Piiklad 11 ze superseminaie. Ukolem je dokdzat, Ze uvedend rovnost
urcuje v okoli uvedeného bodu funkci y = f(x) a spocitat f'(xo) a f"(xo).
Prvni ¢ast znamend ovérit predpoklady véty o implicitni funkei (Véta V.16);
v druhé ¢ésti je treba spocitat prislusné derivace s vyuzitim Véty V.14. Dale
je ukolem napsat rovnici tec¢ny v piislusném bodé.
Piiklad 11b). arctg(y — ) + arctg % =7, [0, y0] = [1,1].
Krok 1: Ovéreni predpokladu Véty V.16.

Ozna¢me F(x,y) = arctg(y — x) + arctg yx—Q — 7. Pak plati:

e F je definovand na mnoziné G = {[z,y|;xz # 0}. Tato mnozina je
oteviend a funkce F je tiidy C'™ na G (protoze vznikla pomoci skladént
a aritmetickych operaci z funkei tiidy C*°.
Pozndmka: Pro aplikaci Véty V.16 staci predpoklad, Ze F je tridy C*.
Ale madame spocitat druhou derivaci funkce f, proto potrebujeme védét,

ze F je tridy C? (viz pozndmka za Vétou V.16). Snadno ovsem vidime,
zZe F je dokonce tridy C°.

e [(1,1) = arctg(l — 1) + arctg% — & =arctg0 +arctgl — § = 0.
e Na celé mnoziné G plati
OF 1 1 2 1 2x
Fy:m'l—i_w.%: 1+(y—x)2+$2+yy4'
Specialné
OF 1 2-1-1
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Predpoklady Véty V.16 jsou splnény, tedy vétu muzeme pouzit. Plyne z
ni, ze existuje U okoli bodu 1, V' okoli bodu 1 a funkce f : U — V splaujici
y 7
Vee UVy € V :y = f(x) & arctg(y — x) + arctg — = "
x
Navic je f € C*®°(U) (dle poznamky za Vétou V.16).



Krok 2, vypocet f'(1).
Metoda 1: Pouzijeme vzorec z Véty V.16:
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Dosadime x = 1 a pouzijeme, ze f(1) = 1. Pfitom %—5(1,1) = 2, jak
bylo spocteno vyse. Dale

or 1 1 -y -1 e

bl (=1 _ _
or 1+ (y—x)? ( )+1+(yz_2)2 22 1+ y—x)?2 224yt
tedy
oF —1 12 3
1,1 = _ _ 2
Oz 1+ (1—12 12+1% 2
tedy
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"M = ——2 =Z
Fy=— =2
Metoda 2: Funkce f spliuje na U rovnost F(x, f(x)) = 0, neboli
2
arctg(f(z) — z) + arctg f) % =0prozeU.
x

Spocteme derivaci této funkce. Jednak je rovna nule, protoze tato funkce
je konstantni nulova funkce. Zaroven vzorec na levé strané muzeme zde-
rivovat podle pravidel pro pocitani derivaci (pouzivame, ze f € C1(U)).
Takto dostaneme
flle) =1 1 2f(2)f'(z) @ — f(x)
L+ (f(x) —2)? 14 (L&l z?
pro z € U. Dosadime do (o) x = 1 a pouzijeme skutecnost, ze f(1) = 1,
a dostaneme
-1 1 2.1-f(1)-1—12
g =
I+ (1-1)2 1+ (L1)? 12

=0 (o)

0,

neboli )
() —1+ 5(2]‘?'(1) —1)=0.
Odtud vyjadiime



Krok 3, vypocet f”(1).

Metoda 1: Vyjdeme ze vzorce (x). Dosadime do néj za ?9_1; (spocteno ve
druhém kroku) a za %—5 (spocteno v prvnim kroku):
—1 f()?

fI(LC) _ 1+(f(z)—2)2 ~ 22+f(x)* . 1’2 + f(l’)4 + f($)2<1 + (f(,r) — 22)

1 2cf(x) 2 4 —
T E T =er L + flo)t + 20 f(2)(1+ (f(z) — )

)

pro x € U. Nyni tuto funkci zderivujeme a dostaneme

1
(@2 + f(2)* + 22 f(2)(1 + (f(2) — )?))?

- ((% + 4@ F (2) + 20 (@) (@) (1 + (f() — 2)?)

fw) =

+f(@)? - 2f(2) - 2)(f(2) - 1))
(24 F@) 20 @)1+ (f@) - 2)?)
— (2% + F@)' + F@20+ (f(@) - 2))
(20 47 @) @) + 20 @) + 2 (@) (1 + (f(@) = 2))

20 () - 2 () - ) (7 (@) - 1)))
Nyn{ dosadime x = 1 a pouzijeme, ze f(1) =1 a f/(1) = 3. Dostaneme

f”(l):4%((2+3+§)-4—3-(2+3+2(1+3))):1—16(26—%):3%.

Metoda 2: Vyjdeme z rovnosti (o). Po vyndsobeni (1 + (f(z) — z)?)(2? +
f(x)*) dostaneme

(@® + f(@))(f'(2) = D) + 1+ (f(z) — 2)") (22 f(2) f'(2) = f(2)*) =0

pro x € U. Nyni tuto rovnost zderivujeme. (Protoze funkce na levé
strané se rovnda funkci na pravé strané na celém U, rovnaji se i jejich
derivace. Derivace pravé strany je nula, derivaci levé strany spocteme



dle béznych pravidel. Mj. pouzivdme, Ze f je tfidy C?.) Dostaneme:

(22 +4f(@)°f'(2)(f(2) = 1) + (2" + f(2)") " (2)
+2(f(2) = 2)(f'(2) = D2 f () f'(z) — f(2)*)
+(1=(f(2)—2)")(2f (@) f'(2)+ 22 f (2)*+22 f (2) /" (x) =2 (2) f'(2)) = 0

pro € U. Nyni dosadime « = 1 a pouzijeme, ze f(1) =1a f'(1) =
Dostaneme rovnici

3
1

243)-C-D+A+1)f"(1)+1-E+5+2f(1)—3) =0,

neboli . 9
22 () + 22 (1) =0,
tedy
1
1 1 ——

Krok 4, rovnice teény: Rovnice teény ke grafu funkce f v bodé [z, f(x0)] je
y = f(xo)+ f'(x0)(x—x0) (pokud f'(z¢) existuje vlastni). Staci tedy dosadit
zadané hodnoty a spoctenou derivaci. Rovnice teény je tedy y = 1+ %(a: —1).

Komentar k feseni: Obé metody vypoctu derivaci vedou k cili. Povazuji za
vhodnéjsi (ve vétsiné pifpadu) pouzivat druhou metodu. Prvni je jednodusst,
pokud chceme spocitat pouze prvni derivaci. Pro vypocet druhé derivace byva
jednodussi druha metoda.

Dale, k tomu, abychom napsali rovnici tecny, staci znat hodnotu prvni
derivace, druhé k tomu tfeba neni. Proto by bylo logické kroky 3 a 4 délat v
opacném poradi.

Piiklad 12 ze superseminare. Ukolem je dokazat, ze uvedena rovnost
urc¢uje v okoli uvedeného bodu funkci z = f(z,y) a napsat rovnici tecné
roviny v pfislusném bodé.
Piiklad 12b). —e™ + e¥* + e™* = €™V, [z, Yo, 20] = [0, 2, 0].
Krok 1: Ovéreni predpokladu Véty V.16.

Oznaéme F(x,y,z) = —e™ + e¥* + ¢"* — "%, Pak plati:

e [ je definovand na R3 a je tiidy C™ na R3 (protoZze vznikla pomoci
sklddéni a aritmetickych operaci z funkei tiidy C).



e [(0,2,0)=—-1414+1-1=0.
e Na celém R? plati %—f: =e¥" -y 4 e” - x — e"™* - xy. Specidlné

OF
0,200 =1-24+41-0-1-0-2=2#£0.
0z
Predpoklady Véty V.16 jsou splnény, tedy vétu muzeme pouzit. Plyne
z ni, Ze existuje U okoli bodu [0,2], V okoli bodu 0 a funkce f : U — V
splnujici

V[l’,y] € UVZ € Viz= f(x’y) = _ezy +€yz +e$z _ exy;;.

Navic je f € C*(U) (dle poznamky za Vétou V.16).

Krok 2, vypocet parcialnich derivaci. Chceme-li pouze parcialni derivace
prvniho tadu, je snazsi pouzit Metodu 1 popsanou vyse. Mame

OF
a_:_eaty_y_i_ea:z_Z_eaxyz.yz7
x
OF
8—:—exy-m+eyz~z—e‘”yz-xz
Y
na R3, tedy
OF oF
—(0,2,0) =—-2a —(0,2,0) =0
ax(77) aay<77)
Odtud odvodime, ze
0f () _HE020)
Ox 8r0,2,0)
0
g(o 2) = _8_5(0’2’0) —
Oy 9£(0,2,0)

Krok 3, tecna rovina: Tecna rovina ke grafu funkce f v bodé [0,2, f(0,2)] =
0,2,0] je ddna rovnici z = 0+ 1.(x — 0) + 0.(y — 2), tedy z = x.

Dodatecna tloha: Spoctéte %(0, 2).
Pouzijeme analogii Metody 2 uvedené vyse. Funkce f splnuje

e + eyf(%y) + e:r:f(x,y) . ea:yf(x,y) =0 pro [x,y] e U.



Zderivujeme podle = (obé strany se rovnaji na U, rovnaji se tedy i jejich
parcidlni derivace):
— ey + eV .y Az y) + emf(x’y’(f(fc y) + x5t (x,y))
IED (y f (2, y) + wygh(z,y)) = 0

pro [z,y] € U.
Tuto rovnost zderivujeme podle y a dostaneme

— e oxy — e 4 eV (f(r,y) +y5h(x,y) -y Ga,y)
+ e (U (zy) +y - 2L (2, y))
+ e g G y) - (f(,y) + 25 (2, y)
+e @0 8z y) + 2 2L (x,y))
e (o f (2, y) + vyt (z, 9) (yf (2, 9) + 2y FL (2, y))

— @Y (f(z,y) +yay(x Y) +ng(x Y) +xyam3y($ y) =0

pro [z,y] € U. Nyni dosadime = = 0, y = 2 a pouzijeme, ze f(0,2) = 0,
g—;‘(o, 2)=1a 3—5(0, 2) = 0. Dostaneme rovnici

—1+1-(1+22L(0,2)) =0,
z niz vyjédifme 2 (O 2)=0.

Poznamky: Tento typ tloh je vpodstaté algoritmicky. Ovérime predpoklady
Véty V.16. (Kdyby splnény nebyly, nevime, co s tim, pokud jsou splnény, po-
kracujeme dale.) Déle po¢itame derivace jednou ¢i druhou metodou, piipadné
druhé derivace. Mezivysledky mohou vypadat slozité, ale po dosazeni spravnych
hodnot se mohou vyrazné zjednodusit.



