V1.4 Rouchéova véta a jeji dusledky
Véta 8 (princip argumentu).  Necht G C C je oblast, I' cykl takovy,
ze (I') C G a pro kazdé a € C\ G je indra = 0. Necht f € M(G) na (I')
nabyva jen konecnych nenulovych hodnot. Je-li a € G koirenem funkce
f, ozna¢me Ny(a) jeho nasobnost. Ma-li funkce f v bodé a € G pdl,
oznacme Py (a) jeho nasobnost. Pak plati:

Z N¢(a) -indra — Z Ps(a) -indra =

a€G,f(a)=0 a€G, f(a)=o00
R
— [ L= 2 Arlogr.
2m'/F 7= gmorles

Véta 9 (Rouchéova véta pro cykl).  Necht G C C je oblast, I cykl
takovy, ze (I') C G a pro kazdé a € C\G jeindra = 0. Necht f,g € M(G)
splnuji pro kazdé z € (I')

1F(2) = g(2)] <[f(2)].

Pak (pfi znaceni z Véty 8)

Z N¢(a) -indra — Z Ps(a) -indra =

a€G,f(a)=0 a€qG, f(a)=00

= Z Ny(a) -indra — Z P,(a) -indr a.

a€G,g9(a)=0 a€G,g(a)=00

Dusledek 10. Necht a € C, R > 0, f je holomorfni na U(a, R),
b= f(a) a funkce f —b ma v bodé a kofen nasobnosti p € N (tj. f nabyva
své hodnoty v bodé a p-nasobné). Pak existuje r € (0, R) a p > 0 tak, zZe
pro kazdé w € P(b,p) f nabyva hodnoty w v pravé p riznych bodech z
Ula,r).

Dutisledek 11. Necht a € C, R > 0, f je holomorfni na P(a,R) a ma
v bodé a pdl nasobnosti p € N. Pak existuje r € (0, R) a M > 0 tak,
ze pro kazdé w € C, |w| > M, f nabyva hodnoty w v pravé p ruznych
bodech z P(a,r).

Véta 12 (véta o otevieném zobrazeni).  Necht Q C C je oblast a f je
nekonstantni meromorini funkce na ). Pak f je oteviené zobrazeni, tj.
f(G) je oteviena podmnozina C pro kazdou G C ) otevienou.



Véta 13 (véta o lokalni existenci inverzni funkce).  Necht f je funkce
holomorfni na okoli bodu a € C a f'(a) # 0. Pak existuje r > 0 s
nasledujicimi vlastnostmi:
(i) f je prosta na Ul(a,r);
(i) G = f(U(a,r)) je oteviend mnozina;
(iii) inverzni funkce f~1 je holomorfni na G a pro kazdé ~ € G plati

Véta 14.  Necht f je funkce meromorfni na oteviené mnoziné 2 C C.
Oznacme M = {a € Q : f(a) = oo}. Predpokladejme, ze f je prosta
na 2\ M. Pak mnozina M obsahuje nejvyse jeden bod a, pokud néjaky
obsahuje, je v ném pdl nasobnosti 1. Navic pro kazdé z € (QNC)\ M je
f'(z) # 0, f je prosta na ) a inverzni funkce k f je meromorfni na f(£2).

Véta 15 (cykl okolo kompaktu).  Necht G C C je neprazdna oteviena
mnozina a K C G je kompaktni mnozina. Pak existuje cykl I', pro ktery
plati

(i) () CG\ K,
(ii) indrz =1 pro z € K,
(iii) indrz =0 pro z € (C\G
(iv) Index vzhledem k I" nabyva jen hodnot 0 nebo 1.

Poznamka. Necht G, K a I jsou jako ve Vété 15. Pak pro kazdou

f € H(G) plati
_ 1 [ )
)_27rz'/rw—zdw’ z € K.

Véta 16 (Rouchéova véta pro kompakt).  Necht K C C je kompaktni
mnozina a ) = Int K. Necht' f, g jsou spojité funkce definované na K
s hodnotami v C, které jsou meromorfni na 2. Predpokladejme, ze pro

kazdé z € OK plati |f(z) — g(2)| < |f(2)|. Pak (pfi znaceni z Véty 8)

Z Ng(a)— Z Pt(a) = Z Ny(a)— Z Py(a).

a€, f(a)=0 a€Q, f(a)=c0 a€,g(a)=0 a€,g(a)=o00




